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Vorw ort. 


Dieses Elementarlehrbuch beschiiftigt sich mit der Integration 
von gewolnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und awar 
zuniichst mit der Kntwickelung der in den gebriiuchlichen Lehrbtichern 
enthaltenen Integrationsverfahren, welche daselbst als einzelne von 
einander unabhiingige Theorien dargestellt zu werden pflegen, wihrend 
sie hier als Ausfluss aus einer allgemeimen Methode auftreten. Diese 
Methode giebt eine Integrationstheorie fiir alle Differentialgleichungen, 
welche eme oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen  ge- 
statten. Man koénnte daher sagen, dass sie auf dem Principe der in- 
finitesimalen Transformationen beruht, wobei jedoch zu bemerken wiire, 
dass sich dieses Princip nicht in einem Satze erschépfend aussprechen 
lisst, dass es vielmehr in den verschiedensten Hinkleidungen auftritt 
und die mannigfaltigsten Anwendungen gestattet. 

In ihrem weiteren Ausbau fiihrt die Verwertung der infinitesimalen 
Transformationen zu dem itusserst wichtigen Gyruppenbegriff, indem es 
auf dasselbe hinauskommt, ob eine Differentialgleichung mehrere in- 
finitesimale 'Transformationen oder eine continuierliche Gruppe von 
Transformationen gestattet. Hs zeigt sich in diesen Vorlesungen, dass 
diejenigen allgemeinen Classen von Differentialgleichungen, welche die 
iilteren Mathematiker integrierten, und die in den Lehrbiichern be- 
trachtet werden, eben als die allgemeinsten Differentialgleichungen 
charakterisiert werden kénnen, die gewisse Gruppen von Transforma- 
tionen gestatten. Somit kommt der moderne Begriff der Di/ferential- 
imvarianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuch tiber 
Differentialgleichungen vor. In diesen Hlementarvorlesungen — be- 
schrinken wir uns auf die Betrachtung der gewohnlichen Differential- 
gleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen in drei und vier Verinderlichen, 
welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Tir alle 
diese Differentialgleichungen entwickeln wir gewisse rationelle Inte- 
grationstheorien, die sich durch die Verwertung des Principes der in- 
finitesimalen ‘T'ransformationen naturgemiiss darbieten. 
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Diese Vorlesungen haben auch insofern Bedeutung, als sie weiter- 
gehende Studien vorbereiten. Unsere Kntwickelungen geben nimlich 
dem Leser eine Ahnung von der ausserordentlichen Fruchtbarkeit des 
Begriffes der infinitesimalen Transformationen und der von ihnen er- 
zeugten Gruppen fiir die Integrationstheorien tiberhaupt. Viele unter 
den speciellen Anwendungen dieser Begriffe diirften ebenso wichtig 
sein als gewisse Theorien, die man heutzutage mit dem Namen von 
Principen belegt. So ordnet sich — um hier nur eine Anwendung 
zu nennen, die allerdings im vorliegenden Buche nicht enthalten ist — 
die ganze Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung dem Begriff der infinitesimalen Transformationen unter und 
dementsprechend jedes Problem, welches sich auf eine partielle Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung zuriickfiihren lasst, also namentlich 
das allgemeine Problem der Dynamik. JZ. B. fliessen aus der nahezu 
selbstverstandlichen Thatsache, dass die partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, welche dem Problem der n Kérper Aquivalent ist, die 
Gruppe der Bewegungen des Raumes gestattet, die Flachensitze und 
die ersten Schwerpunktsintegrale. 

Schhiesslich wird der Leser durch diese Vorlesungen vorbereitet 
zur Inangriffnahme des allgemeinen und ganz besonders wichtigen 
Problems, ev sogenanntes vollstindiges System mit bekannter Gruppe zu 
imtegrieren. Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich 
sehr viele wichtige andere zuriickfiihren lassen, unter anderen die 
Reduction von gegebenen Differentialgleichungen auf typische Formen, 
wiirde jedoch zuniichst das Studium der Theorie der Transformations- 
gruppen erfordern. 

Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen 
in diesem Lehrbuche gebraucht wird, ist ausftihrlich von den ersten 
Klementen an entwickelt. Daher kann und soll dies Werk dazu 
dienen, eimerseits die Bedeutung der Gruppentheorie klar zu machen, an- 
dererseits das Eindringen in diesclbe in besonderem Maasse zu erleichtern. 

Aus dem Gesagten erhellt, dass es keineswegs im Plane des 
Buches lag, nach irgend einer Seite hin eine vom Standpunkt des 
Fachmannes abgeschlossene Theorie zu geben. Auch ist im Interesse 
der leichteren Verstindlichkeit die Begriindung der Entwickelungen 
nicht immer ganz streng gehalten, und tiberdies wurden von vorn- 
herein gewisse Probleme und Theorien tiberhaupt von der Betrachtung 
ausgeschlossen, so insbesondere functionentheoretische Fragen, wie die 
nach der Hxistenz der Integrale, ferner die Verwertung der soge- 
nannten Beriihrungstransformationen u. s. w. Dennoch aber bildet 
dieses Werk ein in sich abgeschlossenes Ganzes. 
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Die in diesem Buche entwickelten neuen Theorien sind, wo es 
nicht anders bemerkt wird, ausschliesslich Eigentum Sophus Lie’s 
und riihren im wesentlichen aus den Jahren 1871—74 her. (Vel. 
die Verhandlungen der Gesellschaft der Wiss. zu Christiania, Decem- 
ber 1874, sowie auch die ,allgemeine Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung“, zweite Abhandlung, Math. Annalen 
Bd. XI (1877), 8S. 464 ff.) Allerdings ist hervorzuheben, dass in 
den ersten Publicationen die Form der Betrachtungen nicht immer 
vollig streng war, indem daselbst in der Hauptsache mit den infini- 
tesimalen Transformationen, nicht, wie es hier geschieht, mit den von 
ihnen erzeugten eingliedrigen Gruppen operiert wurde. Aber dies 
betrifft eben nur die Form, nicht die Ergebnisse, denn es tritt in 
allen diesen Theorien die eigentiimliche und fiir die Bedeutung der 
infinitesimalen Transformationen charakteristische Erscheinung zu Tage, 
dass Kriterien, die sich durch Benutzung der infinitesimalen an Stelle 
der von thnen erzeugten endlichen Transformationen als notwendig er- 
geben, andererseits auch wirklich hinreichend sind. Fir eine begriffliche 
Auffassung ist es nicht schwer, von vornherein den Grund dieser 
wichtigen Thatsache zu erkennen. 

In Deutschland hat Professor Lie zum ersten Male im Sommer 
1886 iiber diesen Gegenstand Vorlesungen abgehalten. Daran schloss 
sich ein Cyclus von Vorlesungen, zuniichst eine Hinleitung in die 
eigentliche Gruppentheorie, dann Vorlesungen iiber Differential- 
invarianten, tiber Beriihrungstransformationen und Functionengruppen 
sowie tiber die geometrische Theorie gewisser Beriihrungstransforma- 
tionen. Seither hat sich dieser Cyclus mehrere Male wiederholt. 
Wahrend dieser Zeit erschienen die beiden ersten Binde des grossen 
Werkes: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abschuitt I 
und JI, bearbeitet unter Mitwirkung von F. Engel (Leipzig 1888 und 
1890), das in erster Linie fiir Fachminner berechnet ist und daher 
weniger zur eigentlichen ersten Hinfithrung der Studierenden in die 
Gruppentheorie geeignet erscheint. So entstand das Bediirfnis nach 
einem einleitenden Werke, zumal da die einzelnen Lie’schen Abhand- 
lungen tiber diese Gegenstiinde in verschiedenen Zeitschriften zerstreut 
sind und den Anfangern viele Schwierigkeiten bereiten. Im Gegen- 
satze zu jenem Werke iiber die Theorie der Transformationsgruppen 
wurde also in dem vorliegenden ein ganz besonderes Gewicht auf die 
pidagogische Brauchbarkeit des Buches gelegt, und deshalb wurde fiir 
den Vortrag der neuen Theorien eine etwas breite, vielleicht hie und 
da etwas zu breite Art fiir gut befunden. THinzelne schwierigere, fiir 
das Verstindnis des Folgenden aber nicht nétige, sowie andere weiter- 
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eehende Entwickelungen oder nebensichliche Bemerkungen wurden 
deshalb auch durch kleineren Druck als beim Lesen tiberschlagbar 
gekennzeichnet. Ferner sind tiberschlagbar namentlich auch gewisse 
Abschnitte, welche Anwendungen auf Probleme der i'lachentheorie he- 
treffen und nur fiir solche Leser berechnet sind, die schon die Haupt- 
lehren der Flichentheorie kennen. Wenn irgendwo, so ist es zum 
Studium dieses Buches von besonderem Nutzen, alles Erlernte sogleich 
an Beispielen praktisch zu tiben, und daher sind zahlreiche Ubungs- 
beispiele eingeschaltet worden. Auch hier bleibt es natiirlich dem 
Ermessen des Lesers iiberlassen, zu entscheiden, wieviele dieser Bei- 
spiele er durchzurechnen fiir nétig erachtet. 


Durch diese Vorkehrungen wurde erreicht, dass die Vorkenntnisse, 
die das Studium des Werkes voraussetzt, auf ein geringes Maass zu- 
riickgeftihrt werden konnten. Das Buch ist fiir Studierende etwa im 
vierten Semester berechnet, welche eine griindliche Vorlesung tiber 
Differential- und Integralrechnung gehért haben und demnach auch 
mit dem Begriff des Integrals einer Differentialgleichung schon ein 
wenig bekannt geworden sind. Fiir das leichtere Verstandnis ist es 
niitzlich, aber keineswegs notwendig, dass dem Leser die Anwendung 
einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und Inte- 
gralrechnung einigermaassen geliufig sei. 

Dass das Werk auch Fachmiinnern mancherlei Interessantes dar- 
bietet, lieet schon in seiner eigenartigen Methode. Hoffentlich kann 
diesem Bande recht bald ein zweiter, die eigentliche Gruppentheorie 
betreffender, iibrigens aber wie dieser durchaus selbststindiger Band 
folgen. Vereinigt werden diese Werke das Hindringen in die ab- 
stracte Theorie der Transformationsgruppen recht erheblich erleichtern. 
In dieser Hinsicht leisten schon, wie zu hoffen steht, die vorliegenden 
Vorlesungen recht viel. 

Schliesslich noch einige Worte iiber meinen eigenen Anteil an 
diesem Werke: Ende Juli 1890 forderte mich Herr Professor Lie 
auf, diese Bearbeitung zu tibernehmen. Da ich seit seiner Berufung 
nach Leipzig (1886) bestindig mit den Lie’schen Theorien beschiiftigt 
gewesen und immer in persénlichem Verkehr mit meinem hochver- 
ehrten Lehrer geblieben bin, war es mir méglich, auf Grund eines 
zum Theil recht knappen Entwurfes von Lie’s Hand diese Vor- 
lesungen in seinem Sinne auszuarbeiten. Dabei gereichten vielfache 
miindliche Besprechungen mit ihm der Bearbeitung zum Nutzen. 
Meine Thatigkeit bestand naturgemiiss wesentlich in der selbstiindigen 
Anordnung und ausftihrlichen Darstellung der Entwickelungen sowie 


Vorwort. Vil 


in der Auswahl und Berechnung der Ubungsbeispiele, mit denen zu 
sparen ich nicht fiir gut hielt, da ich aus eigener Erfahrung weiss, 
wie niitzlich gerade in diesen Theorien die Beispiele, und seien sie 
noch so trivial, dem Anfinger sind. Hinige wenige Stellen, an denen 
ich eine neue Bemerkung oder Entwickelung in die Lie’schen Theorien 
dieses Buches einzuschalten, fiir gut fand, sind besonders gekennzeichnet 
worden. 

Ich schliesse das Vorwort mit meinem wirmsten Danke gegen 
meinen hochverehrten Lehrer fiir seine Aufforderung, diese Vorlesungen 
zu bearbeiten, sowie fiir seine mir dabei unermiidlich gewihrten Rat- 
schlige. Méchten diese Vorlesungen zur Verbreitung der Lie’schen 
Theorie der Transformationsgruppen das Ihre beitragen. 


Leipzig, im Juni 1891. 


Georg Scheffers. 
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MIT BEKANNTEN 


INFINITESIMALEN TRANSFORMATIONEN, 


Abteilung 1. 


Die Begriffe: Infinitesimale Transformation und eingliedrige 
Gruppe in der Ebene. 


Die ilteren Untersuchungen itiber gewdhnliche Differentialgtei- 
chungen, wie man sie in den gebriiuchlichen Lehrbiichern findet, bilden 
kein systematisches Ganzes. Man entwickelte specielle Integrations- 
theorien z. B. fiir die homogenen Differentialgleichungen, fiir die linearen 
Differentialgleichungen und andere specielle integrable Formen von 
Differentialgleichungen. Es war aber den Mathematikern entgangen, 
dass diese speciellen Theorien sich unter eine allgemeine Methode 
unterordnen lassen. Das Fundament dieser Methode ist der Begriff 
der infinitesimalen Transformation und der damit auf das engste zu- 
sammenhiingende Begriff der eingledrigen Gruppe. Die gegenwirtige 
erste Abteilung ist einer eingehenden Erliuterung und Untersuchung 
derselben und zwar fiir den Fall der Ebene oder zweier Veriinderlicher 
gewidmet. 


Kapitel 1. 
Beispiele von Gruppen von Punkttransformationen. 


Bevor wir damit beginnen, die Begriffe, auf welche sich unsere 
Behandlung der Differentialgleichungen stiitzen soll, zu definieren, er- 
scheint es uns zweckmissig, dieselben an einigen DGeispielen sehr ein- 
facher Natur zu erliiutern. Wir werden dabei sehr ausfiihrlich zu 


Werke gehen. 


§ 1. Hin- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 


Hin erstes Beispiel ist dies: Wir betrachten die Gesamtheit aller 
‘Punkte der Ebene und denken uns auf dieselben eine Verschiebung 
um eine gewisse Strecke nach einer gewissen Richtung hin, eine 


Lie, Differentialgleichuugen. 1 


2 Kapitel 1, § 1. 


Translation. sogenannte Translation, ausgetibt. Dadurch wird jeder Punkt der Ebene 


in einen anderen tibergeftihrt. Legen wir, um das analytisch darzu- 
stellen, die -Axe des Cartesischen Coordinatensystems in die Richtung 
der Verschiebung und ist a die Strecke, um welche alle Punkte der 
Ebene verschoben werden sollen, so geht der Punkt (a, y) in den Punkt 

t= LA, Y= y 
tiber. Der Strecke a@ kénnen wir natiirlich alle méglichen constanten 
Werte von —oo bis + oo beilegen, und dadurch erhalten wir cot 
verschiedene*) Translationsbewegungen, welche alle nach derselben 
oder nach der gerade entgegengesetzten Richtung hin stattfinden. 

Fiihren wir nun zwei derselben nach einander aus: Die erste 

Translation um die Strecke a ftihrt den Punkt (a, y) tiber in den Punkt 

%—=2+O, Y= Y, 
die darauf foleende zweite Translation um die Strecke a, fiihrt den 
neuen Punkt (z,, y,) weiter bis zur Stelle 

fg = 0, +A, Yo=%) 
die mit den beiden vorigen auf einer Parallelen zur v-Axe liegt. Der 
Ubergang aus der Anfangslage (x, y) in die Endlage (a,, y,) hiitte 
offenbar auch durch eine einzige Translation um die Strecke a+ a, 
geleistet werden kénnen und zwar gleichzeitig fiir alle Punkte der 
Ebene. Auch analytisch geht dies hervor, da aus unseren Gleichungen 
durch Elimination der Zwischenwerte x,, y, folgt: 

To = 2+A+ 4, f= Y- 
Dieses ganz einfache Ergebnis kénnen wir so aussprechen: 
Die Reihenfolge zweier Translationen aus der Schar der Translationen 


m—meta, Ay 
ist (hinsichtlich thres Endergebnisses) dquivalent mit einer emnzigen Trans- 
lation aus derselben Schar. 


Ringliedrige Aus diesem Grunde nennen wir jene Schar insbesondere eine 


Gruppe von 


Trans- Gruppe von Translationen. Sie enthalt einen (willkiirlichen) Parameter a 


lationen, 


und daher oo! verschiedene Translationen. Sie wird deshalb auch eine 
emghedrige Gruppe genannt. 


*) Kine solche Ausdrucksweise benutzen wir hiufig: Wenn ein Gebilde von 
m Parametern (willktirlichen Constanten) abhiingt, von denen keiner tiberzahlig ist, 
so nimmt das Gebilde oo” verschiedene Lagen an, wenn die Parameter variieren. 
So giebt es z. B. auf der Geraden oo’, in der Ebene co?, im Raume oo? Punkte, 
denn die Lage des Punktes hingt von bez. 1, 2, 3 Parametern (Coordinaten) ab. 
Ferner giebt es in der Ebene oo® Kreise, da zur Bestimmung des Kreises drei 
Gréssen (z. B, die beiden Mittelpunktscoordinaten und der Radius) gentigen, u. s. w. 


Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 3 


Bisher haben wir angenommen, die Translationen sollten simtlich 
in derselben Richtung stattfinden. Jetzt wollen wir tiberhaupt alle 
Translationen in der Ebene ins Auge fassen. Wir unterwerfen also 
alle Punkte der Ebene gleichzeitig einer Verschiebung um ein und 
dieselbe Strecke nach ein und derselben Richtung hin. Indem wir 
nicht nur der Grosse, sondern auch der Richtung der Verschiebung 
alle méglichen bestimmten Werte beilegen, ergiebt sich so eine Schar 
von Translationen, welche die oben betrachtete umfasst. Hine be- 
lhiebige dieser Translationen fiihrt den Punkt (w, y) der Ebene iiber 
in den Punkt 


=x“x+ta, y=y+), 


wo a und b zwei beliebige, aber fiir alle Punkte (w, y) der Ebene 
gleichbleibende Werte haben. Auch hier lassen wir einer ersten Trans- 
lation, welche die Punkte (a, y) nach den Stellen (z,, y,) fiihrt, eine zweite 
folgen, welche die neuen Punkte ley) 

(%,, y,) nach den Stellen (a, y) 

geleitet, und es ist augenscheinlich, 

dass wir auch durch eine eimewge (Gy) 
Translation alle Punkte (#, y) in 

die Punkte (a, y,) hiatten tiber- 

fiihren kénnen. Die Lange und 

Richtung dieser, die beiden vorigen 

ersetzenden Translation ergiebt sich 

einfach durch Construction der drit- 

ten Seite der von den beiden vorigen 
Translationen gebildeten Dreiecke der Pe 
Punkte (x,y), (1, ¥1), (#2) Yo) oder 

' — mit Benutzung emer kinematischen Ausdrucksweise — als geo- 
metrische Summe der beiden ersteren. (Fig. 1.) Auch analytisch erhellt 
dies ohne weiteres, da aus den Gleichungenpaaren 


(By) 


Mig 


i=t+a, Yeytd; 
%_=X +a, Y=n+h, 


welche zwei successive Translationen darstellen, durch Hlimimation 
von 2, y, folgt: 


H—=t2+ata, =yto+h, 


= ° 
und diese Gleichungen wieder eine Translation darstellen, in Worten: 
Die Reihenfolge zweier beliebiger Translationen aus der Schar aller 


Translationen der Ebene: 
1" 


2 Kapitel 1, § 1. 


Translation. sogenannte Jvanslation, ausgetibt. Dadurch wird jeder Punkt der Ebene 


in einen anderen tibergeftihrt. Legen wir, um das analytisch darzu- 
stellen, die w-Axe des Cartesischen Coordinatensystems in die Richtung 
der Verschiebung und ist a die Strecke, um welche alle Punkte der 
Ebene verschoben werden sollen, so geht der Punkt (#, y) in den Punkt 
t= EO, Y= Y 

tiber. Der Strecke a kénnen wir natiirlich alle modglichen constanten 
Werte von —oo bis + 00 beilegen, und dadurch erhalten wir oo 
verschiedene*) Translationsbewegungen, welche alle nach derselben 
oder nach der gerade entgegengesetzten Richtung hin stattfinden. 

Fiihren wir nun zwei derselben nach einander aus: Die erste 
Translation um die Strecke a fithrt den Punkt (a, y) tiber in den Punkt 

%—=2+4, = Y;, 
die darauf folgende zweite Translation um die Strecke a, fiihrt den 
neuen Punkt (2,, y,) weiter bis zur Stelle 
2 = 2,+%, Yo=%, 
die mit den beiden vorigen auf einer Parallelen zur x-Axe liegt. Der 
Ubergang aus der Anfangslage (a, y) in die Endlage (a, y,) hitte 
offenbar auch durch eine einzige Translation um die Strecke a+ a, 
geleistet werden kénnen und zwar gleichzeitig fiir alle Punkte der 
Ebene. Auch analytisch geht dies hervor, da aus unseren Gleichungen 
durch Elimination der Zwischenwerte x,, y, folgt: 
f2=X+a4+ 4, Yo=Yy. 

Dieses ganz einfache Ergebnis kénnen wir so aussprechen: 

Die Reihenfolge zeweier Translationen aus der Schar der Translationen 


ig = ate tiene 
ist (hinsichtlich thres Endergebnisses) dquivalent mit einer eanzigen Trans- 
lation aus derselben Schar. 


Hingliedrige Aus diesem Grunde nennen wir jene Schar insbesondere eine 


Gruppe von 


Trans- Gruppe von Translationen. Sie enthalt einen (willktirlichen) Parameter a 


lationen, 


und daher co! verschiedene Translationen. Sie wird deshalb auch eine 
emgliedrige Gruppe genannt. 


*) Kine solche Ausdrucksweise benutzen wir hiiufig: Wenn ein Gebilde von 
m Parametern (willktirlichen Constanten) abhingt, von denen keiner tiberzihlig ist, 
so nimmt das Gebilde oo” verschiedene Lagen an, wenn die Parameter variieren. 
So giebt es z. B. auf der Geraden co’, in der Ebene oo?, im Raume oo* Punkte, 
denn die Lage des Punktes hiingt von bez. 1, 2, 3 Parametern (Coordinaten) ab. 
Ferner giebt es in der Ebene co* Kreise, da zur Bestimmung des Kreises drei 
Gréssen (z, B. die beiden Mittelpunktscoordinaten und der Radius) gentigen, u. s. w. 


Ein- und aweigliedrige Gruppe von Translationen. 3 


Bisher haben wir angenommen, die Translationen sollten simtlich 
in derselben Richtung stattfinden. Jetzt wollen wir tiberhaupt alle 
Translationen in der Ebene ins Auge fassen. Wir unterwerfen also 
alle Punkte der Ebene gleichzeitig einer Verschiebung um ein und 
dieselbe Strecke nach ein und derselben Richtung hin. Indem wir 
nicht nur der Grésse, sondern auch der Richtung der Verschiebung 
alle méglichen bestimmten Werte beilegen, ergiebt sich so eine Schar 
von Translationen, welche die oben betrachtete umfasst. Hine be- 
hebige dieser Translationen fiihrt den Punkt (w, y) der Ebene iiber 
in den Punkt 


M=xext+a, y =y+), 


wo a@ und b zwei beliebige, aber fiir alle Punkte (w, y) der Ebene 
gleichbleibende Werte haben. Auch hier lassen wir einer ersten Trans- 
lation, welche die Punkte («, y) nach den Stellen (~,, y,) fiihrt, eine zweite 
folgen, welche die neuen Punkte ley) 

(2,, y,) nach den Stellen (a, 4.) 

geleitet, und es ist augenscheinlich, 

dass wir auch durch eine emsige (ay 
Translation alle Punkte (#, y) in 

die Punkte (%, y,) hatten iiber- 

fiihren kénnen. Die Lange und 

Richtung dieser, die beiden vorigen 

ersetzenden Translation ergiebt sich 

einfach durch Construction der drit- 

ten Seite der von den beiden vorigen 
Translationen gebildeten Dreiecke der Pe 
Punkte (x, y); (7, 41), (42, Yo) oder 

'— mit Benutzung einer kinematischen Ausdrucksweise — als geo- 
metrische Summe der beiden ersteren. (Fig. 1.) Auch analytisch erhellt 
dies ohne weiteres, da aus den Gleichungenpaaren 


(14) 


Rigmls 


%=a+a, Y=ytO; 
bye H+ a, Ye =Y¥, +, 


welche zwei successive Translationen darstellen, durch HKlimimation 
von 2, y, folgt: 


i =a2t+ata, %=yto+h, 


= ° 
und diese Gleichungen wieder eine Translation darstellen, in Worten: 
Die Reihenfolge zweier beliebiger Translationen aus der Schar aller 


Translationen der bene: 
1* 


Zwei- 
gliedrige 
Gruppe von 
Trans- 
lationen. 


Identische 
Translation, 


Inverse 
Trans- 
lationen. 


Tnfini- 
tesimale 
Translation. 


4 Kapitel 1, § 1. 


%=a2-+a, = yb b 
ist diquivalent mit einer eineigen Translation derselben Schar. 

Deshalb nennen wir auch diese Schar eine Gruppe von Trans- 
lationen. Sie enthilt zwei willktirliche Constanten (Parameter) a und 
b und daher oo? verschiedene Translationen. Aus diesem Grunde wird 
sie als eine zweigliedrige Gruppe bezeichnet. 


Kehren wir nun zu den zuerst betrachteten Translationen parallel 
der #-Axe 
() =e a, Y= y 
zurtick. Unter diesen oot Translationen ist eine besonders bemerkens- 
wert, nimlich die, ftir welche a = 0 ist, d. h. bei der um die Strecke 
Null verschoben wird. Hierbei bleiben alle Punkte in Ruhe, und man 
kénnte eigentlich nicht mehr von einer Translation sprecben. Will 
man dies aber doch thun, so wird man sie die zdentische Translation 
nennen, d. h. die, welche jeden Punkt in sich selbst iiberfiihrt. Alle 
tibrigen Translationen der eingliedrigen Gruppe (1) stellen wirkliche 
Bewegungen dar. Zu beachten ist, dass sich zu jeder Translation 
dieser Gruppe eine andere Translation derselben angeben lisst, welche, 
nach jener ausgefiihrt, die Wirkung derselben gerade aufhebt. Hs 
ist nimlich die Reihenfolge der Translationen um die Strecken a und 
— a einer Translation um die Strecke a — a = 0, also der identischen 
Translation iquivalent. Man nennt deshalb zwei Verschiebungen um 
entgegengesetzt gleiche Strecken zu einander ivers. 

Der Ubergang von einer endlichen Translation, einer solchen also, 
welche die Punkte um eine endliche Strecke a verschiebt, zur iden- 
tischen wird dadurch gewonnen, dass man den Parameter @ gegen Null 
abnehmen liisst. Setzt man ihn gleich einer unendlich kleinen Con- 
stanten Of, so ergiebt sich eine ifinitesimale Translation, d. h. eine 
soleche, welche allen Punkten der Ebene nur eine unendlich kleine 
Bewegung erteilt: 

%—=—x-+0t, y= yY. 
Bei derselben erfahren also die Coordinaten x, y nur unendlich kleine 
Zuwiichse 


dxdt, dy=0, 


d. h. sie ordnet allen Punkten (w, y) gleichlange unendlich kleine 
Fortschreitungsstrecken d¢ in derselben Richtung zu. Fiihrt man diese 
Translation mehrere Male, etwa m-mal, nach einander aus, so geht 
(x, y) tiber in den Punkt 


“=a net, y= y. 


Kin- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 5) 


Denkt man sich die infinitesimale Transformation unendlich oft nach- 
emander ausgefiihrt, lisst man also m unendlich gross werden, so wird 
not eine endliche Strecke @ und es ergiebt sich wieder eine endliche 
Translation 

=O, Y= Y. 


Wenn man auf einen bestimmten Punkt (a, y)) alle Translationen 
unserer eingliedrigen Gruppe 


G=tX+a, yy 
ausftihrt, so erhalt er cot verschiedene Lagen: 

G—=%y +a, Y=Yo) 
deren Gesamtheit die Parallele zur ~-Axe y = y, erfiillt. Diese Gerade, 
den Ort aller Punkte, in welche ein bestimmter Punkt durch Aus- 
fiihrung aller Translationen unserer Gruppe iibergeht, nennen wir die 
Bahneurve dieses Punktes. Da alle Punkte (a, y,) auf dieser Geraden 
offenbar diese auch zur Bahncurve haben, so nennen wir sie Bahn- 
curve schlechtweg oder auch Bahneurve der eingliedrigen Gruppe. Im 
ganzen giebt es co' Bahncurven, bestehend aus allen Parallelen zur 
xw-Axe. Auch die infinitesimale Translation ftihrt den Punkt (a, y) 
auf seiner Bahneurve, wenn auch nur unendlich wenig, weiter und 
deshalb muss die Richtung der Bahneurve im Punkte (a, y)) mit der 
Richtung iibereinstimmen, welche die infinitesimale Translation diesem 
Punkte zuordnet, was auch geometrisch ohne weiteres einleuchtet. 

Betrachten wir eine der Bahncurven als Ganzes, so finden wir, 

dass sie bei Ausfiihrung einer beliebigen Translation 


nota, may 
nur in sich um die Strecke @ verschoben wird, als Ganzes aufgefasst 
also in Ruhe bleibt: Sie ist znvariant bei allen Translationen unserer 
eingliedrigen Gruppe. Es ist sofort klar, dass ausser der Bahneurve 
im Endlichen keine Curve existiert, welche bei der Gruppe ebenfalls 
invariant bliebe, d. h. deren Punkte bei allen Translationen der Gruppe 
wieder in Punkte derselben iibergingen. 
Wohl aber miissen wir die unendlich ferne Gerade als invariant auf- 
fassen, denn jeder wnendlich ferne Punkt bleibt fiir sich bei allen Trans- 
lationen der Gruppe in Ruhe, wenn man sich auf den Standpunkt der pro- 


jectiven Geometrie stellt, wonach ein unendlich ferner Punkt durch die 
Richtung einer Schar von Parallelgeraden charakterisiert wird. 


Stellen wir uns das analytische Problem, alle Functionen (a, y) 
zu finden, welche bei jeder Translation 


Bahn- 
curven, 


Invariante 
Curve. 


Invariante 
Function. 


Rotation. 


6 Kapitel 1, §§ 1, 2. 


m%=a2pa, W—y 
unserer Gruppe invariant bleiben, fiir welche also identisch 
R(x, Y:) =Q(«¢ +4, y) = (x, y) 

ist, was fiir einen Wert auch a haben mag, so brauchen wir, wie wir 
sehen werden, nur a unendlich klein zu wihlen, also nur die infini- 
tesimale Translation 7, = «+ Ot, y,=y auszufiihren, um die gesuchte 
Function zu bestimmen. Denn es kommt nach dem Taylor’schen Satze 
durch Entwickelung nach a: 


02 (a, EGE GB. 
20,4) +2 Cee eee! = 2e a), 


oder, wenn wir beiderseits 2(x, y) streichen, und von Gliedern zweiter 
Ordnung in a absehen: 


CQ (x, 

BA) 
8 ist also eine Function von y allein. Umgekehrt erfiillt, wie man 
sieht, jede beliebige Function 8 von y allein die obige Forderung bei 
beliebigem endlichen a. Jede Function 8 (y) ist demnach eine In- 
variante unserer Gruppe. Sie dndert sich nicht, wenn man anstelle 
von a, y die durch eine beliebige Translation der Gruppe bestimmten 
neuen Veranderlichen z,, y, einsetzt. Wenn man eine beliebige bei 
der Gruppe invariante Function einer Constanten gleich setzt: 2(y) 
= Const., so stellt sie eine oder mehrere Bahneurven y = Const. der 
eingliedrigen Gruppe dar. Dies ist eine bemerkenswerte Thatsache, 
deren inneren Grund wir spiter erkennen werden. 


§ 2. Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen 
Punkt in der Ebene. 


Wir haben eine Reihe von neuen Begriffen bei Betrachtung der 
Translationen kennen gelernt. Diese werden wir spiter in grésserer 
Allgemeinheit definieren und erlautern. Jetzt wollen wir ein zweites 
Beispiel vorfiihren, in welchem alle jene Begriffe, wenn auch in an- 
derer Gestalt, wiederkehren. 

Wir unterwerfen alle Punkte der Ebene gleichzeitig ein und der- 
selben Rotation um einen festen Punkt, den wir zum Coordinatenanfang 
O wahlen und mit dem Drehwinkel a, gemessen im Sinne der Drehung 
von der positiven w-Axe zur positiven y-Axe. Dadurch geht jeder 
Punkt (w, y) im einen neuen (a,, y,) tiber. Dem fiir alle Punkte der 
Kbene gleichen Drehwinkel @ kénnen wir einen beliebigen Wert bei- 
legen. Daher giebt es oot Rotationen um den festen Punkt O. Um 
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die Gleichungen einer derselben aufzustellen, d. h. 7,, y, durch a, y 
und « auszudriicken, bemerken wir, dass sich « als Differenz der 
Winkel darstellt, welche die Radienvectoren der Punkte («, y) und 


Ya 
xy 


(a,, y;) mit der v-Axe bilden und deren Tangenten a und sind 


(Fig. 2). Demnach ist 


LEM elge 
Jie ee ae % 2 BY, — HY 
COS & tees LH, + yy, 
By ae 
woraus durch Auflésung: 
“,  «cosa—ysina 
Y¥, &sna+tycosa 


x, und y, unterscheiden sich also von den rechts stehenden Ausdriicken 
nur um denselben Factor. Dieser kann, da x,? + y,? als Quadrat des 
Radiusvectors gleich x? + y? sein muss, 
nur + 1 sein; offenbar ist + 1 au 
wahlen (denn fiir « = 0 miisste 7, = 2, 
y, =y sein). Folglich sind 

t,=xXcosa—ysina, 

Yy, =x sin a + y cos « 
die Gleichungen unserer Rotation. 

Fiihren wir nun nach einander zwei 

Rotationen um den Punkt O aus: Die 
- erste mit *dem Drehwinkel a fiihrt alle 
Punkte (2, y) in die neuen Lagen (,, y,), die zweite mit dem Dreh- 
winkel a, fiihrt diese Punkte (#,, y,) noch weiter in die Lagen (a, y,) 
iiber. Es ist geometrisch evident, dass wir auch durch eine einzige 
Rotation, nimlich durch die mit dem Drehwinkel « + a,, alle Punkte 
der Ebene aus den Anfangslagen (x, y) in die Endlagen (a,, y,) hatten 
tiberfiihren kénnen. Auch analytisch ergiebt sich dies: die erste Ro- 
tation wird durch die Gleichungen: 


WT, 


L,=xcosa—ysina, y, —=xsna-+ ycosa, 
die zweite durch die Gleichungen: 
Le = %, COSA, — Y, SIN G,, Yo =X, sin a, + y, cos a, 


dargestellt. Hliminiert man vermdge der beiden ersten g,, y, aus den 
beiden letzten, so kommt 


Yo == (4 cos &@ — y Sin a) cos a, — (w sin a + y cos @) sin a, 


= x (cos & cos a, — sin @ sin a,) — y (sin a cos aw, + cos @ sin a), 
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Yo = (4 COS @ — y sin @) sin o&, + (w sin @ + Y COS @) Cos a, 
= «(cos w sin &, + sin @ cos a,) + y (cos @ cos a, — sin @ sin @,), 


also 
%, = x cos (a + a,) — y sin (a + @), 
Yo = « sin (a + o,) + y cos (w + 04), 
und diese Gleichungen stellen eben die Rotation mit dem Drehwinkel 
a+ a, dar. In Worten: 
Die Rethenfolge zweier Rotationen wm einen festen Punkt ast dqu- 
valent einer einzigen Rotation wm diesen Punkt. 
Hin guedrige Daher sagen wir, dass die Schar jener Rotationen eine Gruppe 
Rotationen. bildet und zwar, da sie einen Parameter a, also co! verschiedene Ro- 
tationen enthilt, eine eingliedrige Gruppe. 


Unter allen co! Rotationen dieser Gruppe ist eime besonders aus- 
Tdentische gezeichnet, niimlich die dentische, welche alle Punkte in Ruhe lasst. 
Ihr Drehwinkel ist Null. Ferner lisst sich zu jeder Rotation der 
Gruppe eine zweite aus der Gruppe angeben, die nach jener ausgefiihrt 
die Wirkung derselben gerade aufhebt. Ist niimlich « der Drehwinkel 
einer Rotation, und fiihrt man nach ihr die Rotation mit dem Dreh- 
winkel — a aus, so ist diese Reihenfolge einer eimzigen Rotation mit 
dem Winkel «a —a—0O, d.i. der identischen Rotation fquivalent. 


I 4 ; : : 
Rotationen, Die Rotationen (w) und (— @) heissen daher zu einander invers. 

Inf Wollen wir zu einer infinitesrmalen Rotation gelangen, so haben 
tesimale A ; x Ca: 
Rotation. wir den Drehwinkel unendlich 


klem, « = 0¢, zu wihlen. Da 
bis auf unendlich kleine Gréssen 
hdherer Ordnung sin d¢ = dt, 
cos d¢ = 1 ist, so lautet diese 
infinitesimale Rotation: 


=a —yot, y=y+ x0t,~ 
d. h. w und y erhalten bei ihr die 
unendlich klemen Incremente 
Fig. 3. Ox =—ydt, dy= xb. 
Jedem Punkte (#, y) wird hiernach eine unendlich kleine Fortschrei- 
tungsstrecke Yow + dy = Va? + y®- dt, also proportional seem 
Radiusvector, in einer gewissen Richtung zugeordnet, deren Winkel 


mit der x-Axe die Tangente - =— e hat. Diese Richtung steht 


auf dem Radiusvector senkrecht (Fig. 3): 
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Auf einen beliebigen Punkt (x,y) mégen nun alle Rotationen 
unserer eingliedrigen Gruppe ausgefiihrt werden. Der geometrische 
Ort der Lagen, in die er gelangt, ist offenbar ein Kreis um O, was 
auch auf analytischem Wege hervorgeht, da diese Lagen (x, y) durch 
die Gleichungen 

L=X,cosa—yY sing, y= sna+ y cosa 
gegeben werden und hiernach fiir alle a 

a? y® = x," + y,” (= Const.) 

ist. Demnach nennen wir diesen Kreis die Bahncurve des Punktes panneurve. 
(%),Y%). Hs ist einleuchtend, dass wir ftir jeden anderen Punkt dieses 
Kreises genau dieselbe Bahneurve gefunden hatten. Im ganzen giebt 
es also co! solche Curven, bestehend aus allen Kreisen um den Mittel- 
punkt O. Wir nennen sie die Bahncurven der eingliedrigen Gruppe. 
Weil unter den Rotationen der Gruppe auch die infinitesimale ent- 
halten ist und diese den Punkten (a, y)) unendlich kleine Bewegungen 
erteilt, so ist begrifflich klar, dass die Richtung der Bahncurve, welche 
durch den Punkt (a, y)) geht, in diesem mit der Richtung zusammen- 
fallt, welche die infinitesimale Rotation dem Punkte zuordnet. Letztere 
Richtung steht, wie bemerkt, auf dem Radiusvector senkrecht; die 
Bahneurve kénnte somit auch durch einen Punkt erzeugt werden, der 
sich bestiindig senkrecht zu seinem Radiusvector bewegt. Dies ist hier 
auch geometrisch klar. 

Die Bahnecurve als Ganzes aufgefasst bleibt bei jeder Rotation 
der eingliedrigen Gruppe in Ruhe, da jeder ihrer Punkte bei einer 
beliebigen Rotation der Gruppe wieder in einen Punkt auf ihr tiber- 
geht, der Kreis sich also nur in sich verschiebt. Hs erhellt dies eben- 
sowohl aus dem Begriff der Bahncurve wie aus der geometrischen An- 
schauung. Jede der oo’ Bahncurven ist also bei der eingliedrigen 
Gruppe invariant. Umgekehrt muss eine jede Curve, die bei der Gruppe Invariants 
invariant bleibt, natiirlich alle Punkte enthalten, in welche ein be- 
liebiger Punkt der Curve bei allen Rotationen der Gruppe tibergeht, 
d. h. eine Bahneurve sein. Nur ein Ausnahmefall ist besonders zu 
untersuchen. Es wire ja moglich, dass eine invariante Curve aus 
lauter Punkten bestinde, die sich bei den Rotationen der Gruppe 
tiberhaupt nicht bewegen, sondern einzeln in Ruhe bleiben. Aber man 
sieht ohne weiteres, dass bei unseren Rotationen im Endlichen nur 
ein Punkt, nimlich O, in Ruhe bleibt, also keine derartige Curve 
existiert. 


Liisst man auch imaginiire Punkte zu, so bleiben auch die beiden 
Geraden 7 + iy =O und w — iy = O invariant bei allen Rotationen der 
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Gruppe. Sie sind niimlich die Geraden, in welche der imaginire Kreis 
a? + y? = 0, der ja zu den Bahncurven « + y? = Const. gehort, zerfallt. 
Auf diesen Geraden bleiben ausser ihrem Schnittpunkt O noch die unendlich 
fernen Punkte, die sogenannten imaginiiren Kreispunkte, in Ruhe. Die 
unendlich ferne Gerade ist als unendlich grosser Kreis um O, also auch 
als Bahneurve aufzufassen. 


Wie bei dem friiheren Beispiel suchen wir auch hier alle Func- 
tionen 2(a,y), die bei den Rotationen der eingliedrigen Gruppe un- 
geindert bleiben, d. h. fiir die identisch 

2(x,, y,) = Q(a# cosa — y sina, x sina + y cos a) = 2(a, y) 
ist fiir alle Werte von a Auch hier brauchen wir die Forderung nur 
fiir unendlich kleines a, fir die infinitesimale Rotation zu erfiillen, 
wie wir sehen werden. F[iir diese sind in der Reihenentwickelung der 
linken Seite nach q@ alle héheren Potenzen von @ zu vernachlissigen. 
Es bleibt also nur das absolute Glied und das Glied mit «' eder, da 
a == Ot gesetzt wird, mit d¢ tibrig. Die Gleichung 

Qe —ydt, y + vdt) = Q(w,y) 
nimmt also die Form an: 
O2(x, 4 0 2(x, y) 
Q(a,y) — AEP yor Sew adt— Q(x, 9) 


oder 


yp OY) ng, ORME Y) _ 

Ox oy 

Hiernach muss, wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen 
entnehmen, S82 eine Function von 2? + y? allein sein: 


2 = w(a? + y?). 


7e] ; C s 2 Beer «Sale 
Nun zeigt sich, dass diese Function @ von a? + y® ganz beliebig ge- 
wahlt werden darf; denn es ist ja 


mt ty? = a8 + 99 


0 (x4? + y,”) = (a? + y’) 
fiir yede Rotation w. Jede beliebige Function von a? + y? allein ist 
also invariant bei allen Rotationen der eingliedrigen Gruppe. Setut 
Invariante man eine solche Invariante gleich einer Constanten, so stellt sie eine 


Function. 


oder eine Anzahl von Bahncurven 2? +- y? = Const. dar. 


und daher immer: 


Khe wir dies Beispiel verlassen, noch eine Bemerkung: Man 
kann die Rotation 


%—=xeosa—ysina, y, =xsine + y cosa 
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noch auf sehr einfache Weise durch Benutzung der Polarcoordinaten 
r, p und 7,, gy, der Punkte (x, y) und (a, y,) ausdriicken. Offenbar 
ist bei der Rotation der Radiusvector constant, also r, = 7, wahrend 
die Amplitude g um « wiichst. Demnach sind 
eal ef 

die Gleichungen der Rotation in Polarcoordinaten. Wird nach dieser 
Rotation eine zweite mit dem Drehwinkel «, ausgeftihrt, so geht der 
neue Punkt (7,, g,) tiber in einen Punkt mit den Polarcoordinaten 


=P +%, 2=N, 
sodass durch Elimination von 7, und gq, hervorgeht: 


P.=PHe+y, ~Y=r 

Bei dieser analytischen Darstellung tritt die Thatsache, dass die 
Reihenfolge zweier Rotationen um O einer einzigen iquivalent ist, 
viel unmittelbarer vor Augen, als friiher bei Benutzung rechtwinkliger 
Coordinaten. Auch haben wir schon die drei letzten Gleichungen- 
paare, nur mit anderen Buchstaben, friiher kennen gelernt. Genau 
so, wie hier m und r bei der Rotation mit dem Drehwinkel a trans- 
formiert werden, wurden friiher die rechtwinkligen Coordinaten 2, y 
bei einer Translation lings der w-Axe um die Strecke « transformiert, 
wie die Zusammenstellung der beiden Gleichungenpaare deutlich zeigt: 

Gi =P 4-0, =; 

=X +O, A= y. 
(Vgl. § 1.) Die Méglichkeit der Hinfiihrung neuer Coordinaten, durch 
welche unsere eingliedrige Gruppe von Rotationen die Form der ein- 
gliedrigen Gruppe aller Translationen nach derselben Richtung hin 


j i” Ster 7 7 1 . 1 7 +7, Canonische 
annimmt, wird spiter in viel allgemeinerer Weise in Augenschein ‘yronye™ 
1 | M we .s liche und 

treten. Die neuen Coordinaten 7, m, welche diese Zuriickfiihrung 307° 5% 
ermoglichen, nennen wir canonische Verdnderliche und die Form aeaens 
, Gruppe der 

Pi, =| + O,, 7, ——= 7 Rotationen. 


die canonische Iorm der eingliedrigen Gruppe der Rotationen. 


§ 3. Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen. 


Ein drittes Beispiel, zu dem wir jetzt tibergehen, bietet in zwei 
Punkten wesentliche Verschiedenheiten von den friiheren. Hinmal soll 
die jetzige Lageniinderung aller Punkte der Ebene nicht eine derartige 
sein, bei welcher die ganze Ebene als starr, aber beweglich aufgefasst 
werden kann — wie dies bei den Translationen und Rotationen der 
Fall war —, andererseits werden wir eine neve Art invarianter Curven 
erhalten. 
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Betrachten wir also die Gleichungen 
Li == ML, Y= Y. 


Dieselben transformieren alle Punkte (a, y) der Ebene in neue Punkte 
(a,,¥;), Idem alle Abscissen in proportionaler Weise verkleimert oder 
vergréssert werden. Diese Gleichungen stellen etwa die Zusammen- 
driickung oder Auseinanderziehung einer homogenen elastischen Platte 
nach einer Richtung, der w-Axe hin dar. Mit Mobius nennen wir sie 

Affne'l’ans-eine affine Transformation. Da der Parameter m zwar constant, aber 
beliebig ist, so liegen oo! affine Transformationen vor. Fihren wir 
zwei derselben nacheinander aus, verkleinern (resp. vergréssern) wir 
also die Abscissen aller Punkte zuerst im Massstab m, hierauf weiterhin 
im Massstab m,, so ist das Ergebnis offenbar dasselbe, als ob wir 
alle Abscissen sofort im Massstab m.- m, verkleinert (resp. vergrossert) 
hatten. Dies ist auch analytisch einleuchtend, indem aus den Glei- 
chungen der beiden successiven affinen Transformationen 


Li Os Yaa iY 

fg Ry Ys 
durch Elimination von 2, und y, folet: 

hg —— WN” Yo 9; 


d. h. die affine Transformation mit dem Parameterwert mm,. In 
Worten: 
Die Rethenfolge zweier affiner Transformationen aus der Schar: 
Cs Wipe LL aI ae 


Ningliedrigezst einer eimzigen affinen Transformation derselben Schar cquivalent. 


Gruppe von 


ninen Deshalb sagen wir, dass auch diese affinen Transformationen eine 
mationen. Gruppe bilden und zwar wieder, da sie einen Parameter m, also oo! 


verschiedene Transformationen enthilt, eine eingliedrige Gruppe. 


Identische, Setzt man den Parameter m= 1, so ergiebt sich die ¢dentische 


inverse, 


insintioat: Transformation. Zwei affine Transformationen mit den Parametern m 
male 1Yrans- 
formation. il : : . ° : : 7 

und ~~ sind zu einander avers, indem sie nach einander ausgeftihrt 


sich aufheben, also ihre Reihenfolge der identischen Transformation 
iquivalent ist. Infinitesimal wird die affine Transformation, wenn der 
Parameter m unendlich wenig von dem Wert abweicht, den er bei der 
identischen Transformation hat, d. h. wenn m=1-+ d¢ ist, wo dt 
wieder eine unendlich kleine Constante bedeutet. Die Gleichungen der 
infinitesimalen affinen Transformation sind daher 


t= a4 + x0t, w= Y) 
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und « und y erfahren die Incremente 

On=x0t, dy = 0. 
Die Fortschreitungsstrecken xdt, welche die infinitesimale affine Trans- 
formation den Punkten zuordnet, sind somit siimtlich der w-Axe parallel 
und den Abscissen proportional. 


Fiihren wir auf einen Punkt (x, y) alle Transformationen der 
eingliedrigen Gruppe aus, so ergiebt sich als sein Ort, seine Bahn- Banncurve. 
curve, natiirlich eine Parallele y = y, zur w-Axe, was auch aus den 
Gleichungen 

; Do gy, Y= Yo 
gefolgert werden kann. Fiir alle Punkte auf dieser Geraden ergiebt 
sich dieselbe Bahneurve. Die eingliedrige Gruppe der affinen Trans- 
formationen besitzt folglich oot Bahneurven, bestehend aus allen 
Parallelen zur x-Axe. Die Bahncurven kénnen wie in den friiheren 
Beispielen véllig dadurch definiert werden, dass in jedem ihrer Punkte 
ihre Richtung zusammenfallt mit der Fortschreitungsrichtung, welche 
die infinitesimale affine Transformation dem betreffenden Punkte zu- 
ordnet. Man beschreibt eine Bahneurve, wenn man continuierlich der 
von der infinitesimalen Transformation gegebenen Richtung nachgeht. 

Als Ganzes aufgefasst bleibt jede Bahncurve bei allen Transfor- 
mationen der Gruppe invariant, da ihre Punkte sich zwar bewegen, Iyaviante 
aber doch immer auf ihr bleiben. Aber ausser den Bahncurven giebt 
es noch mindestens eine im Endlichen gelegene Curve, die ber allen Trans- 
formationen der Gruppe invariant bleibt, ndmlich die y-Axe x =0. In 
der That: Ist « = 0, so ist auch x, = max =O. Diese Curve hat die 
Higentiimlichkeit, dass sie nicht nur als Ganzes aufgefasst in Ruhe 
bleibt, sondern wberhaupt jeder threr Punkte bei allen Transformationen 
der Gruppe unbeweglich ist. Will man alle im Endlichen gelegenen 
invarianten Curven finden, so leuchtet wie friiher ein, dass, sobald ein 
Punkt einer solechen Curve sich bei emer Transformation der Gruppe 
bewegt, er eine Bahncurve parallel der w-Axe beschreibt, die gesuchte 
Curve daher diese Bahncurve sein muss. Wenn also eine invariante 
Curve keine Bahncurve ist, so geht dies nur so an, dass alle Punkte 
der Curve einzeln in Ruhe bleiben bei allen Transformationen der 
Gruppe. Da diese Punkte auch bei der infinitesimalen Transformation 
unbeweglich sein miissen, so mtissen ihre oben berechneten Incremente 
dx, Oy gleich Null sein. Dies aber giebt 20, also die y-Axe. 
Alle Punkte derselben bleiben, wie wir friiher sahen, nicht nur bei 
der infinitesimalen, sondern auch bei jeder endlichen Transformation 
der Gruppe einzeln invariant. 
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Zieht man.auch das Unendlichferne in den Kreis der Betrachtung, so 
wird man auch die unendlich ferne Gerade, die als eine Bahneurve auf- 
zufassen ist, zu den invarianten Curven z2ihlen. Ebenso wird der unendlich 
ferne Punkt der x-Axe als invariant aufzufassep sein. 


Nun wollen wir wie bei den friiheren Beispielen die bei unserer 
eingliedrigen Gruppe invarianten Functionen Q(2, y) anfsuchen. Soll 
Tavariante Q(z, y) eine Invariante der Gruppe sein, so muss fiir jedes m identisch 


Functien. 
Q(x, ¥,) = Q(ma, y) = Q(z, y) 


sein. @ soll sich also nicht fndern, wenn darin statt x eine beliebige 
Zahl mx gesetzt wird, d.h. Q@ enthalt x tiberhaupt nicht. Anderer- 
seits erhellt, dass jede beliebige Function von y allein unsere Forderung 
erfiillt. Wenn man nur das verlangt, dass die Function Q(2, y) bei 
der infinitesimalen affinen Transformation invariant bleibe, so kommt 
man, wie wir sehen werden, zu demselben Ergebnis. Es muss nim- 
lich dann 
Qe + xdt, y) =: Q(@, y) 


oder ausgerechnet 


BQ 
Q(z, y) + FE cot= QQ, »), 
ot aes = 0 oder Q(x, y) frei von & sein. 
Canonische Schhesslich kénnen wir auch die vorliegende eingliedrige Gruppe 


Form der 


[eeenes. Yon. affinen Transformationen auf eine canonische Form bringen, d. h. 
Tuppe der 


affuen neue Veriinderliche x, ) anstelle yon 2, y einfiihren, sodass die Glei- 


Transfor- 


mationen. Chungen der Gruppe in die Gieohenans der Gruppe der Translationen 


= E01 9 
(vgl. § 1) tibergehen. Allerdings ist dies hier nicht so geometrisch 
evident, wie bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen. Es geniige 
hier die Bemerkung, dass 
t=logz, y= 
see solche neue canonische Verdnderliche sind, a dass wir uns iiber die 
liche. allgemeinste Bestimmung solcher Variabeln hier weiter auslassen, die 
wir vielmehr auf spiiter verschieben. In der That ist, wenn y,, 0, 
entsprechend die Gréssen sind: 


t, =lgaz, 3» =%, 
wegen 
x, ss MB, uy; = u 
auch 


t, = log x, = log mx = log x + logm =x + log m, 
ap ¥ — 9. 


Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes. ey 


Wenn also der Parameter log m etwa noch mit a bezeichnet wird, so 
liegt die gewiinschte canonische Form vor: 


t%=rt+a, ), = Y. 


' § 4. Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes. 


Die drei bisherigen Beispiele waren der Ebene entnommen. We- 
niger ausfiihrlich wollen wir nun noch als letztes Beispiel eines aus 
dem Raume heranziehen. 
Denken wir uns einen starren Koérper und fiihren wir ihn durch 
Verschieben und Drehung aus seiner urspriinglichen Lage A in eine 
neue Lage A, iiber. Alsdann werde er aus dieser neuen Lage A, in 
eine dritte, A,, gebracht. Diese zwei aufeinanderfoleenden Bewegungen 
hatten wir auch durch eine einzige ersetzen kénnen, welche direct den 
Kérper aus der Lage A nach A, fiihrt. Die Reihenfolge zweier Be- 
wegungen eines starren Korpers ist also dquivalent einer einzigen Be- 
wegung desselben. Lassen wir den starren Korper aus dem ganzen 
Raume bestehen, so nehmen alle Punkte des Raumes an den Trans- 
formationen teil und zwar so, dass alle Abstiinde zwischen Punkten 
wihrend der Ueberfiihrungen ungedndert bleiben, also nirgends die 
Punkte enger zusammen oder weiter auseinander riicken. Eine solche 
Lageninderung aller Punkte des Raumes nennt man eine Hukladische faeiidisehe 
Bewegung oder kurz Bewegung (wihrend tiberhaupt eine Lagenanderung, 
bei der eventuell Zusammen- oder Auseinanderriicken von Punkten 
statt hat, allgemein als Zransformation der Punkte des Raumes zu 
bezeichnen ware, sodass der Begriff der Transformation den Begriff 
der Bewegung umfasst). Unser obiges Ergebnis betreffs der Reihen-Szuppe der 
folge zweier Bewegungen sprechen wir so aus: des Raumes. 
Alle (Euklidischen) Bewegungen des Raumes bilden eine Gruppe. 


Um auch analytisch zu verificieren, dass die Reihenfolge zweier. 
Bewegungen einer einzigen iiquivalent ist, muss man daran denken, 
dass die Formeln fiir die Bewegung der Punkte (a, y, z), durch die sie 
in die neuen Lagen (#,, y,, 2,) tibergehen, sich véllig mit den Formeln 
decken, welche fiir die Transformation rechtwinkliger Coordinaten- 
systeme im Raume gelten. Die neue Lage (#,, y,,2,) jedes Punktes 
(a, y, 2) bei einer Bewegung wird also gegeben durch Gleichungen 
von der Form: 

y, = b,0 + by + b,2 + dy, 
= 60+ OY +62 +, 
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wo die Constanten @,, @,, @33 0,, be, bs; Cj, Cy, Cs die Coefficienten 
einer orthogonalen Substitution sind, d. h. als Richtungscosinus dreier 
zu einander senkrechter Geraden aufgefasst werden kénnen, sodass be- 
kanntlich 


a,” bb? 4 6? = a? +b,” 6,” = a,” ++ 0,” 4 6,7 1, 

0, Ay + D,Dy Cy Cy == Ay + Dgbs + C365 = Ag, + 030, + 6,6, = 9 
und die Determinante 2 -+ a,b,c, = -+ 1 ist. Indem wir die a, a, 
A), ds U. 8. w. beliebig, aber diesen Bedingungen entsprechend wahlen, 
erhalten wir die Transformationsgleichungen einer beliebigen Bewegung 
des Raumes. Wollen wir nach der obigen Bewegung eine zweite 
ausfiihren, welche die Punkte (#,, y,, 2,) weiter nach den Stellen 


(%o, Yo, 2) bringt, so haben wir den a, b,c neue Werte a, b, € zu 
geben, doch so, dass auch jetzt 
Fe Dy Ao 
Gade. == 1G ne, 
@, Gg 0,0, += 6 6,== 0) Wiseew., 
2 + 4,b,6, = +1 
ist, und zu setzen: 
Ly = 1X, 1b AyY, + Ase, + A, 
= ba, + boy, + 52, + bo, 
2 = OX, + OY, + 6:2, + %. 
Um die der Reihenfolge beider Bewegungen iquivalente zu finden, 
eliminieren wir Z,, ¥,, 2, und erhalten dadurch «,, y,, 2 ausgedriickt 
als lineare Functionen von wz, y, 2 in der Form: 
ty = At -+ Ary + Az + Ap, 
Y, = Bya+ Boy + Biz + By, 
& = Ce + O,y + Ce +O, 
wo die A, B, C sich als Functionen der a, b,c und @, b, é darstellen, die 
3 a : \ 
sich leicht angeben lassen. Nun mag man sich durch Ausrechnung 
davon tiberzeugen, dass auch die A, B, C Coefficienten einer ortho- 
gonalen Substitution sind, d. h. dass sie die Bedingungen 
2 2 2 
Ay +B? iC == 1,10. Siw 
A, A, + B,B, + 0,0, = 0, u. s. w., 
eats Ay B,C, == oak 
erfiillen, sobald die a, b, ¢ und @, b, ¢ den friiher aufgestellten Rela- 


tionen gentigen. Daraus geht denn analytisch hervor, dass die Reihen- 
folge zweier Bewegungen des Raumes in der That einer einzigen 


we 


xX 


Kinige Bemerkungen iiber gewéhnliche Differentialgleichungen. Ie 


Bewegung derselben iiquivalent ist, und deshalb sagen wir, dass alle 
Bewegungen des Raumes eine Gruppe bilden. Sie enthalt zuniichst 12 
Parameter a, 6, c, aber zwischen diesen bestehen Relationen, sodass  gechs- 
nur sechs derselben willktirlich sind. Es giebt demnach oof Bewegungen aeives de 


ruppe der 


des Raumes und wir nennen die Gruppe derselben sechsgliedrig. ia 


Weiter wollen wir uns jetzt nicht mit dieser Gruppe beschiftigen. 
Dem Studierenden empfehlen wir aber, in der Art, wie die obigen 
drei eingliedrigen Gruppen in § 1, 2, 3 behandelt wurden, auch die 
folgenden geometrisch anschaulich und analytisch zu discutieren. 
1. Beispiel: Weitere 
= a0, Y, = ay. Beispiele. 
(Sogenanunte perspective Transformationen.) 
2. Beispiel: 
H == aL, =. 


In beiden Fallen erhaélt man, wenn man den Parameter a variieren 
lisst, cot Transformationen der Punkte (a, y) der Ebene in neue Punkte 
(%,, y,) derselben. Man zeige, dass die Reihenfolge zweier solcher 
einer einzigen aus derselben Schar dquivalent ist, d.h. dass jede der 
beiden Scharen eine Gruppe bildet und zwar, da jede einen Parameter 
a enthalt, eine eingjiedrige. Man bestimme ihre identische, die zu einer 
beliebigen imverse und die imfinitesimale Transformation. Im_ ersten 
Fall fiihre man als neue Variabeln die Gréssen 


r=lg Ve +y, y=arctg®, 
im andern Fall die Gréssen 
Y=an-y 
ein (und natiirlich entsprechend y,, ), ausgedriickt in 2,, y,). Dadurch 


nehmen die Gruppen eine sehr einfache Form an, nimlich ihre sogen. 
canonische Form. Auch bestimme man die Bahncurven u. s. w. 


§ 5. Einige Bemerkungen tiber gewohnliche Differentialgleichungen. 


Der Zweck dieser Vorlesung ist der, der Natur des Gegenstandes 
angemessene Methoden zur Integration der Differentialgleichungen zu 
entwickeln. Hs wird manchem Leser deshalb erwtinscht sein, schon 
jetzt wenigstens andeutungsweise davon unterrichtet zu werden, in- 
wiefern das Studium der Gruppen von Transformationen (yon denen 
wir oben allerdings nur erst einige specielle Beispiele kennen gelernt 
haben) dabei von Nutzen ist. Diesem Wunsche werden wir in einer 


Note zum Schlusse dieses Paragraphen nachkommen. Doch wollen 
Lie, Differentialgleichungen. 2 
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wir vorher an einige einfache Begriffe aus der Theorie der Differential- 
gleichungen erinnern, die in der Folge hiufig gebraucht werden. 


ae Bekanntlich hat eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung 


ferential- gwigchen zwei Variabeln x,y die allgemeine Form 
gleichung 


1, Ordnung. X(a, y) dy ea Y(2, y) dix 220 
oder 
xy —Y=0, 
wenn = mit y’ bezeichnet wird. X und Y sind gegebene Functionen 
von 2,y. Diese Differentialgleichung ordnet jedem Punkie (#, y) der 
Ebene eine Richtung zu. Die Tangente des Winkels dieser Richtung 


mit der Abscissenaxe ist y’ = ee Diese Richtung kann und wird auch 


im allgemeinen von Punkt zu Punkt eine andere sein. Geht man von 
einem Punkte aus in der zugeordneten Richtung bis zum unendlich 
benachbarten, dann in der diesem zugeordneten Richtung zum benach- 
barten u.s. w., so beschreibt man eine Integralcwrve. Solcher Integral- 
curven giebt es oot und sie lassen sich alle darstellen durch eine 
Gleichung von der Form 

(x, y) = Const. 


Wie bekannt, heisst dann w(x, y) Integral der Differentialgleichung. 
An Stelle desselben kann man iibngens auch jede Function von a, 
wie (a(x, y)), als Integral benutzen. 
Aus der Gleichung 

a(x, y) = Const. 
der Integraleurven folet durch Differentiation wieder 
oo dw + 5° dy =0. 
Da aber andererseits 

Xdy — Ydx =0 
ist, so muss 


> Oo > 0 
Say ape 


sein, d. h. die Function @ ist eine Lésung der homogenen linearen 
pee partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen der abhingigen 
tielle Dit. Variabeln f und den beiden unabhiingigen x, y: 
iOrdaung. Cee 
x oy 
Ist umgekehrt f= (x,y) eine beliehige Lésung dieser Differential- 
gleichung, ist also 
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ftir alle Werte von a und y, so erfiillt auch jede Function 2(«(a,y)) 
die Gleichung, und w(w, y) = Const. stellt dann oo! Curven dar, deren 
Tangentialrichtungen sich aus 


bestimmen, sodass die beiden letzten Gleichungen durch Elimination 
vou = und “a als gewohnliche Differentialgleichung dieser Curven 
geben: 
. Xdy — Ydx = 0. 
Zwischen den beiden Differentialgleichungen: 
Xdy — Ydx =0 
oder 


und 


Go ey oa 


besteht also ein inniger Zusammenhang, sie stellen im Grunde ge- 
nommen dasselbe Problem dar. Deshalb werden wir auch spiater 
hiufig mit den beiden Formen nach Bequemlichkeit wechseln. 


Wir haben schon in der Hinleitung gesagt, dass die in den gebriiuch- Zusammen- 
lichen iilteren Lehrbiichern vorkommenden Integrationsmethoden sich im enon der 
allgemeinen auf Differentialgleichungen bezichen, welche bei einer bekannten jiieorle der 
Schar von Transformationen invariant bleiben. Indem wir uns vorbehalten, gleichungen 
auf die Bedeutung dieser Behauptung spiiter niher einzugehen, wollen wir Gp cr 
schon jetzt an einigen mdglichst einfachen Beispielen den Zusammenhang *heorie. 
zwischen der Theorie der Differentialgleichungen und der Gruppentheorie 
andeuten. 


Zuniichst wollen wir die von « freie Differentialgleichung 
= 1y) 

betrachten. Bekanntlich ist ihre Integration durch eine blosse Quadratur 
zi leisten. Geometrisch ordnet diese Differentialgleichung allen Punkten 
lings einer Geraden y = Const. dieselbe Richtung zu; ihre Integraleurven 
kénnen daher aus einer einzigen Integralcurve durch Verschiebung der- 
selben lings der w-Axe abgeleitet werden. Diese Verschiebungen aber 
werden durch die eingliedrige Gruppe von ‘T'ranslationen 

w%=He+a Wy 
dargestellt. Fihrt man daher auf alle oo’ Integralcurven nach und nach 
alle Translationen 7, = 2+ a, y, =y aus, so erhilt man jedesmal die 
ursprtingliche Schar von Integralcurven wieder. 


O* 


a 
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Andererseits ist bekanntlich auch die homogene Differentialgleichung 


dy __ eS 
eaooit a] 


leicht zu integrieren. Diese Gleichung ordnet allen Punkten desselben 
Strahles = Const. vom Anfangspunkte aus dieselbe Richtung zu. Die 


Integralcurven lassen sich deshalb, wie wir spiter genauer ausfiihren werden, 
aug einer einzigen durch shnliche Vergrésserung oder Verkleinerung der- 
selben vom Anfangspunkt aus ableiten. Diese ahnlichen Vergrésserungen 
oder Verkleinerungen aber werden durch die eingliedrige Gruppe: 


Hy —— ax, yy, = ay 


dargestellt. Auch hier werden daher die co’ Integralcurven von jeder 
Transformation der angegebenen Gruppe in einander iibergefiihrt. 
Man weiss ferner die Differentialgleichungen von der Form: 


ay —y = f(x? + y?) 


a+ yy 
zu integrieren. Hine solche Gleichung kann auch geschrieben werden: 
reid 
ab 2 2 
Pagumscrn cmt rm) 
Lage 


Danach ordnet sie den Punkten lings eines Kreises um den Anfangspunkt 
Richtungen zu, welche mit diesem Kreise simtlich denselben Winkel bilden, 
denn die linke Seite der letzten Gleichung stellt die Cotangente dieses 
Winkels dar. Hin solcher Kreis wird also von allen Integraleurven unter 
demselben Winkel geschnitten; die Integraleurven gehen daher aus einer 
bestimmten dadurch hervor, dass man sie um den Anfangspunkt rotieren 
lisst. Diese Rotationen aber bilden eine eingliedrige Gruppe: - 


t,=2cosa—ysine, ¥, =xsine + y cosa, 
Ferner kann man die Differentialgleichungen von der Form 
, 
y = f(@ + ky) 


integrieren, Hine solche ordnet allen Punkten einer Geraden «-+-ky= Const. 
gleiche Fortschreitungsrichtungen zu. Die Integraleurven lassen sich also 
aus einer einzigen durch Verschiebung derselben lings der Parallelgeraden 
x + ky = Const. ableiten. Diese Translationen aber bilden eine ein- 
gliedrige Gruppe 

v=a2—ka, y =y+a. 


Diese Beispiele, denen sich noch eine sehr grosse Anzahl anderer an 
die Seite stellen lessen, zeigen, wie man gerade bei solchen Differential- 
gleichungen, deren Integration geleistet werden kann, eine Gruppe von 
Transformationen anzugeben vermag, welche die Punkte einer beliebigen 
Integralcurve in die einer anderen Integralcurve tiberfiihren. Man wird es 
danach plausibel finden, dass die Kenntnis einer solchen Gruppe von Trans- 
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formationen gestattet, das Integrationsgeschiift zu vereinfachen und vor 
allem auch methodisch zu gestalten. ' 
Diese wenigen Bemerkungen migen geniigen, um den Zusammenhang 
zwischen Differentialgleichungen und Transformationsgruppen anzudeuten, 
Spiter werden wir natiirlich auf alle diese Dinge ausftihrlich zuriickkommen. 


Kapitel 2. 
Eingliedrige Gruppe in der Ebene. 


Der Leser wird aus den im vorigen Kapitel vorgefiihrten Bei- 
spielen schon einiges Verstindnis ftir das, was wir eine Gruppe und 
insbesondere eine eingliedrige Gruppe nennen, geschépft haben. Ge- 
stiitzt darauf wollen wir in diesem Kapitel den Begriff und die Theorie 
der eingliedrigen Gruppen in allgemeiner Weise entwickeln. 


§ 1. Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe 
von Transformationen in zwei Veranderlichen. 


Zunichst haben wir zu erkliren, was unter einer Transformation 


zu verstehen ist: 
Eine Transformation der Punkte der Ebene ist eine Operation, ee 
ormation 


welche jeden Punkt der Ebene wieder in emen Punkt derselben iiberfiihrt. ser Punkte 
Der Weg, auf dem diese Uberftihrung statt hat, ist dabei unwesentlich, ek. 
nur die Anfangs- und Endlagen der Punkte sind fiir die Transformation 
bestimmend. Diese Transformation findet ihren analytischen Ausdruck 

in zwei Gleichungen von der Form 

dy = (2, Y), M1 = (a, y). 

Hierin soll (z, y) den urspriinglichen, (#,, y,) den transformierten Punkt 
bezeichnen. Insbesondere werden wir noch voraussetzen, dass die 
Transformation nicht etwa alle Punkte der Ebene nur in die einer 

Curve oder gar nur in eine discrete Anzahl von Punkten itiberfiihre. 
Vielmehr soll im allgemeinen jeder Punkt (x,, y,) der Ebene als durch 

die Transformation aus einem Punkt (a, y) derselben entstanden auf - 

gefasst werden kinnen. Analytisch findet dies seinen Ausdruck in der 
Annahme, dass die Gleichungen der Transformation im allgemeinen, 

d. h. sobald nicht 7,, y, gewisse specielle Werte haben, auch nach « 

und y auflésbar seien. Jeder Punkt der Hbene wird alsdann im all- 
gemeinen sowohl als urspriinglicher wie als transformierter Punkt 


aufgefasst werden konnen. 
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Wenn nun die Gleichungen einer Transformation eine Constante a 
enthalten: 
(1) L, = P(2%,Y,4), 4 = VE, ¥, a) 
und dieser Constanten alle Werte von — oo bis + oo beigelegt werden, 
so ergiebt sich eine Schar von oo! Transformationen. Diese Schar 
von Transformationen wird im allgemeinen nicht die Higentiimlichkeit 
haben, dass die Reihenfolge zweier derselben einer einzigen Trans- 
formation der Schar Aquivalent ist. 

Z. B. stellen die Gleichungen 


EE lowe se A ANS 
eine Schar von co! Transformationen, die sich geometrisch leicht con- 
struieren lassen, dar, welche jene Higentiimlichkeit nicht besitzen. 
Fiihrt man namlich nach der Transformation 
CO Aisa 8 ASS a Si a 
eine zweite aus derselben Schar aus: 
Uy ra Yo Ui 
so ist ihre Reihenfolge zwar offenbar einer einzigen Transformation 
Aquivalent (die durch Elimination von «, und y, berechnet wird): 
| y= 0, — ATE, Y= Y, 
aber diese gehért nicht der Schar von oo! Transformationen 
%, == Const.— 7%, Y= Y 
an. 
Hs ist also ein besonderes Vorkommnis, wenn aus der Schar der 
oo! Transformationen (1) jedesmal die Rethenfolge zweier durch eime 
emzige Transformation aus derselben Schar ersetet werden kann. In 
Binglicdrigediesem Falle nennen wir die Schar eine Gruppe, und zwar, da sie 


G on . es . x . 
“Trans- e27nen Parameter a@ und demgemiiss oo! Transformationen enthilt, eine 


toe ene” oingliedrige Gruppe. 
Das analytische Kriterium fiir eine solche eingliedrige Gruppe (1) 


ergiebt sich so: Wir fiihren nach der Transformation mit Parameter a: 
EG ears P(%, Y, a), ia ya, Y; a), 
welche die Punkte (a, y) der Ebene in die neuen Lagen (,, y,) bringt, 
die Transformation mit Parameter a, aus: 
Uy = (1, Yi, %), Yo = U(X, Y1, %); ; 
welche die Punkte (#,,4,) nach den Stellen (a, y,) versetzt. Die 


Transformation, welche direct die Punkte (x,y) nach diesen Stellen 
(%., Yo) fiihrt, erhalten wir durch Elimination der Zwischenwerte Ly 
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Le = (9(, Y; a), pa, Y, a), a4), Y= (y (4, Y, 4), p (a, Y, a), a); 
v, und y, driicken sich hiernach durch z, y, a und a, aus. Diese 
Transformation nun soll wieder eine Transformation aus der Schar 
(1) sein, d. h. sie muss sich in der Form schreiben lassen: 


aa pz, Y, 4), %= $a, Y; 4), 
worin der Parameter 4 eine gewisse Function von a und a, allein ist: 
A = X(a, a). 
Es miissen also identisch fiir alle Werte von z, y, a, a, zwei Glei- 
chungen yon der Form 


P(x, Y, 2), (a, Y, 2), 41) = P(% y, 4 (a, a) 
W(p (x,y, a), YH, Y, 2), %) = ¥(4, y, A (a, a)) 
bestehen. 


Wir wollen den Begriff der eingliedrigen Gruppe noch etwas ein- 
schranken: Hs soll sich zu jeder Transformation der Gruppe mit be- 
liebigem Parameter a eine andere Transformation derselben — etwa 
mit Parameter @ — zuordnen lassen, sodass die zweite nach der ersten 
ausgefiihrt die Wirkung derselben gerade aufhebt, d. h. aus den beiden 
Gleichungenpaaren 


14> Q(x, Y; a), Yi FR p(a, Y; a), 
Ly = P(Ly, Y1, 4), Yo = W(H, Y1,%), 
durch Elimination von 7, und y, folgt: 


(2) Le = 2, Yo = Y. 


Mit anderen Worten: Wir setzen voraus, dass die Gruppe 2u jeder Inverse 


Trans- 


Transformation auch die inverse enthalte. Liegen die Gleichungen der formationen. 


Gruppe vor, so findet man zur Transformation 
la pa, Y,%), W=VWGY, a) 
offenbar die inverse, wenn man %,, y, als die urspriinglichen, a, y als 
die transformierten Verinderlichen betrachtet. Indem man nach a, y 
auflést, ergeben sich mithin die Gleichungen der inversen ‘l'ransfor- 
mation in der gewohnten, nach den neuen Verinderlichen wz, y auf- 
gelosten Form. 
So z. B. ist zur Translation 
=k, YW =y 
die Translation invers, die sich durch Auflésung nach w, y ergiebt: 


b= hy, — a, Y= hh 
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oder, wenn man die urspriinglichen Veranderlichen wie sonst mit 2, y, 
die neuen mit 2,, y, bezeichnet, diese: 


€,=E—A, Y= yy. 


Da die Reihenfolge zweier Transformationen der Gruppe wieder 

der Gruppe angehdrt, so gilt dies auch von der Reihenfolge zweier 
Identische Zu einander inverser Transformationen, d. h. von der identischen Trans- 
fosation. formation (2). Somit folgt aus den gemachten Voraussetzungen, dass 
es einen constanten Wert a, des Parameters a geben muss, fiir welchen 

die Gleichungen (1) der Gruppe sich auf 2, =a, y, = y reducieren, 


sodass also 
(3) p (a, Y, dj =a, v(a, yf, Cy) == Y 
ist fiir alle Werte von # und y. 


Satz 1: Sind die Transformationen emer einghedrigen Gruppe in 
zwet Verdnderlichen paarweis zu eimander invers, so enthdlt sie auch die 
identische Transformation. 

Es wird nicht itiberfliissig sein, besonders hervorzuheben, dass, 
wenn die Transformation mit Parameter @ zu der mit Parameter a 
invers ist, dann auch umgekehrt letztere die inverse zur ersteren ist. 
Denn die Transformation (a) fiihrt etwa den Punkt p nach p,, die 
Transformation (@) fiihrt p, nach p zurtick. Nimmt man also p, als 
urspriinglichen Punkt und fiihrt zuerst die Transformation (@) aus, so 
geht er nach p. Die darauf folgende Transformation (a) bringt ihn 
wieder nach p, zuriick, sodass diese Neihenfolge beider den Punkt p, 
in Ruhe lasst. 


§ 2. Der allgemeine Gruppenbegriff. 


Im vorigen Paragraphen wurden nur die eingliedrigen Gruppen de- 
finiert. Wir wollen nun auch die allgemeine, 7-gliedrige Gruppe kurz 
erléutern, bemerken jedoch, dass wir von diesem Begriffe in den vorliegen- 
den Vorlesungen keinen Gebrauch machen werden. Wir dehnen tiberdies 
in diesem Paragraphen unsere Betrachtung gleich auf den Raum aus. 

Denken wir uns drei Gleichungen vorgelegt: 


La aoe X(a, Y> %, Ay, Ag," * Mr); AS Y¥ (a, Yy % yy Ags * Gtr), 
Sta Z(x, Ys & Ay, Ag,*° Gr), 


yon denen wir annehmen, dass sie auch nach x, y, 2 auflisbar seien, so 

stellen sie, wenn die Gréssen a, a, -- a, bestimmten Zahlen gleich ge- 

Trans- sSetzt werden, eine Transformation der Punkte des Rawmes dar, indem sie 
fe ti . . . ‘; 

formation jeden Punkt (#, y, #) desselben in einen neuen Punkt (#,, yj, 2%) tiber- 

des Raumes-fiihren. Von den Parametern a,--- a, setzen wir voraus, dass sie siimtlich 


als wesentlich in yobigen Gleichungen vorkommen, also nicht etwa einige 
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als tiberziihlig entfernt werden kénnen. Wenn wir a, --- a von — oo 
bis -+ co variieren, so stellen unsere Gleichungen eine Schar von oo” 
Transformationen dar. Nach einer Transformation mit bestimmt gewthlten 
Parametern a, --- a,, welche die Punkte (#,y,z2) nach den Stellen (a,, y,, 2) 
geleitet, wollen wir eine zweite ausfiihren, bei der die Parameter die Werte 
@,---a, haben. Diese wird die Punkte (a, y, 2) weiter in die Lagen 
(%2, Yo» %) bringen und es ist: 


ty = X(H,, MN» 4, ay a Gr), 
V (ay, Yy> @1, % *** Gr), 


pl Z (ay, Yi, 2%, A --> Gr). 


= 


Um nun direct von den urspriinglichen Punkten (x, Y, 2) zu den neuen 
(2, Yq» %2) dureh eine Transformation zu gelangen, mtissen wir die Zwischen- 
stellen x,, ¥,, @, vermége der drei ersten Gleichungen aus den drei letzten 
eliminieren; dadurch gehen Formeln hervor, welche x, ya, 2 durch «, y, 2, 
@y *** Gr, A, ++: G ausdriticken. Nun wiire es denkbar, dass diese Gleichungen 
sich wieder so schreiben liessen wie die der beiden nach einander ausgefiihrten 
Transformationen, also in der Form: 


, = X(w,y, #4, +++ dr), 
as Y(a, 4,2, Ay e Ie); 


Ss 
| 


Pg == Z (8, Y, 22 Ay-- Ar) 


wo dann 4,,4,--:-A, gewisse Functionen der friitheren Parameter a, -: - d,, 
a, --: a, bedeuten sollen, die aber frei von x, y, 2 sind. In diesem Falle 
ist also die Reihenfolge der beiden Transformationen unserer Schar mit den 
Parametern a,,--:d, und @,,---+@, einer einzigen Transformation eben- 
derselben Schar mit den Parametern A,,--- 4A, aquivalent, und zwar gilt 


dies, wie auch die Constanten a,:--d,, @,:°:a, gewahlt sein mdgen. 
Wir sagen alsdann, dass jene Schar eine Gruppe von Transformationen dar- fess 
stellt und zwar, da sie r Parameter enthilt, eine r-gliedrige Gruppe. Transfor- 


In § 4 des 1. Kapitels haben wir ein Beispiel hierzu gegeben, die aos Raumes. 


Gruppe aller Bewegungen des Raumes. Sie war 6-gliedrig. Aber auch 
die in §§ 1 bis 3 jenes Kapitels betrachteten Gruppen 


% =o a, =; 
toe a, Yi YT Ds 
L,=xcosa—ysina, y, =xsine + y cos a; 
Dee iy ey 
kénnen als Beispiele von Gruppen des Raumes (2, y, 2) gelten, man hat 
nur jedesmal zu den beiden Gleichungen noch als dritte 


oy == 2 
hinzufiigen. 

Wir fahren nunmehr fort in der Betrachtung der eingliedrigen Gruppen 
in zwei Verinderlichen. 
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§ 3. Existenz einer infinitesimalen Transformation in der ein- 
gliedrigen Gruppe. 


Wir erkannten in § 1, dass die vorliegende eingliedrige Gruppe*) 


(1) wy = (2, Y; a), 4. = ¥(2, y, a), 
von der vorausgesetzt wurde, dass sich ihre Transformationen einander 
paarweis als invers zuordnen lassen, die identische Transformation 
ty =x, y, = y enthialt, 
5 aeineeee, Daraus lisst sich nun weiter folgern, dass sie auch eine imfinite- 
formation. simale Transformation, eine Transformation also, bei welcher alle 
Punkte (v, y) in unendlich benachbarte Punkte tibergehen, enthalt. 
Es sei nimlich a, der Wert des Parameters, fiir welchen die Glei- 


chungen (1) die identische Transformation darstellen, d. h. fiir welchen 
(3) D(H; Y, Uy) = 2, VY, %) =y 

ist. Geben wir dann dem Parameter a den von a, unendlich wenig 
abweichenden Wert a, + da, so wird die Transformation der Gruppe 


a, = 92, Y, Uy ++ da), iss (a, Y, A + 0a) 
nur unendlich wenig von der identischen Transformation abweichen, 
also infinitesimal sein. Es kommt ja nach dem Taylor’schen Satze: 


Be ,4)) Oa 07 p(&, Y, a) da? 
By, = P(X, Y, A) + 4 : 1 st Od,” : oe 


OW(a, Y, Uy) OG 07 (@, Y, A) da? 
1 v(m ayay + maa af aa seas 


oder wegen (3): 


O—(&, Y, A) Oa 


Y 0p (2, Y, M) da* 
a map ent ae 4 MOG YO) Ie 
0 


Ody? i a0! yoLe 
0 SUES 07 h(a, Y, 4) da? 
Y¥=y+ ie : set nee eee 


x, und y, unterscheiden sich also nur um unendlich kleine Gréssen 
von « und y. Hs ware denkbar, dass die Coefficienten der niedrigsten 
Potenzen von da in diesen Reihenentwickelungen fiir alle Werte von 
x und y verschwiinden. Auf jeden Fall aber wird in den Reihen eine 
niedrigste Potenz von da, etwa Oa”, wirklich auftreten. Als unendlich 
kleine Grosse benutzen wir dann nicht mehr da, sondern bequemer 
da’ = dt und erhalten, wenn &(x, y) und (a, y) die Coefficienten von 
da” in den beiden Reihen sind, die Formeln: 

*) Hier moge ein fiir allemal betont werden, dass wir bei Betrachtungen, 
in denen allgemeine Functionen auftreten, immer die Voraussetzung machen, 
dass die betreffenden Functionen sich fiir die in Betracht kommenden Wertsysteme 
regular verhalten und sich also nach dem Taylor’schen Satze in Potenzreihen 
entwickeln lassen. 
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(4) aa i@,ydtt---, yy t+uwyot+---, 

welche eine infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe 
darstellen und in denen die nicht hingeschriebenen Glieder von hdherer 
Ordnung unendlich klein sind als d¢ Freilich erkennt man durch 
dieses Raisonnement nicht, ob die Reihenentwickelungen (4) nach 
ganzen oder gebrochenen Potenzen von d¢ fortschreiten. Dagegen 
giebt die weiter unten zu besprechende Methode sicher Reihenent- 
wickelungen nach ganzen Potenzen des Parameters. § und 7 enthalten 
allerdings auch noch a), aber a, ist kein beliebiger Parameter, sondern 
eine bestimmte Zahl und braucht darum in § und 7 nicht besonders 
angefiihrt zu werden. 


Wendet man diese Methode etwa auf die eingliedrige Gruppe 


a, =aca—yVi—a@, y,=yataeVi—@ 
an, so findet man, dass sie nicht durchfiihrbar ist. Dies liegt darin, dass die 
Grésse ¥1 — a? sich nach der Substitution a = 1 + d¢ nicht nach ganzen 
Potenzen von dt entwickeln lisst. Die folgende Methode dagegen liefert eine 
infinitesimale Transformation, da bei ihr Va — a’ nicht in der Umgebung 
der Stelle a1, sondern einer beliebig annehmbaren Stelle in eine 
Potenzreihe entwickelt wird. 


Andere Ab- 


Man kann auf einem weitlaufigeren Wege, der aber tiefer in die fiers 0. 
infinitesi- 


Sache hineinfiihrt, zu einer infinitesimalen Transformation der ein- yoryest 
gliedrigen Gruppe gelangen, nimlich so: Wir geben dem Parameter a formation. 
einen beliebigen, aber bestimmten Wert ¢. Die zugehérige Transfor- 

mation — wir bezeichnen sie kurz mit («) — fithrt die Punkte p der 

Ebene in neue Lagen p, tiber. Hs giebt dann nach Voraussetzung 

eine zu dieser inverse Transformation in der Gruppe. Ihr Parameter 

sel €, er ist ele gewisse Function 

von «. Diese Transformation (é) fiihrt 

alle Punkte p, wieder in die Lagen p 
zurtick. Kine Transformation nun, deren 
Parameter unendlich wenig von € ab- poy 
weicht, also etwa €-+ de ist, wird p, 

nicht genau nach p, sondern nach einer ”/*~¥7 
‘ » unendlich benachbarten Stelle p’ 
fiihren. (Siehe Fig. 4.) Die Reihen- 

folge der Transformationen (¢) und 

(e+ de) wird p nach p, und dann 

nach p bringen und ist einer einzigen der Gruppe angehérenden 
Transformation Aquivalent, welche die Punkte p der Hbene in ihnen 


PG) Ps 


Fig. 4. 
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unendlich benachbarte Punkte p’ tiberfiihrt, d. h. einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe. 


oak Wir wollen dies hier rein begrifflich dargestellte Verfahren jetzt 
fihrung die-analytisch verfolgen. Die erste Transformation (¢) wird dargestellt 
Ser neuen 
Ableitung. durch: 
(5) j 1% = 9(%,%2), Y= ¥(%zY, &); 


die Transformation (¢-+ d¢), welche nach dieser ausgefiihrt werden 
soll, durch 

a= 9 (2; YEO), Y= VA%y,%, e+ Oe). 
Elimination von z, und y, aus (5) und den beiden letzten Gleichungen 
giebt daher die gesuchte Transformation, welche die Punkte p in die 
Punkte p’ iiberfiihrt: 
w= p(p(%, ¥, €), V@Y%,2), E+ 92), Y=V(HRY%e), YY, 6), E+ 0). 


Entwickeln wir diese Werte nach Potenzen von ds, so kommt 


P as 0 X,Y, &), W(X, y, §), =F) 6 
(6) Load Y, €), VY, £), —) + a a Set eS ae, 
Ha 


’ ae a = ew (ez, ¥, §), w(x, uv; 8); é) de 
Y= V(O@,Y% 2), ¥@%), 9) + Dz ee Fars 
Diese Gleichungen der gesuchten Transformation lassen sich noch 
vereinfachen, wodurch man dann erkennt, dass sie wirklich eiue infi- 
nitesimale Transformation darstellen. Hs sind ja nach Voraussetzung 
die Transformationen (¢) und (¢) zu einander invers, d. h. wenn man 
nach der Transformation 
os Gr p(2, Y) é), Wy = VO, Y, ) 

die Transformation 

ce aces p (2, Yi) é), Yo = U(@, M1, é) 
ausfiihrt, muss man die identische Transformation 2, = 2, yy = y 
erhalten. Es geht aber durch Elimination von x, und y, hieraus die 
Transformation hervor: 


L >= p(y (a, Y; é), wv (a, Y; é), ), = u(p(2, Y; é), W (2, Y, €), é). 


Ks ist also eine blosse Folge unserer Voraussetzung, (¢) und (@) 
selen inverse Transformationen, dass 


P(P(%, % £), ¥@,Y, €), Jr, VP, 2), ¥@y%, 2), D=y 
ist. Die Gleichungen (6) der Transformation der Punkte p in die 
Punkte p’ lauten deshalb auch so: 


Che & Cp (9 (a, Y, &), w (a, y, é), é) ds 
afm 2 + : BB 


(7) 


i 


eS 


ae Ow(—@, ¥, £), W(@, ¥,€), FE) de ae 
ors 1 
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und in dieser Form stellen sie offenbar eine infinitesimale Transfor- 
mation dar, da hier w und y’ nur unendlich wenig von # und y ab- 
weichen. 

Jetzt erkennt man durch eine kleine Ueberlegung sehr leicht, 
dass die ersten in dé linearen Glieder nicht verschwinden. Denn be- 
zeichnet man g(a, y, €) und (zs, y, €) wie in (5) wieder mit x, und y,, 
so haben diese linearen Glieder in (7) die Coefficienten 

CPG, 1s #) OP, ry ®) | 

0% , dé 
Hierin kénnen nun 4, y, und ~ als unabhingige Verinderliche auf- 
gefasst werden. Wire 
LOM ths €). = 0 ae ns *) = 0 

dé ‘ 0% 
so wiirden o(%,,¥,,€) und #(a,,4,,é) frei von € sein, d. h. allgemein 
waren die Gleichungen der Gruppe 2, = 9(%, y, a), ¥, = V(&, y, a) 
frei von a. Sie wiirden also gegen die Voraussetzung gar keinen 
Parameter enthalten. 

In (7) sind die Coefficienten von dé, die also nicht verschwinden, 
Functionen von z, y, ¢ und & Zu einer Transformation («) gehort 
aber eine ganz bestimmte inverse (€). Ks ist daher @ eine gewisse 
Function von ¢, und jene Coefficienten hingen also nur von #, y 
und ¢ ab. Wir bezeichnen sie mit &(x, y, €) und (x, y, €) und er- 
halten dann die infinitesimale Transformation 


(8) w=—a2+&@yelde+---, Y=ytn@,y, ede+--:, 


die sicher unserer eingliedrigen Gruppe angehort und noch eine will- 
kiirliche Constante ¢ enthilt. 


Fassen wir in (8) « als eine bestimmte Grésse, dé dagegen als 
eine verinderliche unendlich kleine Grosse auf, so sind die rechten 
Seiten unendliche Potenzreihen nach de. Bei dieser Auffassung geben 
uns die Gleichungen (8) eine zur identischen Transformation unendlich 
benachbarte Transformation tinserer Gruppe. 

Nun aber kann man die Constante ¢ noch beliebig waihlen und 
man kann also auf verschiedenen Wegen zu einer solchen infinitesi- 
malen Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gelangen. 
Spater werden wir sehen, dass alle infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe, die man so bestimmen kann oder vielleicht durch noch 
andere Methoden zu finden verméchte, in den unendlich kleinen 
Gliedern erster Ordnung bis auf einen constanten Factor tiberein- 
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stimmen mtissen. Vorerst aber sind wir nur zu diesem Ergebnis 
gelangt: 

Satz 2: Hine eingliedrige Gruppe der Ebene, deren Transformationen 
sich paarweis als invers ecinander zuordnen lassen, besitat sicher ewme 
infinitesimale Transformation. 


Beispiel. Beispiel: Wir wollen die obige zweite Methode auf die Ableitung 
einer infinitesimalen Transformation der in § 2 des 1. Kapitels be- 
trachteten eingliedrigen Gruppe aller Rotationen um den Anfangspunkt 

L,—=xcosa—ysnad, y,—xsina+ y cosa 

anwenden. Hier ist die Rotation mit dem Drehwinkel — « zur Ro- 
tation mit dem Drehwinkel « invers, also der oben mit € bezeichnete 
Parameter gleich —<«. Die Rotation (¢) hat die Gleichungen: 
(O3) 2,==xcosé—Ysinée, Y, = # sin & + ¥Y COS é. 
Die Rotation (—e-+ de) dagegen, welche die Punkte (w,, y,) in 
Punkte (w’, y’) zuriickfiihrt, die den Punkten (wx, y) unendlich benach- 
bart sind, hat die Gleichungen: 

x = x, cos(— e + de) — y, sin(— e+ dé), 

y = a, sin(— e+ de) + y, cos(—e + de). 
Eliminiert man hieraus 2, und y, vermége (5), so kommt: 

x = (x cos € — y sin €) cos (— e + de) — 
— (w sin e + y cos €) sin(— e+ de) = 

= x(cos ¢ cos(— ¢ + de) — sin € sin(— e + Jde)) — 

— y(sin ¢ cos (— ¢ + 0¢) + cos é sin(— ¢ + de)) = 
=2xcosd0e—ysnde=x — yoe+-- 


und ganz ahnlich: : 
y=asinds+ycosde=y+taude+---. 

Die gesuchte infinitesimale Transformation ist also: . 

ROE ay a—=x“—yde+---, y=ytade+--.. 

Dies ist die in § 2, Kap. 1, gefundene. Man hatte sich diese ganze 

Rechnung ersparen kénnen, da das Ergebnis aus der geometrischen 

Anschauung sofort hervorgeht. Hs lag uns aber daran, unsere Methode 

an einem concreten Beispiel zur Erlauterung wirklich durchzufihren. 


§ 4. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer 
infinitesimalen Transformation. 


Zunichst werden wir uns jetzt etwas niher mit dem Begriff einer 
Bopritpemor ls ee. Rate ‘ = 
infnites:. (nfinitesimalen Transformation selbst beschiftigen und zeigen, wie man 


malenTrans- : 


formation, Von einer solchen wieder zu einer eingliedrigen Gruppe gelangen 
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kann. Wir wollen also jetzt ganz davon absehen, dass die infinitesi- 
male Transformation etwa die einer eingliedrigen Gruppe sei, wir 
wollen sie vielmehr direct ohne Benutzung des Gruppenbegriffs defi- 
meren durch zwei Gleichungen von der Form: 


(9) v= ax + E(a, ory, y=y + n(4, Peta 

wo & und y zwei irgendwie gegebene Functionen von 4, y sein sollen 
und d¢ eine unendlich kleine Grésse bedeute. Wir denken uns die 
weggelassenen Glieder als convergente Potenzreihen nach dt, die mit 
Gliedern zweiter Ordnung beginnen. 

Diese Transformation (9) ist eine infinitesimale, denn sie fiihrt 
alle Punkte (a, y) in ihnen unendlich benachbarte Punkte (w’, y’) tiber, 
deren Coordinaten, wenn wir von unendlich kleinen Gréssen zweiter 
Ordnung absehen, um die infinitesimalen Strecken 


(10) Ov=£0t, Oy = n0t 
grésser als die urspriinglichen sind. Jedem Punkte (#, y) wird somit 


eine unendlich kleine Fortschreitungsstrecke von der Linge Fortschirer- 
tungsstrecke 


Vox? + oy oe V2+4 Of u. -richtung. 
zugeordnet und zwar den verschiedenen Punkten im allgemeinen solche 
von verschiedener Lange und verschiedener Richtung. 


Man erhialt ein anschauliches und fruchtbares Bild von der infini- Kimemati 
tesimalen Transformation (9), wenn man von unendlich kleinen Gréssen Aesesro8 
zweiter Ordnung absieht und sich vorstellt, dass alle Punkte («, y) 
der Ebene in Bewegung versetzt werden und im Zeitelement dt eben 
jene unendlich kleinen Strecken //& + 4? 0¢ beschreiben, deren Pro- 
jectionen auf die Axen die Lingen €d¢ und ydt haben. Dies anschau- 
liche Bild legt es uns nahe, die betreffende unendlich kleine Orts- 
veranderung fortwahrend nach einander, unendlich oft auszufiihren. 

Im ersten Zeitelement d¢ gelangt der Punkt (wz, y) aus seiner Anfangs- 


lage in die neue Lage (a’, y’), im niichsten Zeitelement d¢ durchliuft 


Der urspriingliche Punkt (x,y) kommt durch diese fortwihrende Aus- 

fiihrung der infinitesimalen Transformation nacheinander in lauter 

neue Lagen, die eine stetige Reihe bilden, also eine Curve darstellen. 
Wir denken uns also, praciser gesagt, alle Punkte der Ebene in 

Bewegungen begriffen, welche dadurch definiert sind, dass fiir jeden 

Punkt (a, y) die Geschwindigkeitscomponenten die Werte 

ee = §(%,,%1), au = 1(%,%) 


haben, die nur vom Orte (a, y), nicht aber von der Zeit abhiingen. 


Stationire 
Bewegung. 


SY) 
bo 
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Die ganze Ortsverinderung der Punkte der Ebene ist, da sie sich 
von Moment zu Moment wiederholen soll, eine sogenannte stationdre 
Bewegung und kann verglichen werden mit der Strémung der Massen- 
teilchen einer compressibeln Fliissigkeit, bei welcher das gerade an 
der Stelle (w, y) befindliche Teilchen im nachsten Zeitelement dt den 
unendlich kleinen Weg Vi -+ 7? dt durchliuft, wodurch seine Coordi- 
naten um dv = &dt und dy = ydt zunehmen. Die Zeit ¢ wollen wir 
von einem bestimmten Zeitpunkte {=O an messen und voraussetzen, 
ein gewisses Massenteilchen befinde sich zur Zeit ¢ == 0 an der Stelle 
(z, y). Dann wird es durch die stationire Bewegung zur Zeit ¢ an 
einer andern Stelle (x,, y,) sich befinden. Es ist dies die Stelle, in 
welche der Punkt (x, y) tibergeht, wenn auf ihn fortwahrend die in- 
finitesimale Transformation (9) ausgetibt wird, und dies gilt ftir alle 
Punkte (#, y) der Ebene. Die neuen Coordinaten z,, y, sind Func- 
tionen der urspriinglichen 7, y und der Grésse ¢t Wenn ¢ um dt 
wichst, so wachsen %, und y, um 

da, = E(a,, y,)dt, dy, = 4(%, y)dt. 
Mithin bestimmen sich x, und y, als Functionen von ¢ aus den beiden 
simultanen Differentialgleichungen 
dx, dy, 
Cy Ei, %) n(%, Us) ; 
mit der Anfangsbedingung: Fiir ¢=—0O soll a4,—24, y, =y sein. 
Durch Integration dieses Systems ergeben sich fiir v, und y, gewisse 


Werte: 
(12) ON ead D(x, Y; t), Tie B (a, Y; t), 
die sich fiir ¢ =O auf w und y reducieren. 


Diese unsere kinematische Betrachtungsweise zeigt nun leicht, 
dass die Integralgleichungen 


= D(x, Y; t), Ue P(e, Y; t) 


di 


eine emgliedrige Gruppe mit dem Parameter ¢ bestimmen. Denn wenn 
unsere stationire Bewegung im Laufe der Zeit ¢, die Punkte (a, y) 
nach den Stellen (#,, y,) und danach im, Laufe der Zeit ¢, diese 
neuen Punkte (#,, y,) nach den Stellen (w,, y,) fiihrt, so leuchtet ein, 
dass unsere stationire Bewegung im Laufe der Zeit ¢, + 4, die ur- 
spriinglichen Punkte (a, y) in die Lagen (a, y,) tiberfiihrt, analytisch 
ausgedrtickt: Die Reihenfolge zweier Transformationen (¢,) und (é) 
aus der Schar der co* Transformationen (12) ist Aquivalent einer 
einzigen Transformation (¢, + ¢,) dieser Schar. Die Schar (12) stellt 
also eine eingliedrige Gruppe dar. 
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Jetzt wollen wir diese nicht ganz streng formulierte kinematische 
Betrachtung verlassen und sie durch ein strenges analytisches Raison- 
nement ersetzen. 


Die beiden Differentialgleichungen pepeinhe 
Herstellung 
a a, a vy einer ein- 
AS oe et ae lied 
dt [tks ettiy 41), dt Fra n(%, 41) Cres 


bestimmen wz, und y, als Functionen von ¢ und von den zu t=O 
gehérigen Anfangswerten, als welche wir w, = 2, y, =y wahlen. Um 
diese Functionen x,, y, zu bestimmen, braucht man nur das simultane 
System 


dx, ris dy, att 
(11) E (21,1) os N (Ly 5 Y1) Seeks 


mit den vorgeschriebenen Anfangswerten: 7,2, y,—y fir t=0 
zu integrieren. 


Da der Differentialquotient “ — é(,,y,) fir t= 0 den Wert 


&(z, y) annimmt, so erhalten die Integralgleichungen 


(12) a, = O(2,y,1), 4, = Va, y, t), 
wenn sie nach Potenzen von ¢ entwickelt werden, offenbar die Form 
(12’) le =a-+ E(u, y)i+--- 
te 9 Fe yi 9 
und sie stellen oot Transformationen der wz, y in die 2,, y, dar. Wir 
wollen jetzt rein analytisch beweisen, dass diese Transformationen 
eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter ¢ bilden. Um den 
Beweis zu liefern, miissen wir uns mit der Art der Integration des 
Systems (11) etwas niher beschiftigen. 
Zur Integration kann man so verfahren: Zunichst besitzt die 
Differentialgleichung zwischen x, und y,: 
dz, _ dy 
(#1, 41) HB, Ys) 
ein Integral 2(x,, y,), das, da es frei von ¢ ist, auch Integral des 
ganzen simultanen Systems (11) sein muss. Um nun ein zweites 
Integral des Systems zu finden, das nicht frei von ¢ ist, hat man 
vermoge 


; 2a, y,) = (= Const.) 
etwa y, aus 
ax, 


("5 41) 
zu eliminieren und die entstehende Differentialgleichung zwischen 4, 
und ¢ (die ausserdem im allgemeinen noch ¢ enthiilt) zu integrieren. 


Dies geht, da die linke Seite frei von ¢ ist, durch eine Quadratur und 
Lie, Differentialgleichungen. 8 


= dt 
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giebt ein Integral von der Form F(a,,¢c)—#. Dies ist aber noch kein 
Integral des Systems (11). Vielmehr muss erst wieder c vermige 
2 = c fortgeschafft werden. Dadurch geht dann ein zweites Integral 
des Systems (11) hervor von der Form 
W(%,%1) — t 
Als Anfangsbedingung wurde festgesetzt, dass fiir ¢—0O auch 
“4, = 2, ¥, =y sein soll. Demnach stellen die Gleichungen 


(13) (a4, 44) = 2(2, y), 

W(a,%) —t=Wa,y) 
das Ergebnis der Integration dar. Durch Auflésung derselben nach 
a, und y, ergeben sich dann die Integralgleichungen in der Form (12). 


sae Wir behaupteten nun, dass diese eine eingliedrige Gruppe mit 

eigenschaft. len, Parameter ¢ darstellen. Dies geht aus der Form der nicht auf- 
gelésten Gleichungen (13) unmittelbar hervor: 

Denn die Transformation der Schar (12) oder (13), welche dem 

Parameter ¢ zugehért, fiihrt die Punkte (#7, y) in die Punkte (a, y,) 

tiber, die sich aus (13) bestimmen. Hine zweite Transformation der- 

selben Schar mit dem Parameter ¢, wird die Punkte (#,, y,) weiter 

in die Punkte (a, y,) tiberfithren, deren Coordinaten sich aus den zu 


(18) analogen Gleichungen 


(14) (2, Yo) = Q(B, 1), 
W (2, Yo) — §, = W(X, 1) 
berechnen lassen. Will man nun die Transformation haben, welche 
sofort die Punkte (x, y) in die Endlagen (a, y,) bringt, so hat man 
nur aus (13) und (14) die Zwischenwerte «,, y, zu eliminieren. Dies 
macht sich sehr leicht, es kommt: 
2x2, Yo) a Q(x, Y); 

W (a, Y2) — (t+ t,) = Wa, y). 
Aber diese beiden Gleichungen stellen, nach w, und yy aufgelést, nichts 
anderes dar, als die Transformation mit dem Parameter ¢ + 4,, welche 
der durch (13) bestimmten Schar von oo! Transformationen angehort. 
Jene Schar hat also in der That die Gruppeneigenschaft. 

Diese eingliedrige Gruppe enthalt auch zu jeder Transformation 
mit beliebigem Parameter ¢ die inverse. Letztere ist die mit dem 
Parameter —?, denn beide nach einander ausgeftihrt geben ja die 
Transformation mit dem Parameter ¢ — t=O, d. h. die, fiir welche 


Q(x, Ys) —s S2(a, Y), Wa, 5) Pr a W@, y) 


oder a, =, ¥, = y ist, also die identische. 
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Erinnern wir uns ferner daran, dass die gefundene Gruppe auch 
durch die Gleichungen (12°) darstellbar ist, so erkennen wir noch, 
dass sie (wenn ¢ unendlich klein angenommen wird) eine infinitesimale 
Transformation 


wma Ea, y)dit---, y=y+ nia y)di+-- 
enthalt, die mit der vorgelegten infinitesimalen Transformation (9) in 
den unendlich kleimen Gliedern erstey Ordnung tibereinstimmt. 


Die Entwickelungen (12’) der endlichen Gleichungen unserer 


Gruppe werden durch das simultane System (11) bestimmt und es ist 


é : ‘ t 
nicht schwer, auch die Coefficienten von Ts 


anzugeben. Nach dem 


a : 3: : aa, d*y, oe 
Maclaurin’schen Satze sind diese nimlich qe und qe fine t == 0, 
Nun aber liefert (11): 


aa,  0&(%,, 4) aa, ms 0§(@,, 1) dy 


diy. Wao, dt oO", dt 


= Ee 41) £ 2, pf es Ue O§ (1, %) x ‘ 
rN 1% 


Fiir ¢ =O wird dies zu: 


d* x, a: 4 ; 
(G2) _ — BEY eGo, y) + BED ne, y), 


Ahnlich bestimmt sich der Coefficient ( 


wickelung von y, nach ¢ 


UP =e 
2 Non 7, il der Ent- 


Wir formulieren nunmehr unsere Ergebnisse in dem 
Theorem 1. Jede infinitesimale Transformation 


% =a2+ E(x, y)dt+---, w=ytn(z,ydt+: 
gehort, wenn von unendlich kleinen Grossen zweiter wnd hoherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems 
dz, _ dy, 

E(,,%1) (4%, %) 
mit der Anfangsbedingung, dass %,—=2, y,=y fiir t=O sein 
soll, in der Form 


yt, 


82(X,, 4) Ray (a, Y), 
W(%, 4%) — t= Wa, y), 


oder, nach a, und y, aufgelost und nach t entwickelt, in der 
Form: 


g* 


Beispiele. 
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notte Nett) pat. 
t? 


n=yta@netle tae) ot 


Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitesi- 
male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung 
mit der gegebenen infinitesimalen Transformation wberein- 


stimmt*), 


1. Beispiel: Es sei vorgelegt die infinitesimale Transformation 
(9”) a= 2—ydlt, y=y+ xt, 


sodass 
E(x, y) =—Y; (2, y) =H 


ist. Das simultane System lautet also: 
ee a di 


Ce eR a 
Zunichst liefert die Differentialgleichung 
dx, dy; 
=H 
oder 


adx, + y,dy, = 0 
(1, Y;) = 4" + y,’. 


Setzen wir es gleich einer Constanten hk”: 
2 Ph pas i} 
ty? yy” = k 


und eliminieren wir hierdurch y, = Vk? — a, aus der Gleichung 


das Integral 


hase aie fs 
ah 
so kommt die Differentialgleichung 
ax, 
Vi? i: ay * 


mit dem Integral 

*) Anfingern, denen die vorstehenden Entwickelungen vielleicht etwas 
schwierig geworden sind, méchten wir den Rat erteilen, den Rest dieses Capitels 
mit Ausnahme der nachfolgenden Beispiele vorerst zu tiberschlagen, um ihn spiter 
gelegentlich nachzuholen. Freilich muss ein solcher Leser alsdann die Thatsache, 
die in § 5 bewiesen wird, ohne Beweis als richtig hinzunehmen: Hine eingliedrige 
Gruppe in #, y mit paarweis inversen Transformationen enthalt nur eine infinite- 
simale Transformation, wenn der Wert der infinitesimalen Constanten dO¢ als 
nebensichlich angesehen, d. h. kdt als derselbe wie d¢ betrachtet wird, wenn & 
eine Constante vorstellt. Ein solcher Leser wird also das Theorem 2 des § 5 
ohne Beweis als richtig annehmen miissen. 
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5 ee, 
— are sin — — ¢, 
k 


Hieraus ist nun k= v2 -+ y,2 wieder zu entfernen, wodurch das 
zweite Integral 


W(a,, y,) — ¢=— are sin ve 
unseres simultanen Systems (11’) hervorgeht. Danach sind 
ey =a + y’, 
eee eer are Bie 
Va? + 4? Va? + y? 
die Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation (9’) er- 
zeugten Gruppe. Ihre Auflésung nach 2, und y, ist in dieser Form 
etwas umstiindlich. Bequemer wird sie, wenn man die Integralglei- 
chungen des simultanen Systems (11’) in einer fiir dies Beispiel ge- 
schickteren Form annimmt. Wir fanden als erstes Integral 


2 2__ 7.2 
Ly + Y= ke’, 


(13') 


— are sin 


als zweites zunichst 
ol 8 
— are sin — ——-¢ =—c¢ (= Const.) 
oder 


x. . 
= = sin(¢ —?%), 


sodass aus dem ersten folgt 


¥ 
= = cos (c — #). 


Fiir ¢=0O soll a, =z, y, =y sein. Demnach haben wir die vier 


Gleichungen 
a, =ksin(ec—t), y, =keos(e— 0d), 


“x =ksine, y =kcose, 
und hieraus sind die Constanten ¢ und & zu eliminieren. Es kommt: 
(12”) tf = ik (sin ¢ cost — cos¢sint) = «cost — ysint, 
Y, =k (cosccost-+ sine sint) = ax sint+ y cosé, 
und diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe 
dar, nimlich die uns schon bekannte Gruppe der Rotationen um den 


Anfangspunkt. 
Auch stimmt ihre infinitesimale Transformation, wie wir schon 
von friiher her wissen, mit (9’) in den Gliedern erster Ordnung 


iiberein. 
2. Beispiel: Liegt die infinitesimale Transformation 


(9) a —=o+adt, y=ytydt- 
vor, so lautet das simultane System 
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a) DE, 1 ae 


x % 


und giebt integriert: 


oder: 

“= xe, y= ye. 
Diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe dar. 
Bei einer Transformation derselben werden alle Abscissen und Ordi- 
naten in demselben Verhiltnis geindert, d. h. die ganze Hbene vom 
Anfangspunkt aus ihnlich vergréssert oder verkleinert. ¢- 0 giebt 


die identische Transformation, ¢ = d¢ also eine infinitesimale. In der 


That ist ja e!=—1-+ 2 a +--+ und die infinitesimale Trans- 


formation der ae 


Ot ov? 
momo(it 4 Fe 4.) yet t f+ +-) 
stimmt mit der iA 5. (9”) in den Gliedern erster Ordnung 

iiberein. 


§ 5. Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe nur eine infinitesimale 
Transformation besitzt und durch dieselbe bestimmt ist. 


Wir kehren nunmehr zu der eingliedrigen Gruppe des § 3 zuriick: 
(15) ih aes p (2; Y; a), Unga p(x, Y; a). 


Wir fanden, dass sie jedenfalls eine infinitesimale Transformation be- 
sitzt (Satz 2). Wir diirfen daher voraussetzen, es sei 
(16) a=ax+ Ea, ydr+---, y=ytn(aydt+---: 
eine gewisse infinitesimale Transformation der Gruppe (15). Die 
héheren Glieder in O¢ sind nicht mitgeschrieben. 

Reihenfolge Wir wollen nun nach der Transformation (15) unserer Gruppe mit 


einer end- 


lichen u. in-dem Parameter @ die infinitesimale Transformation (16) ausfiihren, 
finitesimalen 


Transfor- welche die durch (15) nach den Stellen (z,, y,) transformierten Punkte 
(x, y) weiter fiihrt nach den Stellen (a, y,): 
Uy =H + EA, W)OE+ + Wey +N, yO’: -- 
Die Gwischenwerte x,, y, kénnten wir hieraus vermége (15) elimi- 
nieren, Wir wollen dies, um nicht zu umsténdliche Ausdriicke zu 
erhalten, nur teilweis anefhren: 
(17) Le, = P(X, y, a) + E(ay, y,) Ot + - 
Yo = VO, Y a) + (4, yy) Ot --- 
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Hierin sind also unter 2, und y, die Werte (15) in a, y und a zu ver- 
stehen. Diese Transformation (17) ist die Reihenfolge zweier Trans- 
formationen der Gruppe, der Transformation (a) und einer unendlich 
kleinen. Sie ist mithin einer Transformation der Gruppe ‘iquivalent, 
die sich von der Transformation (a) nur um unendlich wenig unter- 
scheidet, also etwa dem Parameterwert a + da zugehdrt, wo da wie 
das obige o¢ eine infinitesimale Grésse bedeutet. Wie allgemein 
zwischen den Parametern a, a, zweier aufeinander folgender Trans- 
formationen der Gruppe und dem Parameter 4 derjenigen Transfor- 
mation derselben, welche dieser Reihenfolge iquivalent ist, eine Relation 
besteht, welche 4 als Function von a und a, allein darstellt, so ist 
auch in dem jetzigen speciellen Fall der Parameter a + da eine 
Function von a und 0¢ allein, also auch d@ hangt nur von a und 0¢ ab. 

Die Transformation (a -+ da), welche der Transformation (17) 
aquivalent ist, lautet: 

Ly = yp (x, y, & + da), UE eae wa, y, @ da) 


oder ausgefiihrt: 


0 aL, J 
ry = (0, ya) + PE&UD gq 4.. ? 


y, = v(a,y,a) + © OU! gq 4. 


Vergleichen wir diese Ausdriicke mit den Werten (17) von x und y,, 
so ergiebt sich: 


E(a,,y,) 0b fos = — vena) fe 
) Wis 
Pee ea orn ae eee 


Hierin sollen, wie man nicht vergessen darf, x, und y, die durch (15) 
bestimmten Functionen von w, y und a bedeuten oder, was dasselbe 
ist, es sollen umgekehrt w, y die durch (15) bestimmten Functionen 
von 2,, y, und a sein. 

Die Gleichungen (18) miissen nach Voraussetzung bestehen ftir 
alle Werte von x, y und.a. da und 6¢ sind gewisse unendlich kleine 
Gréssen, und zwar ist da eine Function von d¢ und a. 


(18) 


Erteilen wir den Gréssen a, y irgend welche bestimmte Zahlen- 
werte, so hiingen #, und y, nach der Gleichung (15) nur noch von a ab. 
Also stellt dann jede der Gleichungen (18) eine Relation zwischen 0¢ 
und da her, die ausserdem noch a enthilt. Diese Relationen miissen 
natiirlich mit derjenigen tibereinstimmen, welche da durch o¢ und a 
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ausdriickt, Nun kénnen wir uns die Zahlen a,, y, sicher so gewahlt 
denken, dass links und rechts die ersten Coefficienten einer der beiden 
Relationen, naémlich die Gréssen 
Op (%, Y, 4) 
E(x, 1), Smear y 
oder die Gréssen 
O(a, Ys @) 
4(%,%1)) “3G 
nicht gerade verschwinden. 


Es ist selbstverstindlich, dass die Grossen &(%,, 41), (a1, Y,) nicht 
beide identisch verschwinden. Wir kénnen daher annehmen, dass etwa 


E(x,,¥%,) nicht identisch verschwindet. Alsdann kann auch a nur 


fiir ganz besondere Ausnahmewerte von «, y, a verschwinden, denn anstatt 
v,, y, bestimmt zu wihlen, kann man auch wegen (15) x, y bestimmt an- 
nehmen. Unter w, y hat man also ganz beliebige Zahlenwerte zu ver- 


Op (x, Y, @) 
0a 


stehen und fiir solche ist nicht stets Null, da sonst m frei von 


@ sein miisste, d. h. w bei der Gruppe tiberhaupt nicht transformiert und 
also &(2,, ¥,;) =O sein wiirde. 

Die erste oder zweite Relation (18) giebt demnach bei bestimmter 
Wahl der Werte 2,, y, die Beziehung zwischen da, d¢ und a in 
der Form 


uw Ot+wdP+---=v,da+ude+--., 


In der w,, Ul ,°-+, Vj, Ye-*: Von @ abhingen und w, und v, beide ver- 
schieden von Null sind. Wenn aber zwischen zwei Gréssen da und 
dt eine derartige Beziehung besteht, so lasst sich, wie man in der 
Functionentheorie nachweist, auch da@ in eine Potenzreihe von df ent- 
wickeln: 
da=w, dt+u,d0P +.---, 

deren erster Coefficient w, == 0 ist. w,, w,-++- sind gewisse Functionen 
von a Diesen Wert von da substituieren wir in (18), indem wir 
nunmehr wieder in (18) x, und y, als Verinderliche auffassen. Als- 


dann dividieren wir die Formeln durch 6¢ und gehen schliesslich zur 
Grenze fiir d¢ == 0 tiber. Dadurch kommt: 


pace 
[E@. Y1) —— Se w, (a), 


mpl ) 

W(x, Y, 
ewe aa a W, (a). 
In diese beiden Gleichungen kénnen wir nun noch die aus (45) fol- 
genden Werte von 2, y, ausgedriickt in 2,, y,, einsetzen und erhalten 
dadurch zwei Relationen von der Form 
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6 (41,1) = X(a,,%, 4) > wy (4), 
041) 4) = Ya, 41, 4) - w, (a). 
Dieselben gelten fiir die Coefficienten £, y der infinitesimalen Trans- 
formation (16) der Gruppe, von der wir ausgingen. Sie mtissen 
fiir jedes Wertsystem x,, y,, a richtig sein, ihre linken Seiten aber 


sind frei von a, ihre rechten Seiten erento also nur scheinbar a, 
d. h. X und Y haben die Form 


(19) 


S en, ANGE SOP 12 Yi 
KA, Y15 a) — ie “ Vier 1) ayes == eae : 


Erteilen wir nun in den Gleichungen (19’) der Grésse a@ einen be- 
stimmten Wert @, so gehen X(a,, y,, a) und Y(a,, y,, a) in Functionen 
von &,, y, allein tiber: 


X(a,,Y,, 4) a AC AP Y (a, Y1) @) = 


wahrend w,(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind 
E(@,, 41), 1(%,%) bestimmt bis auf einen constanten Factor K: 


E(a,,y,) = K Xe, YW), 1(4,4;) = IeY Ys), 


und zwar gilt dies ftir jede infinitesimale Transformation (16) unserer 
Gruppe. 
Irgend zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe, etwa 


ee ie eee eg Oh 
at gy Val OL 


‘ kénnen sich daher in den Gliedern erster Ordnung nur um einen 
constanten Factor & unterscheiden, indem 


E=hE, 7=ky 


ist. Aber zwei solche infinitesimale Transformationen, deren Glieder 
erster Ordnung (die héherer Ordnung kommen, da d¢ infinitesimal 
ist, nicht in Betracht) sich nur um einen constanten Factor unter- 
scheiden, nennen wir von einander abhiingig, da sie im Grunde genom- 
men iibereinstimmen, denn beide ordnen den Punkten proportionale 
Fortschreitungsstrecken zu und ausserdem ist die Constante dt doch 
nur insofern bestimmt, als sie unendlich klein sein soll, sodass kd¢ 
dasselbe wie dt bedeutet. Wir kénnen also den Satz aussprechen: 
Satz 3: ine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis mversen 
Transformationen enthalt nur eime infinitesimale Transformation ; oder 
exacter ausgesprochen: Alle infinitesimale Transformationen emer ein- 


und 
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gliedrigen Gruppe stimmen bis auf’ einen blossen Zahlenfactor in den 
Gledern erster Ordnung tiberem. 


Um uns in (19) von dem constanten Factor w, zu befreien, 

fiihren wir in unsere Gruppe 
(15) ie p (2, Pye) yi me p(w, y, @) 

peur an Stelle von @ eine passend gewiihlte Function ¢ von a als Para- 
meter ein, indem wir setzen: 

: la 
(20) t = UEey. 
& 

wo vorausgesetzt ist, dass wie friiher a) der zur identischen Trans- 
formation gehérige Wert von a ist. Dadurch gehen die Functionen 
x, und y, von x, y und a in solche von x2, y und ¢ iiber, indem die 
Gleichungen der Gruppe (15) durch Hinfiihrung von ¢ etwa die neue 
Form annehmen: 


(21) “= Ou, y, t), Yi P(x, y, t). 
Da wegen (20) t= 0 fiir a= a, wird, so ist klar, dass in der neuen 
Form (21) der Gruppe dem Parameterwert ¢ = 0 die identische Trans- 
formation v7, = 2, y, = y zugehort. 
Nunmehr kénnen wir (19) so schreiben: 
ECan) — 2 Se) 8 08 1 


Ow(%, y, a) da __ 0P (a, y, t) 
WTTIO Oa at = as e 


oder auch: 
da, 
an ) a a ? 


dy, 
1%) = ae 
weil ja 2%, y die Functionen (15) von @ oder (21) von ¢ sind. 


Die den urspriinglichen Gleichungen (15) der Gruppe fquivalenten 
Gleichungen (21) derselben sind mithin die Integralgleichungen des 
simultanen Systems : 


299 dx, vi dy, ie 
( ) 5 (415%) (#45 Yr) ms 


mit den Anfangswerten x, = 2, y, = y fiir t = 0. 


Bestimmung Da dieses simultane System und also auch seine Integralgleichungen 
er Grupp _ 4 s é : 

dtsiol thre vollstindig bestimmt sind, sobald man nur die ersten Glieder: 

innn1vesl- 

male Trans- 


fdrmation, u = 2 Sie E(x, y) dt, y == Yio n (2, y) Ot 
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der infinitesimalen Transformation der Gruppe angiebt, so ist die 
Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation véllig definiert, also: 
Satz 4: Hine eingliedrige Gruppe der Ebene ist durch ihre infini- 
tesimale Transformation villig definiert, 
oder auch: 
Satz 5: Jede infinitesimale Transformation 


a =a-+ Say) ot, ¥=y+n(a,y) dt 
gehort emer und nur einer eingliedrigen Gruppe der Ebene an. 

Dass dies namlich fiir jede infinitesimale Transformation, nicht 
nur fiir eine solche gilt, von der wir von vornherein wissen, dsss sie 
einer Gruppe angehdért, folgt aus den Betrachtungen des vorigen Pa- 
ragraphen, aus Theorem 1. . 


Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen kénnen wir sree 
nun in knapper Form so zusammenfassen: 

Theorem 2: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene mit paar- 
weis inversen Transformationen enthdlt eine und nur eine in- 
finitesimale Transformation. Jede infinitesimale Transfor- 
mation der Ebene gehort einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transformationen. 

Dies Theorem ist also so zu verstehen: 

Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen 
Transformationen vor, so kénnen die Reihenentwickelungen 


m= a+ ba yt te 
A=ytn@yt+r-- 
derselben freilich unendlich viele Formen annehmen, welche sich aber 
in den Gliedern erster Ordnung nur dadurch unterscheiden, dass an 
Stelle von & und y resp. k&, ky und : statt ¢ gesetzt wird. 


Liegen andererseits zwei Reihenentwickelungen 
a= a+ §(a,y)t+--: 
A=ytrayt+r--: 
vor, so giebt es immer eine und nur eine eingliedrige Gruppe, deren 
Reihenentwickelungen in den Gliedern erster Ordnung mit diesen tiber- 
einstimmen. 


Hiermit ist die Grundlage unserer Untersuchungen, der Begriff. 
der eingliedrigen Gruppe, entwickelt wordex. Im niichsten Kapitel 
werden wir nun mehrere mit der eingliedrigen Gruppe eng verbundene 
Begriffe und Sitze ableiten. 


Wingliedrige 
Gruppe, er- 

zeugt von 
einer infini- 


tesimalen 
Transfor- 
mation. 


Beispiele. 
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Infolge unseres Theorems 2 kann es keinem Zweifel unterliegen, 
was unter einer eingliedrigen Gruppe der Ebene, erzeugt von emer ge- 
gebenen infinitesimalen Transformation, zu verstehen ist. Diese Aus- 
drucksweise werden wir 6fters gebrauchen. 


Wir fiigen zu diesem Kapitel noch einige Beispiele hinzu, die 
der Anfianger sorgfaltig durchrechnen mége. 

1. Beispiel: Die Gieichungen 

age ny 
a ees V2? + vYyt, Y= Ve + ayt 
stellen eine eingliedrige Gruppe dar. Um dies zu verificieren, kann 
man so verfahren: Hs ist offenbar 
LY, = ry 

und 


Diese beiden Gleichungen aber haben die in Theorem 1 (§ 4) an- 
gegebene Form, indem hier (2, y)=«y, W(a,y) =F ist. 


¢ = 0 liefert die identische Transformation der Gruppe, also 
¢ = dt die infinitesimale. Es ist aber: 


Vif aydt = cf//1+ Lot =a(t+44 det --), 
sodass . 
m= e+ sydtt---, ymy—t ot--- 
die infinitesimale Transformation vorstellt. Hier ist 


a 2 
—=1%,.) => 47, 

demnach gehen riickwiarts die endlichen Gleichungen der Gruppe her- 

vor durch Integration des simultanen Systems: 


2dx 22,0 
abe So 
YW YW 
was man sofort verificieren kann. 


2. Beispiel: Man zeige, dass die Gleichungen: 


ey —t 
w%=rt+t, y= 


“ett 
eine eingliedrige Gruppe darstellen und dass hier 
E@N=1, n@y)=—*t2 


x 
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zu setzen ist. Ferner verificiere man, dass 2, und y, als Functionen 
von ¢ das simultane System 
dit — a, dy, 


ie: Pal 9; Tite 


erfiillen. 
3. Beispiel: Hs soll gezeigt werden, dass, wenn 2,, y, die Wur- 
zeln wv der quadratischen Gleichung 


(w—2)(u—y) + t=0 
bedeuten, alsdann die Werte von a,, y, ausgedriickt in a, y, ¢ eine 
eingliedrige Gruppe darstellen. Die quadratische Gleichung lautet 
ausmultipliciert: 

uw —(a+tyju+tay+tti=o. 
Nach einem Elementarsatze ist also: 
m+Yy=e+y, 
Hy Y, = xy +t. 
Dies sind zwei Gleichungen von der Form 
2x, 4) = R(x, y), 

W(a,4,) —t= Way), 
wie sie in Theorem 1 (§ 4) vorkommen und stellen daher nach 2, y, 
aufgelést eine eingliedrige Gruppe dar. Man bilde die Auflésungen 
und zeige, dass die Gleichungen 

toto, my tote 


die infinitesimale Transformation der Gruppe geben. 


, 
Kapitel 3. 


Symbol einer infinitesimalen Transformation und einfache Formen 
einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 


Wir werden zunachst zeigen, dass man durch Hinfiihrung never Inhaltsan- 
Veranderlicher in eine eingliedrige Gruppe wiederum eine eingliedrige Karitels. 
Gruppe erhilt. Alsdann werden wir finden, dass sich alle eingliedrigen 
Gruppen der Ebene durch EHinfiihrung zweckmissiger neuer Variabeln 
auf eine gemeinsame einfache Form bringen lassen. — Danach legen 
wir besonderen Nachdruck auf das Symbol, das wir zur Darstellung 
einer infinitesimalen Transformation einfiihren werden. Die Wichtigkeit 
dieses Symbols wird sich als sehr bedeutend herausstellen, unter an- 
derem wird es uns gelingen, die endlichen Gleichungen einer durch 


Zweierlei 


Auffassung 
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eine gegebene infinitesimale Transformation erzeugten eingliedrigen 
Gruppe durch Benutzung des Symbols iu einer bemerkenswerten Form 
darzustellen. 


§ 1. Hinfiihrung never Veranderlicher in eine eingliedrige Gruppe. 


Wenn zwischen zwei Verinderlichenpaaren 2, y und yx, y Glei- 


einer Trans-chungen festgesetzt werden: 


formation. 


Beispiel. 


Neues Co- 
ordinaten- 
system, 


(1) t=Aw,y), = 0(2,Y), 
so stellen sie, vorausgesetzt, dass sie auch nach 2, y aufidsbar seien, 
eine Transformation dar. Bisher haben wir eine Transformation immer 
als eine Operation aufgefasst, welche die Punkte (w, y) der Ebene in 
die neuen Lagen (x, )) tiberfiihrt, also als eine Ortsverainderung, sagen 
wir als eine Bewegung aller Punkte der Ebene. Aber wir kénnen 
die Gleichungen (1) auch anders auffassen. 

Wenn wir z. B. die Gieichungen ansetzen: 


(2) r=Ve+y, p=arctg =, 


durch welche x, y in r, m transformiert werden, und wir verstehen 
unter x, y rechtwinklige Punktcoordinaten, unter r, gm dagegen Polar- 
coordinaten mit dem Anfangspunkt des Axensystems als Pol und der 
positiven w-Axe als Anfangsstrahl, so ist der Punkt (2, y) genau 
identisch mit dem Punkt (7, pm). Die Gleichungen (2) stellen in dieser 
Auffassung keine Bewegung der einzelnen Punkte der Ebene dar, son- 
dern vermitteln nur den Ubergang von einem Coordinatensystem zu 
einem anderen. 

So kénnen wir allgemein die Gleichungen (1) betrachten als 
Formeln, welche den Ubergang von dem System der rechtwinkligen 
Punktcoordinaten 2, y zu einem gewissen anderen Coordinatensystem 
t, ) in der Ebene bewerkstelligen. Dort sind «= Const. und y = Const. 
die Coordinaten- oder Parameterlinien, hier sind es die Curven y= Const. 
und = Const., die im urspriinglichen Coordinatensystem die Glei- 
chungen A(”, y) = Const., u(a, y) = Const. haben. Bei diesem Uber- 
gange von den Werten aw, y zu den Werten yx, ¥ bleiben also alle 
Punkte der Ebene in Ruhe, die Gleichungen (1) stellen einen bloss 
analytischen Process dar, der mit den geometrischen Gebilden selbst 
nichts zu thun hat. 


Hs sei nun eine eingliedrige Gruppe vorgelegt: 


(3) aia g(a, Y; t), Ui = (a, Y, t). 
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Wir haben friiher eine Gruppe definiert als eine Schar von cot 
Transformationen, welche die Higentiimlichkeit hat, dass die Reihen- 
folge zweier Transformationen der Schar einer einzigen Transformation 
derselben Schar Aquivalent ist. Fassen wir diese Transformationen in 
der gewohnten Weise als Operationen auf, durch welche die Punkte 
der Ebene in neue Lagen gelangen, so ist also eine eingliedrige Gruppe 
eine Schar von oo’ solchen Operationen oder Bewegungen aller ein- 
zelnen Punkte der Ebene, sodass die Reihenfolge zweier dieser Be- 
wegungen einer einzigen ebenfalls in der Schar enthaltenen Bewegung 
aller Punkte der Ebene gleich ist. Dies ist eine rein geometrische 
Auffassung der Gruppe. : 

Wenn wir nunmehr durch eine Transformation von der Form (1) eve Ver 
neue Veranderliche x, y einfiihren, so hat dies — wenn die Gleichungen g?.0” 
(1) in der auseinandergesetzten Weise als Vermittler der Hinftihrung 
eines neuen Coordinatensystems betrachtet werden — keinen Hinfluss 
auf die geometrische Bedeutung der Gruppe als einer Schar von oo 
Bewegungen aller Punkte. Diese Bewegungen werden eben nur auf ein 
neues System von Coordinaten bezogen. Der Punkt (x, y) hat im 
neuen System die Coordinaten y, ) und analog werden wir die Co- 
ordinaten des transformierten Punktes (x,, y,) im neuen System mit 
t,, 9, bezeichnen, sodass 


(4) t= 44,41), 1 = Hy %) 
ist. 

Wir kénnen auch direct x, und y, als Functionen von y und y 
darstellen, indem wir aus (1), (3) und (4) a, y und ,, y, fortschaffen. 
Alsdann werden die oo! geometrischen Operationen, welche unsere 
Gruppe bilden, im neuen Coordinatensystem durch Gleichungen von 
der Form 


(5) t= Or, 9,0), 9, = P(x, y, 4) 


dargestellt, und es liegt in der Natur der Sache, dass diese wieder 
der analytische Ausdruck einer Gruppe sein miissen, denn die Reihen- 
folge zweier Bewegungen unserer Schar ist nach wie vor einer ein- 
zigen Bewegung derselben Aquivalent. 

Satz 1: Fiihrt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe: 


“= p(2, Y) t), Y= v4, Y; t) 
neue Variabeln x, ) und x, 9, em, indem man gleichzeitig 


r= Aa, y), Y= u(eyY) 
und 
aS A(a,, 4), 0, = U(%, Y;) 
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setzt, so stellen die so erhaltenen neuen Gleichungen 
(Sr ges D(x, y, t), yy = Be, y, t) 
wieder eine eingliedrige Gruppe dar. 
Beispicl. Beispiel: In die eingliedrige Gruppe: 
e=a+t w=Fay 
sollen die neuen Veranderlichen 
pa = = £4 
je y ? ps | 
eingeftihrt werden. Wir setzen noch an: 


a 
Hy 


ley Y= 
und eliminieren aus den drei Gleichungenpaaren 2, y und 2, y,. Dies 
giebt: a ; 
_ @+y _ Vy +4) 
Yy Th Ly are ) ? 
y, = ry = Y. 
Dass diese Gleichungen auch eine Gruppe darstellen, ist leicht zu 
verificieren. 


Zastiokfith- Aus den Entwickelungen des vorigen Kapitels lasst sich jetzt 
rung der F . a é é 

Gruppe auf schliessen, dass man jede eingliedrige Gruppe 

eine Gruppe 


jae (3) r= 9(4,9,1), = ¥(%y, t) 
durch Einfiihrang zweckmassiger neuer Variabeln auf eine sehr be- 
merkenswerte einfache Form bringen kann. 

Wir sahen, dass die Gleichungen (3) der Gruppe bei passender 
Wahl des Parameters ¢ die Integralgleichungen eines gewissen simul- 
tanen Systems sind und dass diese Integralgleichungen unaufgeldst 
die Form haben: 

X(t, Y;) = A(z, y), 
Wa, yi) —t= Wa, Y)s 
(vgl. Theorem 1). Wenn wir die Functionen 2 und W an Stelle von 
x, y als neue Verinderliche verwerten, also setzen: 


t=QU@4,y), » =W,y), 
pF eee 2(#1, 41), ), = W(X, y,), 
so nimmt folglich unsere Gruppe (3) die einfache Gestalt an: 
(5’) Gt) rt 
Dies ist dieselbe Form, in welcher sich friiher die eingliedrige Gruppe 
der Translationen (in § 1 des 1. Kap.) ergab, nur mit anderen Buchstaben. 
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Theorem 3: Jede einglicdrige Gruppe in ewei Verdnder- 
lichen kann durch passende Wahl der Verdnderlichen in eine 
Gruppe von Translationen tibergefiihrt werden. 

Derartige neue Veriinderliche x, y, welche dies leisten, nennen 
wir canonisch und die gefundene Form (5’) der Gruppe (3) ihre cano- 
mische Form. In dieser canonischen Form ist zur Transformation (é) 
die Transformation (— ft) invers, waihrend ¢= 0 die identische Trans- 
formation giebt. Wir hatten im ersten Kapitel Beispiele dafiir in 


den §§ 2, 3. 


§ 2. Symbol der infinitesimalen Transformation. 


Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels lisst sich mit wenigen 
Worten aussprechen: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitzt eine 
und — bis auf einen unwesentlichen Zahlenfactor — nur eine infini- 
tesimale Transformation, aus der man durch ein Integrationsverfahren 
wieder die endlichen Gleichungen der Gruppe ableiten kann. 

Hiernach hat die infinitesimale Transformation fiir die eingliedrige 
Gruppe grosse Wichtigkeit. Sie kann als das bestimmende Element 
derselben aufgefasst werden, aus dem die ganze Gruppe riickwirts 
wieder construiert werden kann. 

Wir werden nun die infinitesimale Transformation in einer be- 
sonderen, fiir die begriffliche Auffassung und die praktische Verwendung 
gleich niitzlichen Weise symbolisch ausdriicken, wozu die folgende Be- 
trachtung fiihrt. 


Die endlichen Gleichungen 


(3) t, = p(2,y,t), Y= (2, Y, t) 

einer eingliedrigen Gruppe driicken die transformierten Veriinderlichen 
21, y, durch die urspriinglichen x, y und den Parameter ¢ aus. Ebenso 
lisst sich jede Function f(x,, y,) als Function von x, y und ¢ dar- 
stellen. Fiir den Wert von ¢, der der identischen Transformation ent- 
spricht, also etwa fir ¢ = 0, wird natiirlich die neue Function identisch 
gleich f(x, y), mit variierendem ¢ variiert sie. Wir kénnen daher jede 
Function f(#,, y,) als Function von ¢ auffassen und nach der Anderung 
Of, von f(#,,¥,) fragen, welche f(x,, y,) zu teil wird, wenn 2, und ¥, 
die Incremente der zugehorigen infinitesimalen Transformation 


(6) a2 =a, + &(@,,4) O¢+--, Y=Y¥y+1G@,H) oi + >, 
also die Incremente 
(6) Ox, = (2%, 4) dt, OY, = (Hy, %) OF 


erfahren. Hs ist: 


Lie, Differentialgleichungen, : 4 
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of, = oho) Ox + Gt OY, ; 


also: 


F) Of (®15 Ys) 
i es ai Ys) § (a, Uy) ree i ts) n(2; Y,)-*) 


f(%,4,) erfahrt folglich bei ibe en Pe infinitesimalen Trans- 
formation der Gruppe den Zuwachs 


0 1? J1 0 1) J1 
= (E(x, Ns cia ae: aa + (2, 4%) atte) dt, 
fiir ¢ =O ergiebt sich daher ae me der Function f = f(a, y): 
0 
(7) of = (8, 9) E+ @y 5) dt 
Z. B. bei der infinitesimalen Transformation 
e=a—ydt, ¥y¥=y+x0t 
der eingliedrigen Gruppe der Rotationen: 
L,=xcost—ysint, y, = «sini + ycost 
erhilt f(a, y) den Zuwachs 


of = = yt a 4) Ot. 


f(a, y) kann dabei eine ganz beliebige Function von x und y bedenten. 
Setzt man insbesondere f= 4, so kommt 


dx = (— vig +o 252) bt = —ydt, 


der Zuwachs, den «x selbst bei der infinitesimalen Transformation er- 
fihrt, und fiir f= y kommt analog 
Oy = «ot. 


So auch allgemem: Wenn wir wissen, eine beliebige Function 
f(a, y) erfihrt bei der infinitesimalen Transformation einer eingliedrigen 
Gruppe den Zuwachs (7), so ist auch die infinitesimale Transformation 
(6) selbst bekannt. Denn fiir f= giebt (7): 


*) Betrachtet man x,, y,, wie im Texte geschehen, als Functionen von t und 
den Anfangswerten x, y und f(a, y,) als Function von 2,, y,, so ist 


af (®5%1) = EE) Of (a, 54; 
dt E(%,,41) +- ete y (1,4;). 


Hs ist daher: 
Of (X,Y) eis df (x,,y,) 
Ot dt u 


und man kénnte also das Variationszeichen 6 durch das Differentiationszeichen d 
ersetzen. Es ist jedoch bequem, das Variationszeichen beizubehalten. 
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On — cr, 4) OF 
und fir f=y: 
dy = 4 (a, y) ot. 


Anstatt also die infinitesimale Transformation durch die beiden 
Gleichungen (6) oder (6’) zu geben, kann man sie auch durch den 
einen Ausdruck 4 

7”) 
E - Aig a 
charakterisieren, der den durch die infinitesimale Grésse O¢ dividierten 
Zuwachs angiebt, den eine beliebige Function f(z, y) bei Ausftihrung 
der infinitesimalen Transformation erfahrt. Aus .diesem Grunde be- 
nutzen wir den Ausdruck 


a) 5) Symbol der 
E oD + 7] of infinitesima- 
Ox oy len Trans- 


formation. 


als das Symbol der infinitesimalen Transformation (6) oder (6’). 
ae wir also z. B. von der infinitesimalen ‘Transformation 


— me / reden, so meinen wir damit die infinitesimale Transfor- 


ae sae x und y die Incremente erteilt: 
OL =x0t, dy = yd. 


Ebenso ist eS das Symbol der infinitesimalen Translation 
dz=—dt, dy=O0, 
ef das der infinitesimalen Translation 


oy 
dv=0, dy=dt. 


Das Symbol ee ok n sh der allgemeinen infinitesimalen Trans- 


formation: 

Baap bdtpen, my tadit- 
wollen wir zur Abkiirzung auch mit Uf bezeichnen. Uf bedeutet also 
einen Functionalausdruck in f, es soll somit unter Ux der Ausdruck 
gebildet fiir f=, also &, unter Uy der Ausdruck gebildet fiir f= y, 
also 4, verstanden werden, sodass Sek aie 


(8) v= Test ae Uy. 


ist. 


Wenn wir irgend welche neue Verdnderliche xy, ) an Stelle von Binfthrung 


neuer Varia- 


Mites Se ays neuer Vani 
z, y in die eingliedrige Gruppe einfiihren, wodurch sie nach Satz 1 Rae 


des § 1 in eine eingliedrige Gruppe in x, ¥ tibergeht, deren infinitesi- in das 


Symbol. 
male Transformation das Symbol Uf habe, so liegt die Vermutung ‘ 
4% 
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nahe, dass wir das Symbol Uf auch direct durch Hinfiihrung der neuen 
Verinderlichen in Uf erhalten kénnen. 
Um dies zu ergriinden, denken wir uns die neuen Veriinderlichen 


durch die Gleichungen 


(9) t= D(x, Y), y= P(, y) 
und dementsprechend 
(10) t= O(%,,4;), 9, = P(x, 1) 


eingeftihrt. Die Transformationen der von der infinitesimalen Trans- 
formation & AL + a erzeugten Gruppe lassen sich, wie wir aus § 4 
des 2. Kapitels wissen, auch so schreiben: Y 

(1) m= a+ E@,yit--, m=yti@yt+---, 

indem wir uns die transformierten Variabeln x,, y, nach dem Para- 


meter ¢ entwickelt denken. Wir drticken nun diese T'ransformationen 
in den neuen Veriinderlichen aus: Es kommt zunichst nach (10) und 


(disp): 
nS Oe+ ete, ytatt j= 


= O(c, 9) + PLE 4 OY oe gy. 
ee wie 
= GV) tae Ee ep once 
also nach (9) 


naet (PSM gy Oe y) n) t+: 
y= y+ (FSP 4 SOy nite 


Demnach hat die infinitesimale Transformation der neuen Gruppe die 
Form: 


= oe @, Y) 


og = (FP e+ ) Ot +: 
__ (0 (a,y) OP (x,y) 
sy (Mg HD) arg, 
wo nattirlich rechts noch statt « und y vermége (9) x und y ein- 


gefiihrt zu denken sind. Das Symbol dieser infinitesimalen Trans- 
formation aber ist 


(12) Wie (a Y) £ is one y) n) a ai 


Fa 
He lad 5 Pe n) 34 


oder auch nach (9): 
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Ups (GE E+ 557) oe + GEE + be) 35 


Hier ist nun der Coefficient von sf offenbar nichts anderes als Uy 
und ebenso der von “f gleich es sodass sich ergiebt: | 
(13) Up spe C+ U oe 


Hierin hat man sich Uy und i in den eee t, ) aus- 
gedriickt zu denken. 
Nunmehr wollen wir direct die neuen Veranderlichen x, ) in das 
Symbol 
et of 
Uf = ig | ey 
einftthren. Es kommt, wenn f vermége (9) statt in 2, y in y und y 
geschrieben gedacht wird: 
Cf of 0k fe of oy 


Oa Or O02 Oy 02? 
Of __ Of . ox tee 
io ene) 3 “Oy oy dy?’ 


und Uf geht demnach iiber in 
of. oy te ay afede oy bb 
ele ae +3 spate +5533) 


t+ Uys ae . 
also in das Symbol Uf, wie es in (13) gefunden wurde. 
Satz 2: Fihrt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe: 
Ly = DL, ¥, ), w= V4y,Y, t) 
vermoge zwerer cogredienter Gleichungensysteme: 
r= Or, y), Y = P(x, 9), 
ty = O(%,,%), = Pr, m1) 
die neuen Verdnderlichen x, 9; %4, 9, ein, so kann man das Symbol Uf 
der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe direct durch Ein- 


fiihrung der neuen Verdnderlichen x, y in das Symbol Uf der mfinitesi- 
‘malen Transformation der urspriinglichen gn berechnen. Es kommt: 


Uf Ue G+ Uy of 


wo natirlich Ux und Uv durch x, y allem ree sind, 
Dies Ergebnis liegt auch in der Natur der Sache: Das Symbol 


oder 


Uf ist ja nichts anderes als der Differentialquotient | a der Function 


Ueber- 
fithrung 
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f(x,, ¥,) fiir den Wert ¢=0 des Parameters, der der identischen 
Transformation zukommt. So waren wir ursprtinglich auf das Symbol 
Uf gekommen. Bei dieser Auffassung ist 
‘his, le PRR of 
ae UL = ban + ay 
nichts anderes als eine Differentialgleichung, welche die Function f an 
der Stelle ¢—O erfiilken muss. Diese Differentialgleichung muss 
natiirlich auch noch gelten, wenn neue unabhingige Verdnderliche 
eingefiihrt werden. 


Durch Einftihrung neuer Veranderlicher x, ) kann man eine vor- 


einerGruppeyeleote infinitesimale Transformation 
in eine 


andere. 


Reduction 
auf die 


an 
upset tn gt 


auf jede beliebige andere Form 
eee, of = 0 
Uf SEC) + 1, 9) oe 


bringen. Man hat zu dem Zweck nach (13) die Veranderlichen x, y 
als solche Functionen von x, y zu wahlen, dass identisch fiir jedes f 
EE Ok a Canes ee of 
6g, toy — Utor + Oo, 
wird. Diese Forderung zerfallt in die beiden einzelnen: 
oder ausfiihrlich geschrieben: 
Oe One oY 2 
Hep vetaig de, yaa oss Cagle a 
Da es unabhangige Functionen x, ) von 4, y giebt, welche diese Differential- 
gleichungen erfiillen, sobald nur nicht £ und 4 beide = 0 angenommen 
werden (denn dann wiirden y und nicht von einander unabhingige 
Functionen sein), so ist die verlangte Variabelninderung méglich. 
Nach Satz 2 wird dabei gleichzeitig die von Uf erzeugte ein- 
gliedrige Gruppe in die von Uf erzeugte tibergefiihrt. Daher: 
Satz 3: Durch Hinfiihrung neuer Veréinderlicher kann jede ein- 


guedrige Gruppe der Ebene in jede andere eingliedrige Gruppe derselben 
verwandelt werden. 


Verlangt man insbesondere, dass die neue infinitesimale Trans- 


eoniishe formation die Form habe 
orm. 


Ufa tt 


6H? 
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so hat man die beiden Differentialgleichungen zu erfiillen: 
Si a eae ares oo Deas 
Die von Uf erzeugte Gruppe ist die der Translationen langs der 
y-Axe. Dies wissen wir aus friiheren Beispielen, kénnen es aber auch 
durch Integration des simultanen Systems 
dy, dt 
Sn ag ptuarmee 2 
mit den Anfangswerten x, y, 0 erkennen, denn dann ergeben sich die 


endlichen Gleichungen der von a erzeugten Gruppe in der Form 


m= t, =o. 

Die hier betrachteten neuen Verinderlichen sind schon friiher bei 
Ableitung des Theorems 3 (§ 1) yorgekommen. Damals fanden wir 
diese canonischen Variabeln ohne Integration der Differentialgleichungen 
(14) aus den endlichen Gleichungen der gegebenen Gruppe. 

Wenn aber nur die infinitesimale Transformation Uf derselben 
gegeben ist, so muss man, um x und y zu finden, die Differential- 
gleichungen (14) integrieren. Die erste derselben ist der gewéhnlichen 
Differentialgleichung 

ax dy 
eh wan 
aiquivalent und liefert als Integral y. Hat man dies gefunden, so 
kann man die zweite Differentialgleichung (14) durch blosse Quadratur 
integrieren. Diese ist nimlich dem simultanen System 
de ray! 
ae 
aquivalent, von welchem x(x, y) ein von }) freies bekanntes Integral ist. 


Wenn man also etwa aus 
dx 

— = dt 

é y 


vermoge des gefundenen Integrals 
(a, y) = c (= Const.) 
y eliminiert, so wird die linke Seite eine Function von # allein, die 
allerdings noch ¢ enthalt. Eine Quadratur liefert daher }) als Function 
yon @ und ¢ oder, wenn man wieder c= 1z(w,y) setzt, als Function 
von # und y. a 
Satz 4: Jede infinitesimale Transformation Uf ay fy Uw kann 


durch Einfiihrung eweckmissiger neuer Variabeln x, ¥ pe Lie Form 


Beispiel, 
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einer imfinitesimalen Translation a gebracht werden.. Die Bestummung 


von ¢ erfordert die Integration der ees 
fee 8 
worauf sich durch blosse van aus der pap sonia eels 


Uy=eP tng — 


berechnen lasst. 


Beispiel: Man soll die infinitesimale affine Transformation 
Ups a ot a 
auf die canonische Form Ba bringen. Wir haben zu setzen: 
Clee ie 
a 
Die Substitution: f= rz giebt 
Oe 
tase aa ali 
d. h. x ist frei von w: y= g(y). Ferner giebt f=»: 
Ove 
x ms iL 


also: 


) =lgu-+ p(y). 
Wir k6nnen z. B. 


Ley cae © 


setzen. (Vel. § 3 des 1. Kap., wo nur xy und y ihre Bedeutung ver- 
tauscht haben.) 


Sip: Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 


Mit Benutzung des Symbols . 
ee ae of 
upse sl 4 Zt 


fiir die infinitesimale Transformation 


By BOO es Ui Yio tater 
=§di+t-..-, dy=yndi-+..-- 


kénnen wir die Integration des simultanen Systems 


ax, dy, es 
uD E(x, 4%) Ae 4) a 
mit den Anfangswerten x, y, 0, wodurch sich nach Theorem 1 (§ 4, 
2. Kap.) die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen 


oder 
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Gruppe ergeben, wirklich durchftihren, allerdings vermittelst unend- 
licher Reihen. 

Diese Integration soll 2, und y, als Functionen yon a, y und ¢ 
oder, wenn man die Anfangswerte «x, y als Constanten betrachtet, als 
Functionen von ¢ darstellen. Jede Function f, = f(#,, y,) ist demnach 
als Function von ¢ zu betrachten und wir haben nach dem Maclaurin- 
schen Satze: 


(16) A=f@, 9) = ic v)|_ + = ae tis cele oe 


Ks ist nun 
af, — af, 1) as Of, da, 1s Of, ay, | 
dt dt Ox, dt Oy, at 
Nach (15) aber ist: 
At — Ear, 44), CHE 
sodass kommt: 
“= 


= E(x, W.) 4 si + 4%, yw) ° fe 


Diese Formel haben wir schon bei Hinfiihrung des Symbols der in- 
finitesimalen- Transformation (zu Anfang des § 2) gehabt. Die rechte 
Seite ist nichts anderes als Uf, aber geschrieben in 2, y,, was wir - 
durch U,f, ausdriicken: 


(17) oh _ Uf. 


Jede Function f, von 2%, y ik also nach ¢ differenziert U,f,. Hine 
solche Function ist aber U,f, selbst. Mithin ist 


oo UNO 


Dies ist so zu verstehen, dass zuerst U,f, zu bilden ist und auf die 
dadurch hervorgehende Function g(2,, y,) nochmals U,f auszufiihren, 
also U,g zu berechnen ist. Nach (17) ist also auch 
a*hs 
oh = U,(U,f)- 
Weiter differenzieren wir U,(U,f,), das auch als Function von 2, y, 
zu betrachten ist, nach ¢ und erhalten analog 
a" 
eA UACAD 
u. 8. w., allgemein 


(18) Th — U,(U,¢-- (Gif) -+))- 


m-mal 
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Setzen wir nunmehr in dieser Formel tf = 0, so gehen 2, y, in 


az, y, U,f, in Uf, U,(U,f,) in U(Uf) u. s. w. tiber. Folglich kommt: 
Le 
(19) Fee eater ane 


bee 


m-mal 


Reihenent- Hiernach geht die pated tae (16) iiber in bots 


Bete (20) =f. n= hay) + UP + os UN) + og UU) + 


und diese Formel gilt fiir jede Function f(x,, y,) der transformierten 
Variabeln 2,, y,;, also auch fiir f, = 2, und f= y,, sodass imsbesondere 
folgt: 


aot + Un + og U2) + pay Ua) + 
nay tz Uy t+ 75 Uy) + ey UUW) + 


Diese Gleichungen sind die, welche wir suchten. Sie driicken ja 
X4, y, als Functionen von ¢ und den Anfangswerten w, y aus, d. h. 
sie sind die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen 
Gruppe. Da wir immer nur solche Gruppen betrachten, bei denen 2, 
und y, analytische Functionen von 2, y und ¢ sind, so ist sicher, 
dass diese Reihen jedenfalls fiir Werte von ¢ in der Nahe von ¢=0O 
convergieren. 

Theorem 4: Die endlichen ene aS von der infini- 


tesimalen Transformation ie fo n ot i erzeugten eing lie- 


(21) 


drigen Gruppe kinnen in Form von Radwonedi ween nach 
dem Bes teee t der eek SO te werden: 


noytt tes Uy +, Uta) + 
und jede Function f von x,, y, hat die Form: 
few) =fey) ++ vfey+e a Uf(a, y)) + 
+ 54 U(U(Uf@,y)) ++ 


Im vorigen Kapitel, im Theorem 1 (§ 4), berechneten wir nur 
die ersten Glieder der Reihenentwickelungen: 


mmapet + (ee nS) Oa... 
w—ytag testis) ot 
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Schon damals leuchtete ein, dass die héheren Glieder durch £ und y 
vollsténdig bestimmt sind. Das Gesetz der Reihenentwicklungen ist 
nun in unserem Theorem 4 angegeben. Durch diese Gesetzmissigkeit 
zeichnen sich die Reihenentwickelungen einer eingliedrigen Gruppe vor 
beliebigen Reihenentwickelungen nach Potenzen von ¢ aus. 


Wir wollen zu den Entwicklungen dieses und des vorhergehenden 
Paragraphen einige Beispiele geben. 
1. Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation Beispiele. 


0 0 
UfS—y se tas. 
In der Form (21) sollen die endlichen Gleichungen der von Uf er- 


zeugten eingliedrigen Gruppe dargestellt werden. 
Hs ist hier offenbar: 


Uz =—y, Os: 
U(U(Us) =y, U(U(Uy)) =—«, 


U(U(U(Ua))) =2, U(U(UUy)) =y 


u. s. w. Man erkennt leicht die Gesetzmissigkeit dieser Werte. Nach 
(21) kommt also: 


ee i # He ‘3 i See, 
ine Meee eyo A: {Tos ay, | Py ges Fd ? 
t 12 £2 {4 
Vea tg 4s a ae te 
oder: : 
t? be ) it t ) 
m=a(l—Potpygg hate Ss) 1L ’ 


t t? 


2 4 

n=2(e—peat:)+90-Gt+ress = ae)? 

Nach bekannten Reihenentwickelungen ist also: 
“,=xcost—ysint, y,=axsint-+ y cost. 

Die gesuchte Gruppe ist die der Rotationen um den Anfangspunkt, 
was wir auch aus unserem Beispiel in § 2 des 1. Kap, hitten ent- 
nehmen kénnen. 

Es soll nunmehr Uf auf die canonische Form, d. h. auf die Form 


-der infinitesimalen Translation a gebracht werden. 
Nach Satz 4 sind die neuen Variabeln zr, y so zu wiahlen, dass 
se 0 ot 
EG a 
— ah) Zh 
OD sre ratte sh By 
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wird. Die erste Differentialgleichung ist der gewohnlichen Differential- 


eleichung 
Biasae LY 
oder: 
eda + ydy = 0 


aquivalent und hat das Integral 


t= a? + yy’, 
Die zweite Differentialgleichung ist dem simultanen System 


Aquivalent. Zur Integration desselben, die durch eme Quadratur zu 
ermoglichen sein muss, brauchen wir tibrigens nicht erst, wie es oben 


im Text geschah, y vermége x? + y® =e zu eliminieren, Ks kommt 
namlich : 
dx=— ydy, dy = adh 
und also: 
ady — ydx = (a” + y’)dy 
oder: 
_ “wdy— ydaz 
GY ag nee 


Die rechte Seite ist nichts anderes als das Differential von are tg f . 


Ks ist daher: 
r=e+y, y —aretgs 


zu setzen. Natiirlich hitten wir auch y in der Form Ya?-+ y® an- 
nehmen kénnen. Alsdann sind y und y die Polarcoordinaten 7, q. 
Wir gelangen also dann zu denselben canonischen Variabeln wie in 
§ 2 des 1. Kap. (Vgl. auch Beispiel 1, Kap. 2, § 4.) 

2. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der in- 
finitesimalen Transformation 


erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reihenentwickelung darstellen. 
Hier ist Ux = 2, UUxr=zx us. w., analog Uy=y, UUy=y 
u. s. w. Also kommt nach (21): 


t Ue 

Neel a Ber an pe a I TNC, 
t Ure 

ty Ye oY sh ey ee 


Es ist dies die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen vom Anfangs- 
punkt aus. Als Parameter kann anstatt ¢ auch a = e* benutzt werden: 
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Mie Ot St Ys 
Allerdings entspricht dann nicht mehr dem Parameterwert 0 die 
identische Transformation, sondern dem Wert a = 1. 


Um canonische Veriinderliche x, ) einzufiihren, welche die infini- 
tesimale Transformation auf die Form zi bringen, haben wir nach 
Satz 4 anzusetzen: 


Say i pal 
U tian oars ? 


Soh 0h Cpe 
Uy=arity Ba 


Die erste Gleichung ergiebt, dass xy eime Function von i ist, also etwa: 


v — - 
Die zweite ist dem simultanen System 
dx dy | 
a Aaa ccoagat 
aquivalent. Es darf also z. B. 
) = log x 


gesetzt werden. In der That ist dann: 


0 0 7] 0 
Upset y aU t+ yt 


ae YN oR af ofl 
= wie) aE + U(log zx) 0 
y t ST 
=(—«-% i) Fee ea a ae 
In ihnlicher Weise behandele man die infinitesimalen ‘T'rans- 
formationen: 


3. Beispiel: py a 
4. Beispiel: Upset Ft wy 3, 
5. Beisel: Uf =e ge 


Man iiberzeuge sich jedesmal davon, dass die durch Reihenentwickelung 
erhaltenen endlichen Gleichungen wirklich Gruppen darstellen. 
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Kapitel 4. 


Bestimmung aller Functionen und Curven, welche bei einer ein- 
gliedrigen Gruppe der Ebene invariant bleiben, insbesondere der 
Bahneurven. 


Werfen wir einen Riickblick auf die beiden vorhergehenden Ka- 
pitel, so fallt in die Augen, welche hervorragende Stelle der Begriff 
der infinitesimalen Transformation in der Theorie der eingliedrigen 
Gruppen einnimmt. Die infinitesimale Transformation ist der wahre 
Reprasentant der eingliedrigen Gruppe; es wird sich namlich spater 
immer zeigen, dass alle auf die eingliedrige Gruppe beztiglichen Probleme 
durch Benutzung der infinitesimalen Transformation derselben allein 
gelést werden kénnen. Dies wird es gerechtfertigt erscheinen lassen, 
wenn wir Ofters statt von der durch die infinitesimale Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe kurz von der eingliedrigen Gruppe Uf 
sprechen. 

Die Transformationen einer Gruppe stellen nun Operationen vor, 
durch welche die Punkte der Ebene in neue Lagen tibergefiihrt werden. 
Hs bietet sich demnach ganz von selbst die Frage dar, welche Gebilde 
bet allen Transformationen der Gruppe ungedndert bleiben, indem zwar 
die Punkte eines solchen Gebildes durch die Transformationen der 
Gruppe in neue Lagen kommen, aber doch immer wieder in Punkte 
desselben Gebildes iibergehen. Das hiermit angedeutete Problem hat 
zwei Seiten, eine analytische und eine geometrische. Hinerseits kann 
man nach allen Functionen S(x, y) respective allen Gleichungen 
Q(x, y) = Const. fragen, welche bei allen Transformationen der 
Gruppe ungeindert bleiben, andererseits nach allen Curven 82(x, y) = 0, 
welche bei allen Transformationen der Gruppe ungeindert bleiben. 

Mit diesen beiden Problemen werden wir uns in diesem Kapitel 
beschaftigen. 


§ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe in der Ebene. 


Die wichtigen Reihenentwickelungen im Theorem 4 (3. Kap., § 3) 
liefern fast unmittelbar die Bestimmung aller Fanctionen 2(a, y) 
welche bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
(1) r= (2, y, t), 4, = (2, y, t), 
deren infinitesimale Transformation 


, 
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ist, ungedindert bleiben, d. h. fiir welche bei beliebigem ¢ stets 


2(%,, Y,) = Aa, y) 
ist. Nach jenem Theorem lisst sich ja (x,, y,) in eine Reihe nach 
¢ entwickeln und unsere Forderung sich so schreiben: 


t oe 
Diese Gleichung soll fiir jedes ¢ erfiillt sein. Insbesondere muss also: 
UQ(a, y) =0 


sein. Offenbar ist aber alsdann der Forderung auch fiir jedes ¢ ge- 
niigt, denn dann ist 

U(UR(a, y)) = U(0) =0 
u. Ss. W. 

Theorem 5: Hine Function Q(x, y) bleibt invariant bei 
allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe Uf dann 
und nur dann, wenn identisch UQ(a, y) = 0 ist. 

Die Bedingung US = 0 stellt offenbar eine lineare partielle 
Differentialgleichung dar: 


2 
ee 
Da dieselbe immer Lésungen besitzt, so .giebt es sicher eine Invariante 
&, aber auch nur eime im wesentlichen, denn mit 8 erfiillt zwar jede 
Function (8) die Gleichung, aber keine sonstige Function. 
Satz 1: Jede Function emer Invariante emer einghedrigen Gruppe 


der Ebene ist wieder ene Invariante derselben, und alle Invarianten der 
Gruppe lassen sich als Functionen emer einzigen Invariante darstellen. ° 


Wenn man eine Schar von oo! Transformationen der Ebene betrachtet, 
die keine Gruppe bilden, so steht die Sache wesentlich anders. Z. B. die 
oo! Transformationen 


m=e#+1, y4=yt+t 
bilden keine Gruppe, denn fiihrt man die zweite Transformation: 
t= % +1, %2=y%th 
nach dieser ersten aus, so ist die Reihenfolge beider der Transformation 
@=2+2, y=y+(t+4) 
iquivalent, welche nicht der Schar angehirt. Auch solche Scharen von oo! 


Transformationen kinnen Invarianten haben. Die Function tg wx z. B. bleibt 
bei jeder Transformation: 


mn=e+i, m=ytt 
ungeiindert, da tg a, = tg x(a + 1) = tg wa ist. Aber mit tg wx ist 
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nicht jede Function von tg x” invariant, sonst mtisste ja 2 eine Invariante 
sein, wiihrend doch « bei jeder Transformation der Schar um 1 wichst. 
Ein anderes hierhergehiriges Beispiel bietet die Schar von oo’ Trans- 
formationen 
Uy SH, WwW =u tt, 
welche ebenfalls keine Gruppe bilden. Hier ist zwar ” eine Invariante, 
aber nicht « selbst. 
Andere Scharen von oo’ Transformationen, die keine Gruppe bilden, 
besitzen tiberhaupt keine Invariante. Dies ist der Fall bei der Schar: 


=e, yey +-ti—1. 
Hine Invariante (a, y) derselben miisste die Gleichung erfiillen: 
Q(at,y + t— 1) = Q(a, y) 
und zwar fiir jedes ¢. Fiir f= 1 ist sie erfillt. Fir = 1-+ d¢ kommt: 
Q(x + adt, y + dt) = Q(a, y) 


oder, wenn man die linke Seite entwickelt 


(0, 9) + BEY bt + SEM 54 — (0,9), 
d. h. 
02(x, Y) O2(a, y) 
Bien + gs ae 0. 
Diese Differentialgleichung wird von jeder Function 
2 == F(ee-") 


erfiillt. Soll eine solche bei allen Transformationen 
Ol 9 = a 
invariant sein, so muss also 
F(ae—") = F(ate-¥—* 14) = F(te—*+1 2-9) = F(xe-?) 


sein. Da ¢ beliebig ist, ist dies nur dann mdglich, wenn F' bloss eine 
Constante ist. Die vorliegende Schar besitzt also gar keine Invariante. 


Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe sind, oder sagen wir, 
da es im wesentlichen nur eine giebt, die Invariante einer eingliedrigen 
Gruppe ist emer einfachen geometrischen Deutung fahig. Um diese 
auseinanderzusetzen, bedarf es jedoch einiger Vorbereitungen. 


§ 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebéne. 


Wir wollen uns auf einen beliebigen Punkt p, mit den Coordi- 
naten %, Y) alle Transformationen unserer eingliedrigen Gruppe 
(1) “= p(n, Y, t), y= w(a, Y, t) 
ausgefiihrt denken. Bei diesen Transformationen geht er tiber in die 
Punkte (a, y), welche durch die Gleichungen 
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(2) ® = P(X, Yor t), Y= Yay, Yost) 
bestimmt werden, in denen ¢ willkiirlich ist. 

“Den Ort aller cot Punkte, in welche ein bestimmter Punkt 
Py der Ebene vermége aller Transformationen (2) der vorgelegten 
Gruppe tibergefiihrt werden kann, nennen wir seine Bahkncurve. Die Bahnewve. 
Gleichung derselben ergiebt sich durch Elimination von ¢ aus den 
beiden Gleichungen (2) in der Form 


0a (x, Y, X%) Yo) ==) 
in der 2, yy, die Coordinaten des urspriinglichen,Punktes, die Rolle 
von Constanten spielen. Die Gleichungen (2) geben fiir jedes ¢ einen | 
Punkt (x, y) der Curve, insbesondere geben sie fiir den der identischen 
Transformation entsprechenden Parameterwert, also etwa ftir t= 0, 
den Punkt p, selbst. 

In dem Wesen des Gruppenbegriffs liegt es, dass alle Punkte auf 
der Bahncurve des Punktes p, eben diese Curve auch zur Bahncurve 
haben. Hine gewisse Transformation der Gruppe namlich wird p, in 
einen beliebigen anderen Punkt p, auf der Bahncurve von p, tiber- 
fiihren. Wenn man nun aut p, irgend eine Transformation der Gruppe 
austibt, so wird dieselbe etwa p, nach p, bringen. Auch p, hegt, wie 
wir beweisen werden, auf der Bahncurve von p,. In der That, die 
Aufemanderfolge jener beiden Transformationen der Gruppe, deren erste 
pp, nach p,, deren zweite p, nach p, brachte, ist gemiiss der Gruppen- 
definition einer einzigen Transformation der Gruppe Aquivalent, welche 
direct p, nach p, versetzt. Aber alle Transformationen der Gruppe 
fiihren p, stets in Punkte seiner Bahncurve tiber, also auch diese, 
welche p) nach p, bringt. Demnach liegt p,, der Punkt, m welchen 
p, bei einer beliebigen Transformation der Gruppe iibergeht, auf der 
Bahneurve von py. 

Satz 2: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe der Ebene p, em Punkt 
auf der Bahncurve des Punktes p,, so ist diese Curve auch Bahneurve 
des Punktes p,. 

Zu jedem Punkt gehért also eine Bahneurve, jede Bahnewrve aber 
ist Bahneurve fiir thre oo Punkte. 

Die Uberlegung, welche zum Satz 2 fiihrte, lasst sich in einige 
wenige Gleichungen zusammenfassen, wenn man von einer einfachen 
Symbolik Gebrauch macht, die wir, da sie auch spiiter benutzt wird, 
hier kurz auseinandersetzen: Wir wollen unter 7, 7, 7. --- die 
Transformationen unserer Gruppe verstehen, welche den Parameter- 
werten t= a,b,c--+ zugehdren, und unter 7, 7; die successive Aus- 
fiihrung der Transformationen 7, und 7, oder also die Transformation 


F 
Lie, Differcntialgleichungen, D 
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T verstehen, welche der Aufeinanderfolge von 7, und 7, aquivalent 
ist und auch der Gruppe angehért. Da diese Transformation 7’ von 
den Parameterwerten a und b abhingt, werden wir sie besser noch 
mit Zia») bezeichnen. Die Aquivalenz der Reihenfolge von 7’, und 7, 
mit 7a» kénnen wir in Form einer symbolischen Gleichung ausdriicken: 
T, T, = Ta), 

die weiter nichts als diese Aquivalenz ausdriicken soll. (p))Z. ferner 
soll der Punkt p, sein, in welchen py, durch Ausfiihrung der Trans- 
formation J, tibergeht, was wir symbolisch so schreiben: 


DP, = (Bo) La (Po) La = (1) 
Unsere obige Beweisfiihrung stellt sich nun so dar: Ist 


Dy = (Do) Ta, 


so ist, wenn noch J, ausgefiihrt wird: 
(11) Ls = (Po) La Tr 
hs if = Das) 


(,) T, = (C23) Tar) - 


(p)) Tas) ist aber ein Punkt der Bahncurve yon p,, (9,) 7; ein be- 
hebiger Punkt der Bahncurve von p,. Letztere Bahneurve fallt also 
mit der ersteren zusammen. 

Satz 2 kénnen wir auch so aussprechen: 

Satz 3: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitet co! Bahneurven. 

Diese co’ Bahncurven tiberdecken die ganze Hbene, da jeder Punkt, 
der nicht iiberhaupt bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe 
bleibt — und diese sind nur Ausnahmestellen —, eine Bahneurve besitzt. 

Wenn wir auf den Punkt ») insbesondere die infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe ausiiben, so muss er natiirlich auch in einen 
Punkt seiner Bahncurve tibergehen. Dabei bewegt sich aber der 
Punkt py nur unendlich wenig und zwar in der Fortschreitungsrichtung, 
welche die infinitesimale Transformation ihm zuordnet. Also: 

Satz 4: Die Richtung einer Bahncurve stimmt in jedem Punkte mit 
der Ltichtung tiberein, welche die infinitesimale Transformation der ein- 
guedrigen Gruppe dem Punkte zuordnet. 

Oder auch: 

Satz 5: Hin Punkt, welcher bestiindig der thm durch die infinitesi- 
male Transformation der eimgledrigen Gruppe jeweils zugeordneten Rich- 
tung folgt, beschreibt eine Bahneurve. 


oder, da 


ist: 


Mit den Bahneurven unserer eingliedrigen Gruppe hingt nun die 
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Invariante derselben, die wir im vorigen Paragraphen betrachteten, 
eng zusammen. Hs stelle nimlich 
(x, y) = Const. 
die Schar der Bahneurven dar. Fiihren wir eine allgemeine Trans- 
formation 
x, = P(x, y, t), Pie? p(a, y, t) 

der Gruppe aus, so gehen alle Punkte (a, y) der Bahncurve w(a,y) =e 
wieder in Punkte (#,, y,) derselben Bahncurve tiber, d. h. es ist sicher 


69 (a, Y1) Sr Os 
sobald w(a, y) = c ist, und zwar fiir alle Werte von ~, y, ¢ und c. 
Hs ist also notwendig 
(2; , I) = a(x, y) 

fiir alle Werte von x, y und t, d. h. w(#, y) ist eine Invariante der 
Gruppe. 

Setzen wir andererseits eine Invariante 8(a, y) der Gruppe gleich 
einer Constanten, so stellt sie eine Bahneurve dar, denn die Definitions- 
gleichung der Invariante 


2(L, 4) = 2H, y) 
sagt aus, dass auch der von der Stelle (x, y) der Curve 2 (x, y) = ¢ nach 
der Stelle (7,, y,) transformierte Punkt auf der Curve (x, y) = liegt. 
Satz 6: Die Invariante eimer eingliedrigen Gruppe der Ebene ist 
dadurch charakterisiert, dass sie, gleich emer Constanten gesetzt, die 
Bahneurven definiert. 
Es erhellt dies schliesslich auch aus der Gleichung 


a. io re) 
welche die Invariante & erfiillen muss. Erinnern wir uns namlich 


an den engen Zusammenhang, der zwischen der Gleichung Uf = 0 
und der gewohnlichen Differentialgleichung 


da dy 
aes) 
besteht (vgl. § 5 des 1. Kap.), so folgt ohne weiteres, dass die Curve 
Q(a, y) = Const. in jedem ihrer Punkte (7, y) die Richtung $Y =; 


besitzt, welche die infinitesimale Transformation der Gruppe dem be- 
treffenden Punkt zuordnet, dass also die Curve Bahncurve ist. 


Die Invariante 2 ist Lésung der linearen partiellen Differential- 
gleichun 
a _ 32 a 6 
Ga + Ty — 
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Ihre Auffindung erfordert also eine Integration. Kennt man jedoch 
die endlichen Gleichungen der Gruppe 

(1) 2 = 9(%,4y,t), w= w(x, y, t), 

so kann man die Bahncurven und mit ihnen die Invariante durch 
bloss algebraische Operationen bestimmen. Wir fanden ja die Bahn- 
curve des Punktes (x,y) durch Elimination von ‘¢ aus 

== P(X, Yor), Y= V(Lo, Yo t) 


Wa, Y, X%, Yo) = 0. 
Da es nur oo! Bahncurven giebt, treten die Constanten 2, y, hierin 
nur in einer Verbindung auf und die letzte Gleichung der oo’ Bahn- 
curven lisst sich also umformen: 

f(a, Y; c) ==; 
sodass die Auflésung nach der (von a, und y, abhiingigen) Constanten ¢ 
die Invariante 


in der Form 


Q(z, y) =¢ 
liefert. Am bequemsten verfihrt man, um die zwei Constanten 7%, yo 
auf eine einzige zu reducieren, so, dass man y, einen bestimmten 
Zahlenwert, wie z. B. 1, erteilt. Alsdann stellt 

Wa, Y, X) 1) aa 

alle von den Punkten der Geraden y= 1 ausgehenden Bahncurven 
dar, also alle Bahncurven tiberhaupt (sobald nicht etwa y = 1 selbst 
eine invariante Curve ist). Auflésung nach a, liefert nun etwa 

(x, Y) = Xp 
und w(x, y) ist demnach die Invariante. 

Satz 7: Die Bahnewrven und die Invariante emer eingliedrigen 
Gruppe der Ebene lassen sich auf rein algebraischem Wege finden, sobald 
die endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt sind. 

Die fritheren Beispiele von oo! Transformationen, die keine Gruppe 
bilden (siche Schluss des § 1), wollen wir jetzt geometrisch erliutern. 

Wir sahen, dass die Schar: 

qg=otl, 4 =y et 

die keine Gruppe ist, die Invariante tg wa besitzt, wiihrend # keine In- 
variante ist. Das geometrische Gebilde, welches durch tg wz = darge- 
stellt wird, wo c eine beliebige, aber bestimmte Constante sein soll, ist 
eine Schar von oo! discreten Geraden, die simtlich der y-Axe parallel laufen 
und die Abstiinde 1 von einander haben. Bei einer jeden der obigen Trans- 
formationen bleibt in der That die Gesamtheit dieser Reihe von Geraden 
ungeiindert, indem sie die Punkte emer jeden dieser Geraden in die der 
nichsten Geraden der Schar iiberftihrt. Von Bahncurven kann hier nicht 
die Rede sein, da die Punkte sich bei jeder Transformation ep uR ECs 
tindern, indem # um 1 wichst. 
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Auch bei der Schar von oo! Transformationen 
m= — 2, Hoyt, 
die keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, die Invariante a? besitzen, 
giebt es keine Curven, die wir etwa als Bahncurven bezeichnen kénnten. 
a” = stellt zwei Geraden parallel der y-Axe dar. Thr Inbegriff bleibt 
insofern bei allen obigen Transformationen ungeiindert, als dieselben die 
Punkte der einen Geraden in die der anderen tiberfiihren und umgekehrt. 
Bei der Schar von oo! Transformationen dagegen: 
%=at, y =yt+i—-i, 
die auch keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, keine Invariante besitzen, 
kann man sehr wohl von Bahncuryen sprechen, da hier die identische Trans- 
formation und eine infinitesimale Transformation, nimlich « es + a vor- 
kommt. Der Punkt (2), y)) wird durch die Transformationen der Schar 
in die Punkte: 
L= Kt, y=Y¥t+ti-—1 
tibergefiihrt, also in die Punkte der Geraden: 
x 


ee ee eto) 


die durch (x), y) selbst hindurchgeht. Wir bemerken aber, dass jeder 
Punkt dieser Geraden wieder eine andere Gerade, nicht diese, als Bahn- 
curve hat, indem die obige Gleichung oo” verschiedene Geraden darstellt. 
Obgleich es hier einen Sinn hat, von Bahncurven zu reden, ist doch der 
Satz 2 oder 3 bei der vorliegenden Schar von oo’ Transformationen, die 
keine Gruppe bilden, nicht erfiillt. 


§-3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
der Ebene invarianten Curven. 


Die Bahncurven haben die Higentiimlichkeit, dass eine jede fiir 
sich als Ganzes aufgefasst bei allen Transformationen der eingliedrigen 
Gruppe in Ruhe bleibt, indem alle Punkte der Curve wieder in Punkte 
derselben tibergefiihrt werden. 

Fragt man andererseits iiberhaupt nach einer Curve, welche als 
Ganzes aufgefasst bei der Gruppe in Ruhe bleibt, so findet man, dass 
dieselbe eine Bahncurve ist, sobald es wenigstens einen Punkt auf ihr 
giebt, der nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt. 
Denn dieser Punkt geht ja bei Ausfiihrung aller Transformationen der 
Gruppe iiber in Punkte seiner Bahncurve, wiihrend er doch auf der 
gesuchten Curve verbleiben soll. 

Es ist nun aber auch méglich, dass Curven existieren, deren 
simtliche Punkte bei allen Transformationen der eingliedrigeu Gruppe, 
und zwar jeder fiir sich, in Ruhe bleiben. Dann ist selbstverstiindlich 


Invariante 
Curve. 
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auch die ganze Curve invariant, aber sie ist doch keine Bahncurve. 
Dass dies wirklich vorkommt, haben wir in § 3 des 1. Kap. bei der ein- 
gliedrigen Gruppe der affinen Transformationen gesehen. Analytisch 
lassen sich leicht die Bedingungen dafiir angeben und die Mittel zu 
ihrer Bestimmung finden: Ein Punkt, der bei der ganzen Gruppe in 
Invarianter Ruhe bleiben soll, bleibt bei der infinitesimalen Transformation 
meen f, of 
ops=ese tag! 
der Gruppe invariant, d.h. fiir ihn sind € und y Null. Die Coordi- 
naten 2, y solcher Punkte- bestimmen sich also aus dem Gleichungenpaar 
E(x, y) = 0, n (2, Y) ih 
Ks liegt nahe zu vermuten, dass jeder solche Punkt bei allen 
Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, denn er bleibt bei der 
infinitesimalen Transformation ungeaindert und eine allgemeine Trans- 
formation der Gruppe geht durch fortwahrende Ausfiihrung der in- 
finitesimalen Transformation hervor. Analytisch folgt es mit voller 
Stringenz aus den endlichen Gleichungen der Gruppe: 


t te y 
t t? 
Go YoU ye UU) eee 
denn es ist fiir den Punkt (7, y) sowohl & als 4 Null, mithin auch 


jeder Ausdruck von der Form Uw = - ++ ot also auch U( U2), 


U(Uy) u. s. w. Es kommt daber: x, =a, y, =y. 
Hs ist nun denkbar, dass die beiden Gleichungen 
&(%, 4) = 90, nay) =9 
nicht eine discrete Anzahl von Punkten (w, y), sondern eine oder einige 
continuierliche Scharen derselben liefern. Alsdann sind die von ihnen 
gebildeten Curven eben invariante Curven der besprochenen zweiten Art. 
Hine Curve kann also auf gweierlei Arten bei der eingliedrigen 
Gruppe invariant sein, entweder als Bahncurve oder als eine Ourve 
Kriterium yon lauter emnzeln imvarianten Punkten. Es fragt sich nun, ob ein 


der Inv: 
rianz einer gemeinsames analytisches Kriterium fiir invariante Curven der ersten 


Curve. 


und zweiten Art aufgestellt werden kann. 
Die Curve 


(3) 


oo (x, y) = 0 


ist invariant, wenn die Punkte (a, y) derselben bei einer beliebigen 
Transformation der Gruppe in Punkte (2, y,) derselben Curve tiber- 
gehen, d. h. wenn 
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; e (2, 4,) = 0 
ist vermége 
Wan Vj— 0) 
Nach Theorem 4 (3. Cap. § 3) muss also 
t 2 
o(x, y) + 7 Ue +>; Ue) +---=0 


sein vermége w(a, y¥) =O und zwar fiir jedes 4 Dies liefert als ein 
notwendiges Kriterium, dass 


Cas 0 


oder ausfiihrlich geschrieben: 
0@ 0@ 
Spas oy v 


seln muss vermége @ = 0. Dies ist nun auf zweierlei Weisen méglich: 
Entweder sind § und y, die Coefficienten, einzeln beide Null. Alsdann 
sind alle Punkte (x, y) der Curve fiir sich invariant, also ist es auch 
die ganze Curve. Oder aber zweitens lings der ganzen Curve o = 0 
ist die Tangentialneiguug 


) 


d. h. die Curve ist Bahncurve. Das als notwendig erkannte Kriterium: 
Uo = 0 vermége wo = 0 fiihrt also gerade nur auf invariante Curven, 
ist daher auch himreichend. 


Allerdings wire es auch drittens méglich, dass o und se eln- 


zeln vermége w =O verschwinden. Dies tritt z. B. ein, wenn man 
den Kreis mit Radius 1 um den Anfangspunkt durch die Gleichung 
(a? + y?—1)? = 0 darstellt. Aber wir kénnen immer voraussetzen, dass 
die Gleichung der Curve so geschrieben sei, dass dies nicht der Fall 
ist. Denn man braucht sie nur etwa in der nach y aufgelésten Form 


o=y—f(*«)=0 
anzunehmen, in der ra = 1, also nicht Null vermoge w = 0 ist. 
Somit hat sich ergeben: 
Theorem 6: Ls giebt zweierles Curven, welche bei einer 


eingliedrigen Gruppe 
of 
ay 


upsttity 


der Ebene invariant sein kinnen. Die einen, stets vorkommen- 
den, sind die «' Bahnecurven der Gruppe; sie werden erhalten, 
indem man die Invariante der Gruppe einer Constanten gleich 
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setzt. Die Curven der andern Art bestehen aus lauter einzeln 
invarianten Punkten, fiir welche &(a, y) = (a, y) = 0 ist. 

Fiir beide Curvenarten gilt das Kriterium: Die Curve oder 
die Gleichung o(x, y) = 0 ist bei der eingliedrigen Gruppe dann 
und nur dann invariant, wenn Uwa=O ist vermoge o=0, 


dabei vorausgesetat, dass die Gleichung o =O «in solcher 


P F 0@ Comme 
Form angenommen wird, dass nicht etwa az und By einzeln 


beide vermoge wo = 0 verschwinden. 

Zu unserem Kriterium machen wir noch eine Bemerkung: Da 
das Verschwinden von Uw vermége w =O die rein geometrische Be- 
deutung hat, dass wo =O eine bei der Gruppe Uf invariante Curve 
ist, und da diese geometrische Bedeutung unabhiingig von der Wahl 
der Coordinaten und der speciellen analytischen Darstellungsform der 
Curve ist, so folgt: 

Satz 8: Ist ber emer infinitesimalen Transformation Uf- in zwes 
Verinderlichen x, y der Ausdruck Ua(«, y) = 0 vermige a(x, y) = 0, 
so gilt das entsprechende auch ber Einftihrung von anderen Verdnderlichen 
und unabhingig von der Darstellungsform der Gleichung o == 0, wenn 


nur nicht = und a vermoge ao = 0 beide verschwinden. 


Das Kriterium lasst sich noch in etwas anderer Weise aussprechen. 
Ks liegt ja ausserordentlich nahe, sich der Redeweise zu bedienen, 
dass die Curve (a, y) = 0 die infinitesimale Transformation Uf ge- 
stattet, d. h. bei ihr invariant bleibt, wenn Uw = 0 vermége a = 0 
ist, denn die durch Uf transformierten Veranderlichen 


au —=ax+ Sdt, y, —y+ not 
miissen, soll om = 0 die infinitesimale Transformation U/ gestatten, 
die Gleichung @(a,, y;) =O vermége w(x, y) =O erfiillen und dies 
hefert: 
o(v + §dt, y+ 0t)= 


0@ 0 
g Os ais | Oy = 0, 
d.h. Uw = 0 vermége wo = 0. 

Da wir sahen, dass dies Kriterium auch hinreichend dafiir it 
dass die Curve bei Ane Transformationen der Gruppe invariant bleibt 
oder, wie wir auch haufig sagen werden, dass sie alle Transformationen 
der Gruppe gestattet, so folgt: 

Satz 9: Hine Curve oder Gleichung (x, y) = 0 gestattet alle Trans- 
formationen der eimgledrigen Gruppe Uf der Ebene, sobald sie die in- 
finitesimale Transformation Uf zuldsst. 


oder 
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Kine Reihe einfacher Beispiele soll die Hntwickelungen dieses Boispiele. 
Kapitels erliutern, indem wir die Curven und Punkte aufsuchen, welche 
bei gewissen durch ihre infinitesimale Transformation Uf gegebenen 


eingliedrigen Gruppen invariant bleiben. a Re ox 
1. Beispiel: Sei can +N 
wees bo caid 
Uf= Le ae 
Ox 


Die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe ist die der affinen Trans- 
formationen: 

Ln W=y. 
Hier ist die Invariante 2 zu bestimmen aus 


Daher darf 8 = y angenommen werden. Die Curven y = Const. sind 
also die Bahncurven. Um die eventuell existierenden Curven mit 
lauter einzeln invarianten Punkten zu finden, haben wir § = 7 =O 
zu setzen. Dies giebt hier nur «=O, d.h. alle Punkte der y-Axe 
sind invariant. Die y-Axe ist folglich auch eime invariante Curve. 
Schematisch deuten wir diese Ergebnisse durch die Fig. 5 an, in 
welcher die Pfeile lings der Bahncurven y = Const. die Richtungen 
angeben, in welchen sich die Punkte vermége der infinitesimalen Trans- 


Natiirlich wiirden alle Pfeile umzukehren 


of 
sein, wenn man ae infinitesimale Transformation in der Form — ax An 


formation 


angenommen hitte. 


SS 


IIIA AIA 


a a a A a 
y 


—-< moa aes * 
eee a a a 
=< — == 
Fig. 5. Fig. 6. 
2. Beispiel: Sei ar 


Uf erzeugt die Gruppe 
t= 2 yt, Y= Yy. 
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Auch hier ist die Invariante 2 = y zu setzen und die Curven y = Const. 
sind die Bahncurven. Fir die einzeln invarianten Punkte haben wir 
die Bedingung y=0, d.h. alle Punkte der w-Axe sind einzeln in- 
variant. Daher vorstehendes Schema (Fig. 6). Man bemerke, dass 
die Gerade y =, deren Punkte simtlich in Ruhe bleiben, der Schar 
der Bahneurven angehort. 

3. Beispiel: Die infinitesimale Transformation der eingliedrigen 
Gruppe der Rotationen lautet: 


0 0 
UfS—y se tage. 


Die Invariante 8 bestimmt sich aus: 


02 02 
ere sai 
Da 
da _ dy 
2) a 
oder 


adxz + ydy =0 


die zugehérige gew. Differentialgleichung ist, so ist die Invariante 
2=2?+y? zm setzen, Die Bahncurven sind, wie wir ja schon wissen, 
die Kreise um den Anfangspunkt: #? + y? = Const. Setzen wir hier 
—=—y7 =O, so kommt nur ein einzelner invarianter Punkt, namlich 


der Anfangspunkt. Vel. die Fig. 7. 


a8 
> 
SS 


Bye 


4, Beispiel: Sei 


Die Invariante & der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe muss 
die Gleichung US = 0 erfiillen oder also die Gleichung: 


02 0 
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. a a . 
Daher ist 2 = a zu setzen. Die Bahncurven sind also die Geraden 


y noes ee i 
Sse Const. Die einzeln invarianten Punkte ergeben sich aus £ = 7 =0, 


Ks kommt 2? = wy =O oder x =0. Also ist die y-Axe eine in- 
variante Gerade, bestehend aus lauter invarianten Punkten (Fig. 8). 
Die endlichen Gioicninoen der Gruppe sind, wie man berechnen mége: 


uh 


x 
4 p =— ———-e 
i t— et? ve ert 


Weitere Beispiele zur Suan ee habe eine der Formen: 
eo Fp y of 


ae ss 
ee y oy? 


3) 0 oe Zs aa oa se 


2) “a 


Man bestimme die invarianten Curven ae Punkte bei den betreffenden 
von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppen und berechne die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppen entweder durch directe Integration des 
bekannten simultanen Systems oder durch Benutzung der Reihen- 
entwickelung. 

Man beweise, dass der Kreis 


a yf = 1 


bei allen Transformationen der von der infinitesimalen Transformation 


(@ —s) s64+0-s) 3 


erzeugten eingliedrigen Gruppe invariant bleibt, und zwar ohne die 
endlichen Gleichungen dieser Gruppe zu benutzen. 


§ 4. Hinige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen 
der Ebene. 


Im Anschluss an die in den bisherigen Kapiteln dargestellten 
Theorien wollen wir in diesem Paragraphen gewisse interessante Gat- 
tungen von infinitesimalen Transformationen besprechen. ; 

1) Die projectiven infinitesimalen Transformationen. — Unter einer Projoctive 
projectiven Transformation der Ebene versteht man eine solche, welche oman 
alle Punkte einer beliebig gewihlten Geraden wieder in die Punkte 
einer Geraden iiberfiihrt. Aus der projectiven Geometrie entlehnen 
wir hier die Thatsache, dass eine projective Transformation der Kbene 


allgemein dargestellt wird durch zwei Gleichungen yon der Form: 
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: oy BE OY Fr ¢ _ hatkhy +l 
© 1 dafeytg? 1 defey +9’ 

in denen also die Nenner beider Briiche dieselben sind. Dass diese 
Transformation alle Punkte einer Geraden wieder in die einer Ge- 
raden verwandelt, ist leicht zu verificieren: Die Punkte (#, y) der 
Geraden 


y=ur+m 
werden in Punkte (z,, y,) iibergefiihrt, fiir die 
(a+ bu)a + bm+e (h + ku) w+ hm +l 

~dpen)atem+g’? “~G@tenatemty 
ist. Durch Elimination von a folgt hieraus fiir den Ort der trans- 
formierten Punkte (2,, y,) die Gleichung: 

(d + ex)x,—(a+ bx) (em+g)x,—(bm-+e) | 

(d+ ex)y,—(h+ ku) (em+y)y, — (km + I) | 
Dieselbe ist linear in 4%, y,, denn die quadratischen Glieder x,, y, 
heben sich gerade weg. Sie stellt daher ebenfalls eine Gerade dar, 
auf der alle transformierten Punkte (,, y,) liegen. 

Andererseits lehrt diese Betrachtung aber nicht, dass die Trans- 
formation (4) die allgemeinste ist, welche alle Punkte einer beliebigen 
Geraden wieder in die Punkte einer Geraden tiberfiihrt. Dies entnehmen 
wir vielmehr, wie gesagt, aus der projectiven Geometrie. 

Die Transformation (4) ist die identische, wenn a, g und k gleich 1, 
alle anderen Constanten gleich 0 sind. Wiinschen wir eine ¢nfinitesi- 
male projective Transformation zu erhalten, so haben wir also den 
Constanten a, g und & unendlich wenig von 1, den tibrigen Constanten 
unendlich wenig von 0 abweichende Werte zu erteilen. So kommt: 

(1+ daje+ ob-y4de oh-x + (1+ ok) yl 
~ dd-a+ de-ytiadg? “4 dd-¢4 de-y+14.39° 
Bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung ist aber bekanntlich 
1 
Ood-x+0de-y+ti+tog 
und daher kommt: 


x, =([(1 + da)x + 0b-y-+ dc] [1 — dd: a — de-y — dg], 

y, =[dh-a+ (1+ 0hk)-y+ 01] [1—dd-x—de-y — dg], 
oder, wenn man ausrechnet und die unendlich kleinen Gréssen zweiter 
Ordnung nicht mehr beriicksichtigt, 

a, =(1—dd-a%— de-y—d0g)x4+ da-4+ 0b-y+4+ de, 

y, = (1 — dd- a — de-y— dg)y + bh-a4+ 0h: y+ Ol, 


d.h, und y erhalten die Incremente: 


ay 


= 0. 


My 


= 1—dd-x%—de-y— dg 
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da = 2, —2% = 0e+ (Oa — dg)a + Ob-y —Od- a? — be- ay, 
dy =y, —y = 01+ Oh-a + (Ok — 0g) y —Od- xy— de-y’, 
oder, wenn man die infinitesimalen Constanten anders bezeichnet: 
0x = (a+ cx + dy + hu* + kay) dt, 
dy = (b+ ex + gy + hay + ky’) dt, 
sodass die gefundene infinitesimale projective Transformation der Ebene 
das Symbol besitzt: 


Uf=(atex+dy+ha* +key) ae + b+ex+gy+hay ky’) af 


Wir werden spiter an passender Stelle beweisen, dass hiermit die 
allgemeinste infinitesimale projective Transformation der Ebene ge- 
funden ist*). 

Die 8 Constanten a, b, ¢---k koénnen irgendwie angenommen 
werden. Setzt man sieben derselben gleich 0, die iibrigbleibende 
gleich 1, so ergeben sich die folgenden 8 infinitesimalen projectiven 


A Me eee 
gfe) ee NOY of A yp 
6a? dy? a Y Ga? Cae ce 
7? a 


nae ay of E, zy ee + yt oF 


und die oben ae err projective Teigaracibtte Uf 
kann man dadurch herstellen, dass man diese 8 speciellen mit Con- 
stanten multipliciert und addiert. 

Unter den infinitesimalen projectiven Transformationen sind offen- 
bar auch einige uns. schon bekannte enthalten: die infinitesimalen 
Translationen, die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt, die 
infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus und 
die infinitesimale affine Transformation lings der -Axe. Hs ist geo- 
metrisch einleuchtend, dass alle diese projectiv sind, d. h. alle Punkte 
einer beliebigen Geraden wieder in die Punkte einer solchen tiber- 
fiihren. 

Kine gute Ubung ist es, die bei den oben angegebenen 8 infini- 
tesimalen projectiven Transformationen invarianten Punkte und Curven 
zu bestimmen. Auch ist es nicht schwer, die endlichen Gieichungen 
der von diesen 8 infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen 
Gruppen durch Integration der betreffenden simultanen Systeme auf- 
zustellen. 

*) Man bemerke, dass die Incremente da und dy, welche cine beliebige 


infinitesimale projective Transformation den Coordinaten «, y erteilt, ganze 
Functionen (zweiten Grades) von a, y sind, 
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Die bei der infinitesimalen projectiven Transformation 
Uf=(a+ ca +dy+ ha? +kaxy) 


invarianten Punkte #, y ergeben sich durch Nullsetzen der beiden 
Coefficienten: 


Bo we a 
Tt btext gy + hay + ky’) zt 


G 


atexa+t dy+tha+ kry =—0, 

b4-ea+ gy thay + ky = 0. 
Diese beiden quadratischen Gleichungen mitissen wir durch gemeinsame 
Wurzelpaare x, y zu befriedigen suchen. Die erste ist linear in y , 
und giebt: 


ae a+ cH + ha? 
Var dt ke 


Setzt man diesen Wert in die zweite ein, so wird sie nicht vom 
vierten, sondern nur vom dritten Gerade in x, d. h. es giebt (im all- 
gemeinen) drei Wertepaare x, y, und mithin lisst die infinitesimale 
projective Transformation Uf im allgemeinen drei verschiedene Punkte 
invariant. Es ist dann selbstverstindlich, dass die Seiten des von 
diesen drei Punkten gebildeten Dreiecks invariante Geraden sein miissen, 
denn jede dieser Geraden geht ja wieder in eine Gerade tiber, wihrend 
doch zwei Punkte auf ihr fest bleiben. Wire noch eine vierte Gerade 
invariant, so wiirden ihre Schnittpunkte mit den drei anderen invariante 
Punkte sein. Da es aber deren nur drei giebt, so folgt, dass im all- 
gemeinen keine vierte invariante Gerade existiert. Das invariante Ge- 
bilde von Punkten und Geraden ist also ein Dreieck. 

Wohlbemerkt konnen fiir specielle projective Transformationen 
(z. B. fiir die Translationen) ganz andere Umstiinde statthaben, denn 
es ist méglich, dass die obige Auflésung der beiden quadratischen 
Gleichungen bei besonderer Wahl der Constanten a, b, c---k zu ganz 
anderen Hrgebnissen fiihrt. Doch wollen wir hier nur den allgemeinen 
Fall in Betracht ziehen. in tieferes Hingehen auf diese wichtige, 
wenn auch einfache Frage ist hier noch nicht am Platze. 

Um nun die Bahneurven der von Uf erzeugten eingliedrigen pro- 
jectiven Gruppe zu bestimmen, wollen wir das Coordinatensystem so 
wihlen, dass die beiden Axen und die unendlich ferne Gerade jenes 
invariante Dreieck bilden. (Dies lasst sich immer durch eine projective 
Umformung des Coordinatensystems erreichen.) Alsdann haben die 
Constanten a, b, c---k in Uf specielle Werte. Da zuniichst der An- 
fangspunkt in Ruhe bleiben soll, so muss a= 6 =O sein (denn fir 
x = y = 0 miissen § und y verschwinden). Der unendlich ferne Punkt 
der «-Axe ist invariant, wenn jede Gerade, die ihn enthilt, also jede 
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Gerade x = Const., in eine ebensolche transformiert wird. Ist also 
x = Const. gesetzt, so muss auch « + da” = Const., d.h. da muss frei 
von y sein. Demnach ist d=k = 0. Analog ist e = h = 0, sodass bleibt: 


Uf= 2 


f Of 
Ox oy Oy 


Die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe 
ergeben sich entweder durch Integration des simultanen Systems 


Boyes OH 
Ch gy 
in der Form 
1 1 
Se lee, 
1 1 
g BM we by ey 


d. h. aufgelést in der Form 
t= 2, Y= ye, 
oder durch Reihenentwickelung. Es ist ja hier 
Ue==erv, UUr=x,.---, 
Uy=gy, UUy=9'y, ---, 


sodass kommt: 


t= “2- ox > eae, eae = LE", 


nyt oy stu pg to mye 
Die Bahncurven finden wir, indem wir aus 
L—= He", Y= yoo 


¢ eliminieren. Dies giebt als Bahncurve 


x \9 y 
ACs 
oder, wenn %! : 4° = vy (= Const.) gesetzt wird: 
uw — vy = 0. 
Man sieht, dass die Bahncurven algebraische Curven sind, wenn g und ¢ 
in rationalem Verhiltnis stehen. Fiir c= 1, g = 2 z. B. sind sie die 
Kegelschnitte: 
ee VY 0; 
d. h. alle Kegelschnitte, welche zwei Seiten des invarianten Dreiecks, 
nimlich die #-Axe und die unendlich ferne Gerade, in ihren Schnitt- 
punkten mit der dritten Seite, der y-Axe, beriihren. 
Ist ¢:g nicht rational, so sind die Bahncurven 


“I — py’ = 0 


Conforme 
Trans- 
formation. 
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transcendent. Um uns eine Vorstellung von ihrem Verlaufe zu machen, 
bemerken wir, dass ihre Differentialgleichung lautet: 


ae ae 

also die Differentialgleichung ihrer orthogonalen Trajectorien diese ist: 
da dys. 
GY eae 

oder: 


cada + gydy = 0, 
deren Integralcurven die Kegelschnitte 

ca” +. gy? = Const. 
sind. Mithin sind die Bahncurven von Uf die orthogonalen Trajec- 
torien*) einer Schar von ihnlichen und 4hnlich gelegenen Kegel- 
schnitten, deren Axen in 


| / ee _ den Coordinatenaxen lie- 
oo a oop ee A gen. (Siehe Fig. 9.) 


ca eed oe yee we 2) Die conformen 
pee 0 oder winkeltreuen wfini- 
a teeaeed ‘Sy ‘ tesimalen Transformatio- 
4 nen. — Hine Punkttrans- 

yee P 


x formation heisst conform, 


wenn sie zwei beliebige 
sich in einem Punkte p 
schneidende Curven in 
Curven tiberfiihrt, die sich 
in dem aus p nach p, transformierten Punkte unter demselben Winkel 
schneiden wie die urspriinglichen Curven in p. 

Wir wollen aus der Functionentheorie entnehmen, dass jede solche 
Transformation dadurch dargestellt wird, dass man die transformierten 
Coordinaten 2,, y, dem reellen Teile und dem Factor des mit i= /— 1 
behafteten Teiles emer beliebigen Function von x -+ iy gleich setzt, 
also annimmt: 

Ly + iy = p(% + ty). 
Soll diese Transformation infinitesimal, etwa oo + x a , sein, so 


muss 2, + dy, unendlich wenig von x + iy verschieden sein. Es ist 


*) Kin geometrisches Studium aller Curven, die eine infinitesimale projective 
Transformation gestatten, wurde zuerst ausgeftihrt yon Klein und Lie in den 
Math. Annalen Bd. 3. Die im Texte gegebene geometrische Definition der 
Curven a7 — yy° = 0 riihrt von Scheffers her. 
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also dann nur das obere Vorzeichen zu beriicksichtigen und zu setzen: 
ty + ry, = x + ty + ¥(@ + ty) Ot. 
§ und y sind also der reelle Teil und der Factor des mit 7 behafteten 
Teiles der Function y(x + iy), d.h. es ist 
E+ in = ye + ty). 
w erfiillt als complexe Function die Bedingung 


Ow AO. 
We We ae ’ 


und diese ist auch hinreichend fiir %. Also folgt*): Die infinitesimale 
Transformation 


of of 
E een a) oy 
ist dann und nur os eee wenn s und » die Bedingung erfiillen: 
Lea aah 
oes af a = sya 0. 


Z. B. die Serta ey Transformation 
Uf = (a+ en + dy + hat + hay) 4 
| @ 
+ (b + ex + gy + hay + ky’) = 


ist conform, wenn: 


(¢ + 2ha + ky) +1 + hy) +71 + ke) — (9g + he + 2hy) =0, 

d. h. — da dies fiir alle x, y gelten soll — wenn: 
e+tietid—g=0, h+ik=0 

ist. Soll sie insbesondere auch reeil sein, so muss also einzeln 
c=g, etd=0, h=0, k=O 

sein, und somit hat die allgemeine reelle conforme und infinitesimale 

projective Transformation das ios 


(a + cx + dy) #f C4 (b—de + ey) 26 


Dasselbe setzt sich linear mit Constanten zusammen aus den vier ein- 
zelnen conformen und projectiven pion eg 

of oT pal ip eae 
CL Oy. eal "5 Y Ox # Oy 


Diese stellen die re feel die Ss Caren vom 


*) An einer anderen Stelle werden wir zeigen, dass eben die Gruppentheorie 
die einfachste Bestimmung der gréssten continuierlichen Gruppe von conformen 
Transformationen des n-fach ausgedehnten Raumes liefert. 

Lie, Differentialgleichungen. 6 
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Anfangspunkt aus und die Rotationen um den Anfangspunkt dar, die 
auch geometrisch sich sofort als conform erweisen. 


Flichen- 3) Die fliichentreuen infinitesimalen Transformationen. — Wir nennen 

treue Trans- 

formation, eine Transformation flachentreu, wenn sie eine beliebige geschlossene 
Curve stets in eine “anaes Curve tiberfiihrt, welche denselben 


Flacheninhalt hat wie jene. Insbesondere sei 


"oy 
eine infinitesimale flachentreue Transformation. Man kann zeigen, 
dass fiir eine solche 
ath 
ist. 
Zu dem Ende betrachten wir das Dreieck 4, das von den drei 
Punkten mit den Coordinaten 


u, Y, 
ata, y+, 
a re AM ba weal 
gebildet wird. Der doppelte Inhalt desselben ist bekanntlich 
V =ap— ab. 
Der Punkt (x, y) wird nun durch Uf tibergeftihrt in: 
(5) @,=a+ Edt, y=y+ mde. 


Ferner geht der Punkt («7 + a, y+) tiber in einen Punkt (4, + a, 
y, + 0,), fir den: 


nay =e fat kot ay +d)0, 
9, +b, =y + b+ nw@+a,y +d) ot 
ist oder, wenn man nach a und 0b entwickelt: 
my + a, = 0 + a+ &(a, yt + (FE at Zeb) oto, 


nt ytd + ale gett (Sa + S40) fo, 


Werden a, b und a, # infinitesimal angenommen, d. h. wird das Dreieck 4 
unendlich klein, so kénnen wir diese Entwickelungen mit den in a, b 
linearen Gliedern abbrechen und erhalten: 


m +a, =a +a+ g0¢+(S 


% + by =y+bo+01+ (2 
oder wegen (5): 


a+ Feb) a 
Beslan 
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ear az a+ 5" 0) at 


Analog geht der Punkt (w + «, y+ 8) bei Uf in einen Punkt (2, + «,, 
Y, + B,) tiber, fir den 


(6) 


met (Sat S ce B) ot, 
(@) %y 
B= 6+ (phat Sp) or 
ist. Nun war 
V = ab — ab 


der (jetzt von zweiter Ordnung unendlich kleine) doppelte Inhalt des in- 
finitesimalen Dreiecks 4. Analog ist 


V, = 4,8, — a,b, 


der doppelte Inhalt des infinitesimalen Dreiecks 4,, in welches 4 durch 
Uf iibergefiihrt wird. Die infinitesimale Transformation Uf soll flichen- 
treu, d. h. 

VY,=V 
sein. Dies giebt nach (6) und (7): 


[a+ (ge a+ 5b) oe] [6 + (52 ee 
—[et+ (Sat Sa) ae] [o+ (Chat 31 0) ot] = ap— ad 


oder, wenn man ausrechnet, wobei sich die Glieder 2. Ordnung fortheben, 
und die Glieder von héherer als 3. Ordnung vernachliissigt: 


a (Zea 29 A) + (es ot ay A 
= «(a5 at 35?) — (Geet ay APO. 


Hierin heben sich einige Glieder fort. Da diese Bedingung fiir alle infini- 
tesimalen Dreiecke 4, d. h. fiir alle infinitesimalen Werte von a, a, b, B 
erfiillt sein muss, so kommt einfach 


o& Cte 
ao 


Diese Gleichung miissen also alle flichentreuen infinitesimalen Trans- 
formationen erfiillen. 


Man kann auch beweisen, dass, wenn umgekehrt § und 4 diese 
Bedingung erfiillen, alsdann die infinitesimale Transformation 

ae OF of 

upsEse tag 


flichentreu ist. Wir wollen jedoch hierauf nicht weiter eingehen. 
6* 
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Die flichentreue Transformation Uf kénnen wir noch etwas 
anders schreiben: Wegen 


05 __ o(— 9) 
Ou Oy 
lassen sich £ und —y als die Differentialquotienten einer einzigen 
Function o(#, y) auffassen: 
_ de mar eg 
= Fy? ee ry 8) 


sodass die infinitesimale flichentreue Transformation allgemein die 


Form hat: 

SSC OL Oph eeO@ CL. 

OG Ox Ou oy 

Hierbei bedeutet @ eine irgendwie gewihlte Function von x und y. 


So z. B. giebt 


Uf 


Bs ee 
rho Ye 
die infinitesimale Rotation 
Open oF 
Ue: x Oy? 


die selbstverstindlich flachentreu ist. 9 =awx-+ by giebt eine infini- 
tesimale Translation. 
Setzt man ferner: 


e=lg%, 
so ergiebt sich die flichentreue Transformation 
1 of 
y oot a By” 
Die endlichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe 
lauten: 


pee Bae De 
tS y2 (ay +2t), A= V2 (zy + 2) 
a, 8. Ww: 
Die Bahneurven der von unserer infinitesimalen flichentreuen 


Transformation 
Li Cows) Veen 
Oy 0x On OY 


erzeugten eingliedrigen Gruppe erfiillen die Differentialgleichung 


oder: 
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deren Integral ist: 
o(z, y) = Const. 


Soll die infinitesimale projective Transformation 
Uf = (a+ ew + dy + ha? + hay) 4 
+ © + ex + gy + hay + hy?) = 


flachentreu sein, so mtissen die Constanten die Bedingung erfiillen: 
e+ 2he+khytg+thae+ 2ky =0 
und zwar fiir alle Werte von x und y, d. h. es muss sein: 
g=—c, h=k=0, 


und die Transformation lautet: 
0 of 
(a+ cw + dy) + b+ en — cy) st, 


setzt sich also linear mit constanten Coefficienten zusammen aus den 
fiinfen: 
of of of of of of 
02? oy? da 4 35y? eek oy: 
Um das zugehorige @ zu finden, haben wir-zu setzen: 
ORs Shem rey. se a tox + dy. 
Ks ist also anzunehmen: 
g = — ba + ay— 5 x? + cay aS 


d. h. die Bahncurven 9 = Const. sind Kegelschnitte und zwar alle oo 
Kegelschnitte, welche sich in zwei bestimmten unendlich fernen (even- 
tuell imaginiren) Punkten beriihren, oder anders ausgesprochen: welche 
gemeinsamen Mittelpunkt und gemeinsame Axenrichtungen haben, sowie 
einander 4hbnlich sind. 

Erinnern wir uns an die kinematische Auffassung des § 4, 2. Ka- - 
pitel, so sehen wir, dass eine infinitesimale flachentreue Transfor- 
mation Uf der Ebene eine stationdire Bewegung eines incompressibelen 
Fluidums defimert. 


i 


, 
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Abteilung IL. 


Verwertung des Begriffes der infinitesimalen Transformation fir 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Veriinderlichen, 


Nachdem wir in der ersten Abteilung die Begriffe ,eingliedrige 
Gruppe“ und ,,infinitesimale Transformation“ im Bereiche der Ebene 
eingefitihrt haben, wenden wir uns jetzt zur Anwendung dieser Begriffe 
auf gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Verinderlichen. Unter anderem entwickeln wir den Zusammenhang 
zwischen dem Begriff des Luler’schen Multiplicators emer solchen 
Differentialgleichung und dem allgemeinen Begriff der infinitesimalen 
Transformation in der Ebene. 


Kapitel 5. 
Invariante Curvenscharen. 


Im letzten Kapitel der 1. Abteilung haben wir unter anderem 
Curven betrachtet, welche bei einer Transformation invariant blieben, 
insofern als alle Punkte einer solchen Curve durch die Transformation 
wieder in Punkte ebenderselben iibergehen. 

Nunmehr wollen wir zu Curvenscharen iibergehen, welche bei 
einer Transformation variant bleiben. Es wird sich darum handeln, 
zunichst zu definieren, was unter einer invarianten Schar von Curven 
verstanden werden soll, alsdann ein analytisches Kriterium fiir die 
Invarianz einer Curvenschar bei Ausfiihrung einer Transformation zu 
gewinnen und endlich zu untersuchen, wann eine Curvenschar bei 
allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe ungeindert bleibt. 


§ 1. Kriterium dafiir, dass eine Schar von oo! Curven der Ebene 
eine Transformation gestattet. 


Wir sagen, dass eine Transformation eine Curve 
a (x, y) =0 
im eme andere Curve 
01(%, 4) = 0 
tiberfiilvt, wenn sie die Punkte (x, y) der ersten Curve in die Punkte 
(w,, ¥,) der zweiten Curve tiberfiihrt. 
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Wir sagen ferner, dass eine Transformation eine Curvenschar wees ie 


Curven- 
schar. 


(x, y) = Const. 

mvariant Idsst, wenn sie jede Curve der Schar in eine Curve der 
Schar iiberfiihrt. Alsdann benutzen wir auch haufig die Redeweise, 
dass die Curvenschar (x, y) = Const. die Transformation gestattet 
oder zuldsst, oder dass sie durch die Transformation in sich iibergefiihrt 
wird, indem ihre einzelnen Curven durch die Transformation unter 
einander vertauscht werden. 

So z. B. wird jede Gerade der Schar von Parallelgeraden 

y — “x = Const. 

bei einer Translation (Verschiebung) der Ebene wieder in eine Gerade 
dieser Schar iibergefiihrt. Die Schar bleibt also bei einer Translation 
der Ebene invariant, sie gestattet dieselbe. Im allgemeinen wird diese 
_Translation jede Gerade der Schar in eine andere Gerade derselben 
verwandeln; wenn jedoch die Richtung der Translation mit der Rich- 
tung der Geraden zusammenfallt, so wird jede einzelne Gerade in sich 
verschoben, bleibt also auch fiir sich invariant. 

Ferner sieht man z. B., dass die Schar der oot Kreise mit 
gleichem Radius 7, deren Mittelpunkte auf der x-Axe liegen: 

wo ty=r 
(mit dem Parameter c) bei der Translation lings der x-Axe 
i et, YY 
invariant bleibt. Diese Translation fiihrt namlich den Kreis mit 
Mittelpunktsabscisse ¢ in den Kreis mit Mittelpunktsabscisse ¢ + ¢ 
iiber, was geometrisch selbstverstindlich erscheint, aber sich auch 
analytisch ergiebt, da durch Hinfiihrung von 2, und y, in die Kreis- 
gleichung diese tibergeht in 
Ge 1 yy =F, 

also in die Gleichung des Kreises der Schar, dessen Mittelpunkt die 
Abscisse c-+¢ hat. Jeder Punkt des ersteren Kreises (¢) wird um 
die Strecke ¢ lings der x-Axe verschoben, sodass er in einen Punkt 
des Kreises (¢ + ¢) tibergeht. Und das gilt von allen Kreisen (¢) 
der Schar. 


Wir wollen nun eine kurze Bemerkung aus der analytischen 
Geometrie einschalten, welche wir nachher gebrauchen, Wenn zwei 


Gleichungen 


A(x, y) = Const., B(a, y) = Const. 
dieselbe Schar von co! Curven darstellen sollen, so muss eine jede 
Curve der ersten Schar A(z, y) =a mit einer gewissen Curve 


Kriterium 
fiir die 
Invarianz 
einer Cur- 
venschar. 
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B(w, y)=b der zweiten Schar identisch sein. Zwischen den Con- 
stanten a@ und 6 besteht also die Beziehung, dass zu jedem @ ein 
bestimmtes b gehort, d. h. b ist eine Function von a: 


b = 2(a). 
Liegt nun ein beliebiger Punkt (x, y) der Ebene etwa auf der Curve 
A(z, y) = 4, 


so liegt er selbstverstiindlich gleichzeitig auf der Curve B(a, y) = S(a,) 
und daher besteht identisch die Gleichung: 
Ba, y) = 2(A(z, y)), 
in Worten: 
Zwei Gleichungen 


A(a, y) = Const., B(x, y) = Const. 


stellen dieselbe Schar von cot Curven dar dann und nur dann, wenn B 
eme Function von A allein ist: 


Ba, y) = Q2(A(e, y)). 


Von diesem Hiilfssatz aus der analytischen Geometrie werden wir 
sogleich Gebrauch machen. 

Hs sei namlich 

a(x”, y) = Const. 
eine Schar von cot Ourven. Wir fragen nach emem analytischen: Kri- 
terium daftir, dass dieselbe die Transformation 
(1) Otis p (2, y), Yh = v(x, y) 
gestattet. 

Jede Curve a(x, y) = Const. soll durch die Transformation (1) 
wieder in eine solche Curve iibergehen. Um dies auszudriicken, haben 
wir zunichst die Gleichung der Curve aufzustellen, in welche eine 
Curve (x, y) = Const. durch die Transformation (1) tibergefiihrt wird, 
und dazu bedarf es der Auflésung der Gleichungen (1) nach 2, y. Ist: 


(2) “= O(4,,y;), y= P(e, %) 
diese Auflésung, so lautet die Gleichung der Curve, in welche 
(x, y) = Const. transformiert wird: 

(P(x, V1)) P (x, Wi) = Const. , 
allerdings geschrieben in den Coordinaten #,, y,. Diese Gleichung 
soll also wieder die gegebene Curvenschar vorstellen, die wir, wenn 
wir auch darin die Coordinaten mit x,, y, bezeichnen, so schreiben 


konnen: 
co (,, Y,) == Const. 


Kriterium dafiir, dass e. Schar von co! Curven d. Ebene e. Transform. gestattet. 89 


Nach unserem vorausgeschickten Hiilfssatze besteht daher eine Rela- 
tion von der Form 


(P(x, 41), Pa, y)) =W(o (1, 41)) 


oder also es muss 
a(x, y) = W(o@,,%)) 
sein vermége (2) oder, was dasselbe ist, vermége (1). 

Dies notwendige und hinreichende Kriterium lisst sich auch durch 
Auflésung nach w(«,, y,) so aussprechen: Es muss vermoge der Trans- 
formation (1) w(#,, y,) eine Function von (a, y) allein sein: 

(1, Yy) = 2(@(a, y)). 
Dass dies Kriterium auch hinreicht, ist augenscheinlich, denn vermége 
der Transformation geht hiernach die Curve (2, y) == c¢ in die Curve 
ca (X,, ¥,) = 2(c) tiber, welche ebenfalls der Schar angehért. 

Satz 1: Die Schar von cot Curven 

a(x, y) = Const. 
gestattet dann und nur dann die Transformation 


= 9(%,Y), W=V,Y), 
wenn vermoge dieser Nee en (#1, Y,) ene Function von a(«, y) 
allem ist: 
(X,Y) = 2(a(a, y)). 
Beispiel: Die oben betrachtete Schar von oo! Kreisen mit gleichem 
Radius 7: 
(a—fY+yP=r 
gestattet, wie wir sahen, die Translation 
i) Ui a 
Um dies durch unseren Satz zu verificieren, miissen wir die Gleichung 
der Kreisschar erst nach ihrem Parameter ¢ auflésen: 
o=4— Vr — 4? = 0. 
In der That ist nun 
0 (8, %)=%, —Vr—yP =a2+t—Yr—ySo@,y) +4, 


d. h. eine Function von w(#, y) allein. 


§ 2. Kriterium dafiir, dass eine Schar von oo’ Curven alle 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattet. 


: : : re 1, Invariante 
Nunmehr wollen wir untersuchen, wann eine Schar von oo* Curven yy 
einer ein- 


COX = Const. gliedrigen 
( Y) Gruppe. 


nicht nur eine, Bay ae Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe Uf = 55 ae n oh / gestattet. 
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Die Gleichungen einer beliebigen Transformation der Gruppe, die 
jetzt an die Stelle der Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen treten, 
lauten nach Theorem 4 (3. Kap., § 3): 


a= 0 + Un te UU“ -+-::, 
Gey Ae Ue 
Unser Verlangen kommt nach Satz 1 darauf hinaus, dass ftir jedes ¢ 
(nimlich fiir jede Transformation der Gruppe Uf) vermége (3) eine 
Relation bestehen muss von der Form 
(4) (2,1) = W(o(@,y)). 
Die Substitution der Werte (3) in eine beliebige Function ist schon 
in dem citierten Theorem angegeben. Danach ist: 


(5) (ay, 4) = o(2,y) ++ Uo ++, UUo+--.. 


Dies soll nach (4) eine Function von (a, y) allein sein und zwar fiir 
alle Werte von ¢. Es miissen demnach die Coefficienten der verschie- 
denen Potenzen von ¢ einzeln Functionen von (a, y) allein sein, ins- 
besondere der Coefficient von ¢'. Als eine erste notwendige Bedingung 
ergiebt sich folglich, dass eine Relation bestehen muss von der Form 
0 0 
(6) Vola, y) = 852 +92 = 2(0(@, 9) 
und zwar identisch fiir alle Werte von x und y. Aber diese Be- 
dingung ist auch vollig hinreichend, denn nun ist identisch 
02 02 dQ /, 0o 0 
TE UIE (0) re pial a dy do (E pele! ay) 


dQ dQ 


also auch eine Function von @ allein, ebenso UUUa us. w. In (5) 
sind also wirklich alle Coefficienten nur Functionen von (x, y), so- 
bald (6) erfiillt ist. 

Wir haben hier wie in § 1 immer nur die Forderung gestellt, 
dass jede Curve der Schar w(x, y) = Const. vermége der betreffenden 
Transformationen wieder in irgend eine Curve der Schar tibergehe. 
Es ist nun insbesondere denkbar, dass jede Curve der Schar in sich 
tibergefiihrt wird, also einzeln invariant bleibt. Offenbar ist dies nur 
ein Specialfall des Obigen und das Kriterium (6) bleibt auch dann 
noch richtig. In diesem Falle ist (a, y) eine Invariante der ein- 
gliedrigen Gruppe und demgemiass hat dann (6) die speciellere Form 


Uo =0. (Vgl. §§ 1, 2 des 4. Kap.) 
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Theorem 7: Die Schar von co! Curven 
co (ax, y) = Const. 
gestattet dann und nur dann alle Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe Uf, wenn Uo eine Function von w allein ist: 
Uo = 2(o). 

Insbesondere bleibt jede Curve der Schar einzeln bei allen 
Transformationen der Gruppe invariant, wenn Ua =0 ist*), 

Wir forderten, dass die Curvenschar (2, y) = Const. alle Trans- 
formationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte. Wir 
wollen jetzt einmal nur verlangen, dass die Schar die infinitesimale Ivariante 


: ; Schar bei 
Transformation Uf der Gruppe gestatte. Dieselbe fthrt alle Ponies 
. esimalen 
einer Curve Trans- 


formation. 


ca (a, y) = ¢ 
in ihnen unendlich benachbarte Punkte 
%—=“2+ Ot, y, =y+ dt 
tiber, und diese sollen wieder auf einer solchen Curve liegen. Hs soll 
also der Ausdruck: 


co (a, 41) aa co (x a2 Edt, ye Ot) 


oder, wenn man von unendlich kleinen Gréssen 2. Ordnung absieht: 
7] 7) 
o(a, 9) + (& 55 +1 5,) oF 


eine Function von (a, y) allein sein. Daraus folgt, dass eine Rela- 


tion von der Form 


Vo = oo te = Qo) 


bestehen muss. . 

Satz 2: Die Schar von oo' Curven (a, y) = Const. gestattet die 
infinitesimale Transformation Uf, sobald Ua eme Function von o 
allem ist: 

Ua = 2(a). 

Die Ubereinstimmung dieses Kriteriums mit dem im Theorem 7 
aufgestellten lehrt ferner: 

Satz 3: Gestattet eine Schar von co! Curven der Ebene eme imfin- 
tesimale Transformation, so gestattet sie auch alle Transformationen der 
von dieser infinitesimalen Transformation erzeugten einghedrigen Gruppe. 


*) Lie, Gesell. d. W. zu Christiania 1874. 
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§ 3. Beispiele. 
Wir erliutern das Vorhergehende an einigen einfachen Beispielen. 
1. Beispiel: Die Schar von co’ Parallelgeraden 
a(x, y) =y — «x = Const. 
gestattet alle Translationen der Ebene, wie schon in § 1 bemerkt 
wurde. Insbesondere gestattet sie auch alle Translationen der ein- 
gliedrigen Gruppe 
%—=a“2+at, y=y + Ot, 
in der a und 6 gegebene Zahlen bedeuten und ¢ der Parameter der 
Gruppe ist. Wir wollen dies mit Hiilfe unseres Theorems verificieren: 
Die identische Transformation der Gruppe ergiebt sich ftir ¢ = 0, die 
infinitesimale also fiir ¢= dt. Es kommt fiir dieselbe 0x7 = adt, 
Oy = bdt, sodass das Symbol der infinitesimalen Transformation der 
Gruppe lautet: 
Uf=a i +6 i . 
Fiir die Geradenschar 
o = y — “xx = Const. 
ist nun 


a(y— ayy — 
Vo =a Uo 4 pO) = — an +0. 


Uo ist also bloss eine Constante. Hine Constante ist aber auch als 
Function von o allein aufzufassen, sodass das Kriterium stimmt. 

2. Beispiel: Wir fanden in § 1 auch, dass die Schar von oo! 
Kreisen 
oa (x, ¥) = « —Vr— y? = Const. 
alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe der Translationen 
langs der x-Achse: 

matt may 
gestattet. Die infinitesimale Transformation dieser Gruppe hat das 
Symbol 


und es ist daher: 
Uo = Se VP=v) ; 
x 


d. h. in der That eine Function von allem, nadmlich bloss eine 
Constante. 
3. Beispiel: Die Schar von oo! Geraden 
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durch den Anfangspunkt gestattet, wie schon geometrisch klar ist, 
alle Rotationen um denselben: 


x, —=xcost—ysint, y,—xsint-+ y cost. 
Um dies analytisch zu beweisen, bilden wir die infinitesimale Rotation: 
UfS—y set ast, 
welche die Gruppe jener endlichen Rotationen erzeugt, und berechnen 
Ua. Es kommt: 
a= at 
to —— + 0 7=%+4150! Jes 


x 


Uo ist also wirklich nur eine Function von o. 
4. Beispiel: Die Schar der concentrischen Kreise um den An- 
fangspunkt 
o=2?+ y? = Const. 


gestattet offenbar auch die soeben betrachtete eingliedrige Gruppe 
von Rotationen. Um diese geometrisch augenscheinliche Thatsache 
analytisch zu beweisen, haben wir zu bilden: 


(ese HOEY y- 2e-+ 4. 2y=0. 


Hier tritt der besondere Fall Uw =0 ein, der aussagt, dass jeder 
Kreis x? + y? = Const. einzeln bei allen Rotationen der Gruppe in- 
variant bleibt, was ebenfalls geometrisch eimleuchtet, weil diese Kreise 
die Bahncurven der Gruppe sind. 

5. Beispiel: Die vorhergehenden Beispiele waren nur Verificationen 
des Theorems 7. Jetzt wollen wir an einem Beispiel zeigen, wie man 
dies Theorem benutzen kann, um alle Scharen von oot Curven zu 
finden, welche bei einer vorgelegten Gruppe Uf invariant bleiben, und 
zwar unter der Voraussetzung, dass nur die infinitesimale Transfor- 
mation der Gruppe gegeben sei. Wir wahlen die eingliedrige Gruppe 
der Rotationen: a 


7) 7) 
Uf=—y seta 


Soll die Curvenschar w(x, y) = Const. diese Rotationen gestatten, so 


muss Uo eine Function von @ allein sein: 


Entweder ist 0, dies liefert natiirlich die Bahncurven a? +-y? = Const. 
Oder aber & ist verschieden von Null. Es kann immer erreicht werden, 
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dass dann == 1 wird. Denn die Curvenschar w = Const. kann ja 
in jeder Form ~(@) = Const. geschrieben werden und es ist: 
i] d 
Uw(o) = 5° Vo = = Q(0). 
Wihlt man also die Function %() so, dass 


d 
2(o) = 1 
wird, so wird Uy(w)==1. Wir diirfen also annehmen, die Curven- 


schar @ == Const. sei so geschrieben, dass Uw —1 wird oder: 


7) do 
Zur Integration dieser Gleichung bemerken wir, dass sie Aquivalent 
ist dem simultanen System 


dx dy do 


yaw sla 


und dies besitzt ausser 2? -+ y’ noch ein Integral, das w enthalt und 
sich leicht berechnen liasst. Hs ist ja: 

ady —ydx 

Ta 
oder: 


are te x — o = Const. 


Die allgemeinste Curvenschar w = Const., welche alle Rotationen 
um den Anfangspunkt gestattet, ergiebt sich demnach aus der Gleichung 


F (2? + y’, arctg a — w) = 0 
durch Auflésung nach w in der Form: 
a(x, y) = arcte £ + f(a? + y’) = Const. 


Hierin ist f eine beliebig annehmbare Function von 2? + y?. Ins- 
besondere ergiebt sich fiir f= alg V/a?+ y? die Schar von logarith- 
mischen Spiralen: 

arctg 4 + alg V2? + y? = Const. 


Weitere Beispiele aur Behandlung: 
1) Zu beweisen, dass die Schar der oo! Kreise a” + y? = Const. 
bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
T= Xt, Y= yt 
invariant bleibt. 


2) Zu beweisen, dass dieselbe Kreisschar auch alle Transforma- 
tionen der eingliedrigen Gruppe 
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a, =(xcost—ysinieé, y, = (a snt+t y cos fe 
gestattet. 

3) Zu beweisen, dass die soeben angegebene Gruppe auch die 
Schar von oo! logarithmischen Spiralen: 

eo ee aretg 
V22+y?—ae  * = Const. 
invariant lasst. 

Nattirlich soll jedesmal das Theorem 7 angewandt werden. Man 
verificiere aber, wo es nicht evident ist, die Invarianz immer noch 
nachtraglich, indem man vermége der endlichen Gleichungen der be- 
treffenden Gruppen die neuen Verinderlichen 2,, y, einfiihrt und sich 
davon itiberzeugt, dass die neue Gleichung der Carvenschar sich mit 
der urspriinglichen deckt. 


Kapitel 6. 


Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung in x, y, welche eine 
eingliedrige Gruppe gestatten. 


In den bisherigen Kapiteln hat sich noch keine Gelegenheit ge- 
zeigt, die Theorie der eingliedrigen Gruppen fiir die Differential- 
gleichungen zu verwerten. In diesem Kapitel machen wir einen ersten 
Schritt in dieser Richtung. 


§ 1. Zusammenhang zwischen einer infinitesimalen Transformation 
und einem Integrabilitatsfactor. 


Wir betrachteten im vorigen Kapitel eine Schar von oot Curven, 
welche alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattete. 
Analytisch werden oo! Curven entweder, wie dort geschehen, durch 
eine Gleichung mit einer willkiirlichen Constanten 

a(x, y) = Const. 
oder aber als die Integralcurven einer gewodhnlichen Differential- 
gleichung zwischen x und y 
(1) X (a, y)dy — Y(a, y)dx = 0 
definiert. Von jetzt ab wollen wir uns an die letztere Definition 
halten, also annehmen, die endliche Gleichung der Curvenschar sei 
nicht bekannt, sondern nur ihre Differentialgleichung (1) sei vorgelegt. 

Andererseits nehmen wir an, dass wir zufalliger Weise wissen, 
dass die durch (1) dargestellte unbekannte Schar von oo’ Curven eine 
gewisse bekannte infinitesimale Transformation 
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Uf = toy aay FZ 

gestatte. 

Das unbekannte Integral w(x, y) der Differentialgleichung (1) 
erfiillt identisch die lineare partielle Differentialgleichung 

0@ Ie) 

(2) 2 ema Vy == (); 
(Vgl. § 5 des 1. Kap.) Uberdies muss fiir dasselbe, da die Curven- 
schar o = Const. die infinitesimale Transformation Uf gestattet, nach 
Theorem 7 (5. Kap., § 2) Uw eine Function von o allein sein 


(3) Uo = 852 +952 = 2(o(@, 9). 


Wie bekannt ist mit w jede Function ® von o allein ebenfalls Integral 
der Differentialgleichung (1), denn es ist ja: 
0® 0®  d®(a) Ow 7 OO) 
(4) K+ YS (x E+IR) =, 
sobald (2) erfiillt ist. Auch ist U@®(w) als Function von ® allein 


darstellbar, denn es ist: 


(5) U®(o) = 


dB (0) 
da 
Wenn hieraus  vermége ® = @(q) fortgeschafit wird, stellt sich 

U@® als Function von @ allein dar. 

Setzen wir voraus, dass in (3) 2(w)==0 set, d. h. dass nicht 
emzeln jede Integralcurve ow = Const. fiir sich bet der infinitesimalen 
Transformation Uf invariant bleibe (vgl. Theorem 7), so kénnen wir 
uns offenbar die Function ® von w so gewahlt denken, dass UD=1 
wird. Denn nach (5) haben wir zu diesem Zwecke ® nur so zu be- 
stimmen, dass 


d®B(o 
Uo = 9°) aa). 


d® 


‘do 
o—| se,- 


Folglich diirfen wir voraussetzen, fiir das unbekannte (soeben mit ®, 
von jetzt ab mit w bezeichnete) Integral w(w, y) sei: 


0 0 


wird, also zu setzen: 


und 
Beles O@ Oo 
Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich m und on berechnen: 


OC a ea nie Oo x 
On RRL Oy ieee 
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Von der unbekannten Function sind also die partiellen Differential- 
quotienten nach # und y bekannt. Daher ist auch @ selbst nach 
einem Satze aus der Theorie der Differentialgleichungen durch blosse 
Quadratur zu bestimmen, denn es ist jetzt 


da =< da + 2? dy — 24 = Vas 


oy Xn — Yé 
notwendig ein vollstiindiges Differential, mit anderen Worten: es ist 

1 
ein Integrabilitdtsfactor oder Euler’scher Multiplicator der gewdhnlichen eae ee 
Differentialgleichung plicator, 


Xdy — Yd% = 0. 

Theorem 8*): Weiss man, dass die Schar der Integraleurven 
einer vorgelegten Differ alniecenang 
Xdy — Ydx =0 

eine bekannte infinitesimale Transformation 
gshtn gt 
gestattet, welche jedoch nicht jede Integraleurve fur sich in- 


variant ldsst, so ist 
1 


Xn — YE 
ein Integrabilitdtsfactor der Differentialglecchung und diese 
also durch eine Quadratur integrierbar in der Form: 


*Xdy — Ydx 


See Var, — Const. 


Dieses wichtige Theorem lehrt also, wie die Kenntnis einer in- 
finitesimalen Transformation, welche die Schar der Integraleurven 
invariant lasst, fiir das Integrationsproblem verwertbar ist. 

Doch hatten wir ausgeschlossen, dass die infinitesimale Trans- 
formation jede Integralcurve fiir sich invariant liesse. Dies darf nicht 
iiberraschen: Man kann nimlich von vornherein jede infinitesimale 
Transformation angeben, welche jede Integraleurve der Differential- 
gleichung 

Xdy — Ydua =0 
einzeln invariant lisst. Denn die Differentialgleichung ordnet jedem 
Punkte (a, y) die Tangentialrichtung 


*) Dieses merkwtirdige Theorem wurde zuerst 1874 veréffentlicht in den 
Verhandlungen der Gesellschaft d. Wiss. zu Christiania: ,,Zur Theorie des Inte- 
grabilitatsfactors* von Sophus Lie. 

Lie, Differentialgleichungen. 7 


Triviale 
'Transfor- 
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Af te ed 
Raine & 

der durch ihn gehenden Integralcurve zu. Soll aber die infinitesimale 


Transformation die Integralcurven einzeln stehen lassen, so muss sie 
jeden Punkt (a, y) lings seiner Integralcurve fortbewegen. Die Rich- 


tung : , welche die infinitesimale Transformation a + nz dem 
Punkte (#, y) zuordnet, muss also gleich der Tangentialrichtung 


= sein. Hs ist also: 

E=o(2,y)X, n=e@%y)¥ 
zu setzen. Umgekehrt lasst jede infinitesimale Transformation, deren 
£ und y solche Werte haben, die also das Symbol 


o(a, 9) (x 56+ ¥ 50) 


hat — und zwar bei beliebiger Wahl der Function o(x,y) —, eine 
jede Integralcurve w(#, y) = Const. der Differentialgleichung 


Xdy — Ydw =0 


invariant. Diese begrifflich einleuchtende Umkehrung erhellt auch 
analytisch: Hs ist ja 


und daher auch 
Wee le Go\e 
o(2, y) bs ace a ==, 


d. h. diese infinitesimale Transformation giebt auf @ ausgefiihrt Null, 
was aber nach dem friiheren Theorem 7 aussagt, dass jede Curve 
@ —= Const. einzeln die infinitesimale Transformation gestattet. 

Da wir also von vornherein alle infinitesimalen Transformationen 
kennen, welche jede Integralcurve der Differentialgleichung 


Xdy — Ydx = 0 


in sich transformieren, so kann auch nicht tiberraschen, dass eine 
solche infinitesimale Transformation, die nichts neues aussagt, auch 
nichts ftir die Integration der Differentialgleichung niitzen kann. 
Sonst wire ja jede beliebige Differentialgleichung Xdy — Yda = 0 
durch unsere Methode integrabel. 

Hine derartige infinitesimale Transformation 


mation einer 


Differential- 
gleichung. 


oa) (X so + Yeh) 


nennen wir daher eine fiir die vorgelegte Differentialgleichung 
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Xdy — Ydx =0 


oder 


20 af i+ re = 0 
triviale. 


Um einen anderen Ausdruck unseres Theorems zu finden, machen 
wir auf Folgendes aufmerksam. 

Zunichst gilt der Satz: 

Satz 1: Fiihrt man in eine Differentialgleichung 


X (a, y)dy — Y(a, y)dz = 0 


und im thr Integral o(a, y) gleichzeitig neue Verinderliche x,, y, ein 
vermoge emer Transformation: 


a yosaaee p(x, Y); ts p(x, Y); 
so hat die neue Differentialgleichung wieder die transformierte Function 
a zum Integral. 
Fiihrt man niamlich in das Integral w(a, y) die neuen Verinder- 


lichen #,, y, ein, so geht es etwa in w(a,,y,) tiber. Dann ist ver- 
moége der Substitution 


Ow Oo Ob, 0a OY, 
On Oa, Ox <i Oy, da? 
09 0m 0%, 0@ OY, 
oy Sr City oy ay, ay 


Da @ die Identitat erfiillt 
Xe) Oo 
weil es nimlich Integral der Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 
ist, so ist folglich 
0@ 0x. O@ OY, 0@ Ox, 00 OY a3 
x (52 an a OY, uy +Y (52 a OE? ot) 0 
oder geordnet: 


(x beets ey y Fs) £2 4 (x oe Oy yh) = 


On, 


Wenn man in den Klammern tiberall 2,, y, einfiihrt, so stellt also 
die Gleichung 


(x S47) dy, — (x x 4 yo) de, —0 


diejenige gew. Differentialgleichung dar, deren Integral @(#,, y,) ist. 
phe: 
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Andererseits folet, da 


ay 
diy = Fp AU + Gy WY, 
also: 


dea ee dx, — ae dy,), 


ist, wo 
fe ie Ox, OY e- OY, Ox, 
Ou OY Ou Oy 


sein soll, dass die Differentialgleichung Xdy — Ydx =O durch Hin- 
fiihrung der neuen Veranderlichen iibergeht in 


— {x (G4 de, — 2 ay,) + ¥ (Zt da, — F ay,)} = 0 


der gestrichen werden kann, die 


und dies ist bis auf den Factor =; 
soeben schon erhaltene Differentialgleichung, deren Integral cr » ¥,)-ist. 

Damit aber ist der Satz 1 bewiesen. 

Noch kiirzer ist dieser Beweis: Ist w(wv,y) ein Tie der 
Gleichung 
so existiert eine Function M(x, y) (ein Huler’scher Multiplicator), 
sodass 

doo(x, y) = M(X(a, y)dy — Y(a, y)da) 


ist fiir alle Werte von a, y und aE Erhalten nun wo, M und 


Xdy — Ydx durch Hinfiihrung der neuen Verinderlichen: 
t= 94,9), Y= ¥(@,¥) 


a(t, y)= O(%,4,), Mia, y) = U(x%,, 4%), 
X (a, y)dy — Y(a, y)da = XH, y:)dy, — Ya, %)dm,, 
so bestehen diese drei letzten Gleichungen identisch vermége unserer 
Transformation. Aus der Identitiat 


dea(w, y) = M(w, y) . (X(a, y)dy — Y(a, y)da) 
folgt daher die andere Identitit: 
do (a,, 1) = M(a,,y,) - (Xa, y,)dy, — Ya, yaa), 
und diese sagt aus, dass das transformierte Integral @(a,,y,) ein 
Integral der transformierten Differentialgleichung 


Xdy, — Ydx, =0 
ist, wie behauptet wurde. 


die Formen: 
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Zugleich ergiebt sich hieraus ohne weiteres der 
Satz 2: Hine vorgelegte Differentialgleichung: 


X(a, y)dy — Y(a, y)daz = 0 
bewahrt bei Einfiihrung neuer Verdinderlicher: 


= 9%), h=¥@,y) 
dann und nur dann bis auf einen unwesentlichen Factor ihre Form, 
wenn jedes Integral co(a, y) derselben in den newen Veriinderlichen a,, yy 
eime solche Form @(a,, y,) annimmt, dass (x, y) eine Function von 
(x,y) allen ist, anders ausgesprochen, wenn w(x, y) ein Integral der 
urspriinglichen Differentialgleichung darstellt. | 
Sagen wir, dass eine Differentialgleichung Tas 
X(a, y)dy — Y(a, y)dz =0 ; Teahaeee 
eme Transformation gestattet, sobald sie bei Ausfiihrung derselben bis gostattat 
auf~einen unwesentlichen Factor ihre Form bewahrt, also etwa tiber- 


geht in 
0(%1, 91) (XG Hay: — YO, yada) = 0, 
so kénnen wir Satz 2 auch so aussprechen: 
Satz 3: Hine Differentialgleichung 
Xdy — Ydx=0 
gestaitet eine Transformation dann und nur dann, wenn die Schar threr 
Integralcurven diese Transformation guldsst, anders ausgesprochen, wenn 
jede Integraleurve bei der Transformation in eime Integralcurve tibergeht. 


Kehren wir nach diesen notwendigen Auseinandersetzungen zu 
unserem Theorem 8 zurtick. 

Es war damals nur die Rede davon, dass die Schar der Integral- 
curven eine infinitesimale Transformation Uf gestatte. Aber nach 
Satz 3 des § 2, 5. Kap., gestattet sie dann auch alle endlichen Trans- 
formationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe. Dann ge- 
stattet aber auch nach dem jetzigen Satz 3 die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx=0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe oder, 
sagen wir kurz, die eingliedrige Gruppe selbst. 

Daher kénnen wir jetzt unser Theorem 8 kiirzer so aussprechen: 

Satz 4: Wenn eine vorgelegte Differentialgleichung 

Xdy — Ydx =0 


eine vorgelegte eingledrige Gruppe Uf = & i 7 + y vf gestattet, so ast 
1 
Xn—Yé 
ein Integrabilititsfactor der Differentialgleichung, sobald Xn — Y E==0 ist. 


Der 
Ausdruck 
CAN) oe 
—A(Uf). 
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Anders ausgesprochen, es ist dann 
Xdy— Yau 
Xn — Yé 
ein vollstindiges Differential. und demnach 


*“Xdy— Ydxz 
Wk Ye 
ein Integral der Differentialgleichung*). 
Im Falle Xy — YE=0O wire Uf eine triviale Transformation 


der Differentialgleichung. 
Am bequemsten merkt man sich das Integral in Determinantenform : 


dx dy 
DG IE 
<a: : ‘ 
etal 


§ 2. Kriterium dafiir, dass eine gewohnliche Differentialgleichung 
1. Ordnung in «, y eine eingliedrige Gruppe U/ gestattet. 


Nun fragt es sich, wie wir praktisch entscheiden werden, cb eine 
vorgelegte Differentialglecchung Xdy — Ydu = 0 eine vorgelegte einghedrige — 
Gruppe Uf gestattet. Unser im vorigen Kapitel gegebenes Kriterium 
setzte ja die Kenntnis der Integraleurven voraus. Hs liegt aber in 
der Natur der Sache, dass es méglich sein muss, ein Kriterium an- 
zugeben, welches sich anf die Kenntnis der Differentialgleichung und 
der infinitesimalen Transformation der eingliedrigen Gruppe allein stiitzt. 

Diese Behauptung wollen wir dadurch erhirten, dass wir ein 
solches Kritertum wirklich ableiten. Dazu bedarf es einiger Vor- 
bereitungen. 


Wir betrachten zwei in a und a lineare und homogene Aus- 


driicke von der Form: 
Uf = 8a, 0) 55 + n@y 5 
und 
Af=X(u 9) + Yay) 5 
Hs sollen also Uf und Af nur abkiirzende Bezeichnungen fiir die 


beiden rechts stehenden Differentialausdrticke sein. 
Alsdann hat der Ausdruck 


U(Af) — A(Uf) 


*) Lie, Gesell. d. W. zu Christiania, 1874. 
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einen ganz bestimmten Sinn, denn U(Af) bedeutet, es soll in Uf 
an Stelle von f der Ausdruck Af gesetzt werden, wahrend umgekehrt 
zur Bildung von A(Uf) in Af das allgemeine Functionenzeichen f 
durch Uf zu ersetzen ist*). Demnach kommt 


U(Af)—A(Up) = 8 (XL 4 Ve) 4 (xl 4 vy Pt) 


oy oy oy 
ey in ee 0 (of , > of 
Xee( es +055) Yate + 1 ge): 


Fiihrt man die hierin angedeuteten Differentiationen aus, so findet 

man, dass alle zweiten partiellen Differentialquotienten der allgemeinen 

Function f sich gerade wegheben; so liefert z. B. die erste Klammer 

ein Glied §X = das auch aus der dritten Klammer, aber mit ent- 

gegengesetztem Vorzeichen, hervorgeht. Hs ergiebt sich also die be- 
merkenswerte Thatsache, dass der Ausdruck 

: es 0x 0& 

OAS) — AUF) (é ai ae Oy ~ On 

oY oY on On\ Of 

teary Spee 74) oy 


auch, wie Uf und Af selbst, nur die ersten partiellen Differential- 


0&\ of 
a a ae ahals 


we 


S35 8D 


quotienten = a linear und homogen enthilt. Ktirzer lisst sich die 


Formel schreiben, wenn man bedenkt, dass 


Ox Ox OM oY 

UX = 85, 1 1 Gy? UVa b ae 1 Gy? 
Pas 0é 0g on On 
Ag oe. Oy? An Xa Yay 


ist. Es kommt danach 
(6) U(Af) — ACA) = (UX — AB) FE + (UY — An) 5 


Diese wichtige Formel, die von Jacobi fiir  Verinderliche auf- 
gestellt worden ist, liefert nun leicht das gewiinschte Kriterium dafiir, 
dass die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0 
die eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 

Die Differentialgleichung Xdy— Yd«a =O ist namlich der linearen 
partiellen Differentialgleichung 


*) Im allgemeinen schreiben wir Uf und nicht U(f). Nur wenn fiir f ein 
langerer Ausdruck steht, wie oben, setzen wir, um Zweideutigkeiten und Irrtiimer 


zu vermeiden, die Klammer. 
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iquivalent, deren linke cri so ie oben mit Af bezeichnete Aus- 
druck ist, sodass diese lineare partielle Differentialgleichung auch 
ktirzer so geschrieben werden kann: 


Af = 0. 
Jedes Integral w(x, y) der Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0 
erfiillt diese lineare partielle Differentialgleichung identisch, d. h. es 
besteht fiir dasselbe die Identitat: 


Se OG 


Damit die Curvenschar (x, y) = Const. die eingliedrige Gruppe Uf 
gestatte, ist nach unserem Theorem 7 (§ 2 des 5. Kap.) notwendig 
und hinreichend, dass Uo eine Function von o allein sei: 
Uo = 2(a). 
Nun ist: 
U(Aw) = U(0)=0 
AX 
A(Uo) = A(Q(@)) = 7: Aw = 0. 
Die oben abgeleitete Formel (6) giebt daher, sobald hs = o gesetzt wird: 
0=(UX — Ab 24 (UY — An) <2 
Es ist aber Aw =O oder ausfiihrlich geschrieben: 
= 0@ 
0O=xX—4+ VY, ay 
Die beiden letzten Identitaten ziehen oes sich, dass notwendig die 


Proportion besteht : 
UX — Aé UY—A 
(7) Uh As 2 Uae 


Bezeichnen wir dies Verhaltnis mit A (a, y), so ergiebt sich also: 
UX — AB=iaAX, VY — An=ay 
und daher ist auch bei beliebig gewihltem /: 
of 0 of 0 
(UX — 48) 4+ (UY—4n) L=a(xe + ye) 
Kriterium 
dafir, dass gder mit Benutzung der Formel (6): 


Rag—'¥. 


oe (8) U(Af) — A(Uf) =A. Af. 
gestattet. 


Wenn nun umgekehrt bei beliebigem’f eine solche Identitat he - 
steht, also U(Af) — A(U/) sich nur um einen Factor A(a, y). von 
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Af unterscheidet, so ergiebt dieselbe, wenn w ein Integral der Dif- 
ferentialgleichung Xdy — Ydw = 0, also Adw@ =O und demnach auch 
U(Aw) = 0 ist, sobald f= gesetzt wird: 


A(Uo)=0 
oder ausfiihrlich geschrieben 
x? Uo Uo 
Ox ated er ie ae — 


d. h. Uo ist ein Integral unserer ean ee also eine 
Function des Integrals @ derselben: 


Ua = 2(a) 
und mithin gestattet die Schar der Integralcurven w —= Const. nach 
Theorem 7 (§ 2, 5. Kap.) die eingliedrige Gruppe Uf. 
Hiermit ist bewiesen: 
Theorem 9: Die gewodhnliche Differentialgleichung 


Xdy — Ydxt =0 
gestattet dann und nur dann die eingliedrige Gruppe Uf, wenn 
Uf und der Ausdruck 


4f=xtsye 


fiir alle Werte von x, y und fir alle ies oath f(a, y) tdentisch 
eine Relation von der Form erfillen: 


U(Af) — A(Uf) =4- Af, 


in der i eine Function von x und y allein bedeutet*). 


Dass dies Kriterium notwendig ist, hitten wir auch so in ele- 
mentarerer Weise einsehen kénnen. Nach unserer in § 1 eingefiihrten 
Terminologie gestattet die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx =0 
alle Transformationen 
ie Rian onda! jure eat MOG; 
der eingliedrigen Gruppe Uf, sobald fiir jedes ¢ identisch eme Relation 
besteht von der Form: 

G2 ES sp Ran en Bama a a 

—Ve@ttetey,y tint d@+i+)= 
= 0 (X(@, y)dy — Y(a, y) da). 


Durch Entwickelung nach den Potenzen von ¢ kommt: 


*) Lie, Gesell. d. W. zu Christiania, 1874. 
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X(x, y)dy — Y¥(a, y)d& -- / 
+. ¢|Xan— ae + (2 ¢4 = 1) dy dy —(Sb+5, nm) dax\ ++ 
== oe — Yd). 
Der Coefficient von ? ee ee insbesondere 
On 0& 
iat, ae Tet n) dy — 


Oe oY 
_ (xin 4 Yrit 55 E+ ay 1) ia 
= 0(Xdy — Ydz) 
oder, da diese Relation in zwei einzelne zerfillt und aus denselben @ 
zu eliminieren ist: 
On __ y 08 5 - On o& 
ee opt OS at ee ee 
x i. Y 


Wir haben hierin davon Gebrauch gemacht, dass 
0X le ae oY 


8 5a t 1 gy = UA, ba, 77 47 = UY 
ist. Indem wir nun beiderseits e ++ a subtrahieren, nimmt unser 
Kriterium die Form an 

—xseay 4 Ux —x@aye SLATED: 

x ai av; 
oder, da 
oo ok ye =A yz = Ay 

ist: 


—Ag+UX  —An+UY 
i ¥ 


Dies ist wieder die friihere Formel (7). Also sind wir auch auf dem 
jetzigen Wege zu dem im Theorem 9 angegebenen Kriterium gelangt; 
freilich lehrt unser jetziges Verfahren nur, dass es notwendig, nicht 
aber, wie das friihere, dass es auch hinreichend ist. 

Jedenfalls lassen es die letzten Entwickelungen, in denen wir die 
* Transformationen der Gruppe direct auf die Differentialgleichung aus- 
tibten, dann aber nur die Glieder niederster Ordnung beriicksichtigten, 
naturgemass erscheinen, zu sagen, dass die eee oe 


Xdy — Ydx =O die infinitesimale Transformation Uf = ae or ile né 


gestattet, wenn die Relation (7) oder, was ja dasselbe ist, eine me 
tion von der Form 
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U(Af) — A(Uf) =4- Af 
of of 
Ou a oy 
Wir koénnen danach unser Theorem 9 ktirzer so aussprechen: 
Satz 5: Die Differentialgleichung 


Xdy — Ydx =0 


gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf dann und 
nur dann, wenn sie die infinitesimale Transformation Uf zuldsst. 


besteht, wo Af= X ist. 


§ 3. Beispiele. 


Es wird an der Zeit sein, diese Theorien durch Beispiele und 
zwar zunichst durch méglichst einfache Beispiele zu erlautern. 


1. Beispiel. In einem friheren Beispiele (vgl. §§ 1 und 3 des 
5. Kap.) fanden wir, dass die Schar der oo! Parallelgeraden 


y — “xx = Const. 
die eingliedrige Gruppe von Translationen: 
%=ax+ at, y,=yt bi 


gestattet, wo a und 6 bestimmte Constanten bedeuten und ¢ der Para- 
meter der Gruppe ist. Das Symbol der infinitesimalen Transformation 
dieser Gruppe ist: 


See 0s of 
Uf = a ae + b ay? 
wihrend die Geradenschar die Differentialgleichung 
dy — “dx =0 


hat. Wir haben hier also zu setzen: 


en 
Priifen wir, ob eine Relation 


U(Af) — A(Uf) = 14f 


0 0 
Afs ge tx st. 


auch wirklich besteht. Offenbar ist hier in der That im besonderen 
U(Af) — A(Uf) =0. 
2. Beispiel, das wir ebenfalls frither ($§ 1 und 3 des 5. Kap.) 


betrachteten: Die Schar der oo! Kreise mit gleichem Radius 7, deren 
Mittelpunkte auf der Abscissenaxe liegen: 


(ce —av+y—r=0 
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gestattet alle Translationen lings der w-Axe, d.h. die eingliedrige Gruppe 
i Ks ist hier also 
a 


~ O@ 
Um die Differentialgleichung erster Ordnung aufzustellen, der die Kreis- 
schar geniigt, suchen wir zuniichst das oben mit w bezeichnete Integral 
durch Auflésung der Gleichung 
@—a+y—r=0 
nach a. Hs kommt 
a(e, y)=e—yr— ¥ 


und also 
Ob OY EL peng? 
Daher geniigt @ der linearen partiellen Differentialgleichung 
es Ol Puna od 
apsydt— ray #f =o, 


und die gew. Differentialgleichung, deren Integral ist, lautet 


ydy + Vr? — y? da = 0. 
Hs ist, wie sich durch Ausfiihrung ergiebt: 
U(Af) — A(Uf) =9, 
d. h. das Kriterium stimmt. 
Unbequem ist hier das Auflésen der Gleichung der Kreisschar 
nach a. Wir hitten allerdings auch ohne Auflésen die Differential- 


gleichung finden koénnen, deren Integraleurven diese Kreise sind. 
Denn aus 


(@— a +y—P=0 

folgt durch Differentiation 
. a—a+tyy =0 
oder 4 — a= — yy’, sodass 
yy? + ye — r= 0 
die gesuchte Differentialgleichung ist. Aber um Af zu bilden, miissen 
wir diese Gleichung in der Form Xdy — Yda =O schreiben, also 
doch nach y auflésen, wodurch eben die obige Form 
ydy + Vr — yi dx =0 

hervorgeht. Wir werden spiterhin ein Kriterium daftir, dass eine ge- 
wohuliche Differentialgleichung 


F(a, Y) y') = 0 
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eine eingliedrige Gruppe gestatte, kennen lernen, das sich direct an- 
wenden lasst, ohne dass man erst nétig hat, nach y’ aufzuldsen. 
3. Beispiel: Die Schar der Geraden vom Anfangspunkt aus: 


+ — Const. 
x 
gestattet die eingliedrige Gruppe der Rotationen 
“,=xceost—ysint, y,—a«sint+ycost 


oder also die eingliedrige Gruppe: 


Die Geradenschar geniigt der Differentialgleichung: 


ady — ydx = 0. 
Es ist hier also 


se OT, of 


und es kommt 


U(4f) — A(Uf) =0, 


sodass auch hier die Verification ausgefiihrt ist. 


In allen drei Beispielen hat sich die allgemeine Bedingungsgleichung 
U(Af) — A(Uf) =2- Af 
U(Af) — A(Uf) =0 
reduciert. Sie ist symmetrisch in Af und Uf. Wir bemerkten schon, dass 
__y Of of 
Af= XxX Ox aie oy 
die Form des Symbols einer infinitesimalen Transformation hat. Fassen 
wir also Af als eine infinitesimale Transformation auf und betrachten 


auf 


wir Uf==€ fs + om = 0) als lineare partielle Differentialgleichung, 
die der gewohnlichen Differentialgleichung 
Edy — ndx = 0 
zugehért, so folgt aus der Symmetrie der Gleichung 
U(Af) — A(Uf) =0, 
dass die letztere Differentialgleichung dy — ndx =O die infinitesi- 


male Transformation Af gestattet. 
Priifen wir dies am letzten Beispiel. Hier ist die neue Differen- 


tialgleichung Uf = 0 diese: 
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und die zugehorige gewohnliche Differentialgleichung: 
ydy + ad“ = 0. 

Ihre Integralcurven sind die concentrischen Kreise 
a? + y? = Const. 


Andererseits ist Af=a7-+y if das Symbol der infinitesimalen 


Transformation der eingliedrigen Gruppe von Ahnlichkeitstransfor- 
mationen: 

“= at, Y, = yt. 
In der That fiihrt jede solche Ahnlichkeitstransformation jeden Kreis 
der Schar 

x? + y® = Const. 
wieder in einen Kreis dieser Schar tiber, wie wir wissen (vgl.§ 3, 5. Kap.). 

Die Relation 
U(Af) — A(Uf) = 9 

lisst also zweierlei geometrische Deutungen zu. Wir wollen dies in 
einem Satze aussprechen und dabei, weil Af und Uf ganz symmetrisch 
auftreten, auch die Bezeichnung gleichartig wihlen: 


eee ae Satz 6: Ist 
elation 0 0 rc 0 a) 
th). f= 5; ue as Ny a Uf = Ee = +- No se 


und ist identisch 
U,(U,f) = U,(U,f) 1); 
so gestattet emerseits die Differentialglerchung 
Edy — ndxz = 0 
die emgledrige Gruppe U,f, andererseits die Differentialgleichung 
Edy — yn,dx = 0 
die eingliedrige Gruppe U,f. 
Wir werden spiiter eine neue schéne Deutung dieser wichtigen 
Relation 
U,(U,f) — U,(U;f) i) 


geben, — 


Nun sei noch zu unseren Sitzen ein Beispiel angeftihrt, in welchem 
U(Af) — A(Uf) nicht identisch verschwindet: 
4, Beispiel: Die Schar der co Parallelgeraden 
x — y = Const. 
gestattet jede Ahnlichkeitstransformation: 
“= #1, y= yt, 
denn diese fiihrt eme Gerade 
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L—Y=C 
der Schar in eine andere 
%— Y, = te 


derselben iiber. Die Differentialgleichung der Geradenschar lautet 


dy —dx = 0 
und es ist also 
of of 
2 ae By? 


wihrend jene Ahnlichkeitstransformationen die der eingliedrigen Gruppe: 


ee Oe: 0 
Of ==? 5. oie, 


sind. Hier ist nun 
U(Af) — AU) =— # — = — ay, 


~d. h. és besteht in That eine Relation von der Form 
U(Af) — A(Uf) =4- Af, 


indem hier A = —1 ist. 


Noch einige geometrische Beispiele mégen hier Platz finden. 

5. Beispiel: Man sucht die Curven, deren Tangenten, gemessen 
vom Beriihrungspunkt bis zum Schnittpunkt mit der v-Axe, die con- 
stante Liinge a@ haben (die sogen. Tractricen). Offenbar wird jede 
soleche Curve durch eine Translation lings der x-Axe in eine eben- 
solche iibergefiihrt. Die Schar der Curven gestattet also die infini- 


tesimale Translation ce ihre Differentialgleichung ist also durch 
Quadratur integrierbar. In der That, diese lautet 


Peis 


ks 
eee, 1 
yf? 


oder: ae a 
Va — yr dy — yda =0. 
Sie gestattet ““ und hat den Multiplicator = 
6. Beispiel: Man sucht die orthogonalen Trajectorien der oo+ 
Kreise, welche die w- und die y-Axe beriihren. Diese Kreise werden 
durch die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation 


untereinander vertauscht. Da diese Transformation sich senkrecht 
schneidende Curven in ebensolche iiberftihrt, so erhellt, dass diese 
Ahnlichkeitstransformation auch die Schar der gesuchten orthogonalen 


Nie Kapitel 6, §§ 3, 4. 


Trajectorien invariant lisst und die Differentialgleichung derselben 
einen bekannten Multiplicator hat. Hs ist 
a? —2a%+y— 2a +e =0 
die Gleichung der Kreisschar. Die Differentialgleichuzg dieser Schar 
von Kreisen ergiebt sich durch Differentiation: 
Ey OY) a0 


und Elimination von a in der Form: 


. — a+ yy a+ yy 
Oty — 20+ y) Zh 4 (FEY) 0 
oder: 
er yy 
iy 
Hieraus ergiebt sich die Differentialgleichung der orthogonalen Tra- 
jectorien, wenn y’ durch — 7 ersetzt wird, also hat sie die Form 
x 
yo =a+t+y+V2ay 
oder 


(y + V2ay) y — a —V2ay =0. 
Sie gestattet, wie wir wissen, Uf== a +y s und besitzt dem- 
nach das Integral 
dx dy | 
| y+Viey o+Veayl_ 
y+V2ay 2+ V2uy | 


« y 


0) 
re ae ga 1) (444/22) 


§ 4. Neuer Beweis und Umkehrung des Theorems 8. 


_ Nouer Bo- Unser unabhangig von Theorem 8 (§ 1 dieses Kapitels) abgeleitetes 
Theorems 8. Theorem 9 (in § 2) giebt einen neuen Beweis fiir das erstere. Wir 


fanden namlich, dass die Differentialgleichung 

Xdy — ve an = ‘ 
die eingliedrige Gruppe Uf =e a 9 oe dann und nur dann ge- 
stattet, wenn die mit (7) pomiohnete Relation (in § 2): 


UX—A&’ UY—A 
(7) = = 7 
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oder, ausfiihrlich geschrieben, die Relation 


ox CORTE CS 0g oY oY , On , On 
(9) pe ie a ode iy ih oa oe 
x Ke pits ie ee imlae 
erfiillt ist. Diese Bedingung kann aber in der Form geschrieben werden: 
7) x 7) Y 
oo fe My eegy Xy ayes 


Wir erinnern nun daran, wie man in der Theorie der Differential- 
gleichungen einen Integrabilititsfactor M der Gleichung 
Xdy — Ydx =0 
definieren kann. Hs soll ja M(Xdy — Ydz) ein vollstandiges Differential 
sein und dazu ist, wie bekannt, notwendig und hinreichend, dass 
OM x OMY 
(11) ou a oy =0 
ist, denn MX und — MY sind die partiellen Differentialquotienten 
eines Integrals nach y und 2. 
Vergleichen wir (10) mit (11), so erhellt, dass 
1 
(12) M = eee 
ein Integrabilititsfactor ist, und dies war die in Theorem 8 aufgestellte 
Behauptung. 


Diese Folgerung lasst sich auch umkehren: Ist M irgend ein U™ehruns 
Multiplicator unserer Differentialgleichung Theorems s. 
. Xdy — Ydx =0 
und bestimmt man & und y in irgend welcher Weise so, dass wie in 


(12) der Bruch 
i 


hon e4 
gerade gleich M wird, so folgt aus (11) riickwiirts (10), (9), (8) 
und (7), d. h. die Differentialgleichung Xdy — Ydx =O gestattet 


die eingliedrige Gruppe Uf=& _ +9 gr Daher kommt: 
Satz 7: Ist M ein Integrabilititsfactor der Differentialglechung 
Xdy — Ydx =0, 
so gestattet diese Gleichung die eingliedrige Gruppe 
BIPS CF of 
Uf=tse tug, 


sobald nur 


il 
aS M 
; Xn — Y& 

USt. 
Lie, Differentialgleichungen. 8 
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Durch die Gleichung (12) werden £ und y nicht vollstaéndig be- 
stimmt. Zu einem bekannten Multiplicator IM lassen sich also un- 
endlich viele infinitesimale Transformationen (oder eingliedrige Gruppen) 
angeben, welche die Differentialgleichung gestattet, wahrend sich aus 
einer solchen infinitesimalen Transformation nur ein Multiplicator ab- 
leiten lasst. 

Bekanntlich besitzt jede gewodbnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen « und y einen Integrabilitiitsfactor (ja sogar un- 
endlich viele), und daher ergiebt sich der Satz: 

Satz 8:  Jede gewihnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Verdnderlichen gestattet unendlich viele infinitesemale Trans- 
formationen oder eingledrige Gruppen. 

Fir Differentialgleichungen héherer Ordnung gilt ein 4hnlicher 
Satz nicht. 

Wir werden in den folgenden Kapiteln auf den Zusammenhang 
zwischen infinitesimalen Transformationen und Multiplicatoren einer 
gewohnlichen Differentialgleichung in x und y zuriickkommen und 
insbesondere die Wichtigkeit unserer Theoreme durch viele Beispiele 
illustrieren. 


§ 5. Integration der gewohnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung durch Hinftihrung canonischer Verianderlicher. | 


Wie wir gesehen haben, lasst sich fiir eine vorgelegte Differential- 
gleichung 


Xdy — Ydx = 0 


ein Multiplicator angeben und also ihre Integration durch eine Qua- 
dratur leisten, sobald man eine infinitesimale Transformation Uf kennt, 
welche sie gestattet. Hs giebt nun noch eine andere sehr bemerkens- 
werte Methode, durch welche eine bekannte infinitesimale Transfor- 
mation Uf, welche die Differentialgleichung gestattet, zur Integration 
derselben verwertet werden kann, und von dieser wollen wir zum 
Schluss des vorliegenden Kapitels noch kurz sprechen. Doch heben 
wir sogleich hervor, dass diese neue Methode nur dann zum Ziele 
fiihrt, wenn die Bahncurven der von der bekannten infinitesimalen 
Transformation erzeugten Gruppe schon gegeben sind. 

Hinfuhrang Das Verfahren besteht darin, dass wir an Stelle von # und y 

Veriinder- neue Verinderliche y und y einfiihren, sodass die bekannte infinitesi- 


male Transformation Uf die canonische Form sh annimmt. In § 2 


des 3. Kapitels erkannten wir, dass wenn die Bahncurven 
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co(a, y) = Const. 

der Gruppe Uf bekannt sind, alsdann einfach y = (a, y) zu setzen 
ist, und dass sich darauf ), das die Gleichung 
oY 
oy 
erfiillen muss, durch eine Quadratur bestimmen lisst. Die Curven- 
schar ) = Const. ist hiernach eine von den Scharen, welche die ein- 
gliedrige Gruppe Uf gestattet (mach Theorem 7, § 2 des 5. Kap.), 
und zwar eine beliebige solche Schar, denn wir sahen friiher (8. 94 
u. 96) gelegentlich, dass jede invariante Schar, die nicht aus lauter in- 
varianten Curven besteht, eine solche Form (a, y) = Const. erhalten 
kann, dass Ug gerade gleich 1 wird. 

Die vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Ydx == 0 mége nun 
in den neuen Verinderlichen x, ), aufgelést nach dy, die Form haben: 
dy — BG, 9) de = 0, 

Sie gestattet die infinitesimale Transformation Uf, die in den neuen 
Variabeln lautet: 


= 1 


Die 

oy 
Wir werden zeigen, dass hieraus folgt, dass % frei von y ist. Ob- 
gleich dies auch auf andere Weise direct eingesehen werden kann, 
wollen wir diese Behauptung durch Benutzung des Theorems 9 (§ 2) 
zur Hintibung desselben beweisen. Wir haben statt des dortigen Af 
und Uf zu benutzen: 


ee 
und es kommt: 


UAf) — MU) =e Ze 


Dies soll die Form 4-2f haben. Das geht aber offenbar nur so an, 


dass 2 =O ist und 
8B 9 
a) 


d. h. die transformierte Differentialgleichung 

dy — §(z) dx =0 
ist ganz frei von 9, und ihre Integration ist durch eine blosse Qua- 
dratur zu leisten: 


) — {S@)az == Const. 
Satz 9: Gestattet die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0 
die eingliedrige Gruppe Uf, und kennt man die Bahncurven der Gruppe, so 
g* 
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kann man durch eine Quadratur solche neue Veriinderliche x, ) angeben, 
dass die Differentialgleichung dadurch die Form annimmt; 


= 50) 


also durch eine zweite set ke integrabel wird. 


Ubrigens braucht nicht notwendig die Curvenschar )(«, y) = Const. 
so gewahlt zu werden, dass Uy gerade gleich 1 wird. Wenn diese 
invariante Schar ) allgemein so genommen wird, dass Uy nur nicht 
gleich Null ist (denn sonst ware ) = Const. die Schar der Bahncurven 
t = Const.), also etwa: 


so ist die in x und y geschriebene Differentialgleichung, die zunachst 


die Form 
dy — &(, y)dz = 0 
hat, auch integrierbar. Denn sie gestattet ja 


0 7) 
Upesi0pe s+ Uy: = (0) 35 
und es ist bei ihr 
aot of 
ees ax “ a) ay’ 
sodass sich ergiebt: 


UA) — MU) = (Fax — x) B) Se 


16h 
Es soll dies die Form 4 - ba! haben, i h. es muss 4 =O und 


oe Bh )) en 


sein. Es ist also 
Clg & Oley 
CS ecly * 


enthalt demnach kein y und es kommt: 
lg § = 4) + 9) 
= ex) . eF ), 
Die Differentialgleichung nimmt also die Form an: 
e—2) dy — e ® dy =O, 


d. h. sie ist separiert und durch eine Quadratur integrierbar. 
Satz 10: Gestattet die Differentialgleichung 


Xdy — Ydx = 0 


eme einghedrige Gruppe Uf und kennt man die Bahneurven x (a,y) = Const. 
derselben, so bestimmt man euniichst durch eine Quadratur eine beliebige 


Olg& 
0 


K=9 


oder 
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ber Uf invariante Curvenschar (a, y) = Const. Fiihrt man alsdann yx 
und y an Stelle von x und y als Verinderliche in die Differential- 
gleichung ein, so erscheint sie unter separierter Form, ist also durch 
Quadratur zw integrieren. 

Man sieht, dass die in diesem Paragraphen entwickelte Inte-- 
grationsmethode nicht so viel leistet als die friiher in Theorem 8 des 
§ 1 gegebene, denn sie setet die Kenninis der Bahncurven der ein- 
gluedrigen Gruppe Uf voraus. Insbesondere ist sie aber immer an- 
wendbar, wenn die endlichen Gleichungen dieser Gruppe Uf. bekannt 
sind (vgl. Satz 7 des § 2, 4. Kap.). 

Diese im Jahre 1869 von Lie entdeckte Integrationsmethode 
diirfte wohl die erste sein, bei welcher Invarianten einer continuier- 
lichen Gruppe in bewusster Weise zur Integration von Differential- 
gleichungen angewandt wurden. Wir werden an einer spiteren Stelle 
eine dieser Methode analoge, aber allgemeinere Integrationstheorie 
entwickeln, welche Anwendung auf partielle Differentialgleichungen findet. 

Diese Methode giebt das allgememste System von Verinderlichen, 
durch deren Hinfiihrung alle Differentialgleichungen, welche Uf ge- 
statten, separiert werden. Unter den unendlich vielen Systemen solcher 
Veranderlicher kann man sodann auch nach demjenigen suchen, welches 
der transformierten Differentialgleichung die einfachste Form erteilt 
und dann wird man im allgemeinen zu eben dem neuen Variabeln- 
paar gefiihrt, durch dessen Benutzung die betreffenden Differential- 
gleichungen in den gebriuchlichen alteren Lehrbiichern integriert zu 
werden pflegen. 


1. Beispiel: Will man die sogen. homogene Differentialgleichung 
eon he. 
| ai 4 (4) 

integrieren, so fiihrt man bekanntlich a neben x als neue Verdnder- 


liche ein. Dies findet seine Begriindung durch unsere Methode. Denn 
bei der vorstehenden Differentialgleichung ist die zugehérige lineare 
partielle Differentialgleichung 


Af= 2 + 9 (4) so =0, 


und die Differentialgleichung gestattet die eingliedrige Gruppe von 
Ahnlichkeitstransformationen: 


denn es ist hier: 
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: aie 0 Oy 0g of 
U(Af) — ACU) =— sh 4 (+92 x 
und dies ist, da m homogen in w, y und also nach dem Huler’schen 


Satze tiber homogene Functionen 


ist, gleich — Af. Nach unserem Theorem 9 gestattet also die vor- 
gelegte homogene Differentialgleichung die eingliedrige Gruppe der 
Ahnlichkeitstransformationen Uf. Die Bahncurven derselben sind 


7 __ Const., 
x 


wihrend die Schar 7 = Const. eine invariante Geradenschar ist, welche 
die Gleichung Ux = 2 erfiillt. Bei Benutzung der Variabeln 2 und x 
wird also die homogene Differentialgleichung nach Satz 10 in der That 
durch Quadratur integrabel. 

Dies ist die Art, in der man die homogene Differentialgleichung 
gewohnlich zu integrieren pflegt. Unsere Methode leistet aber noch 
mehr, wir kénnen das allgemeimste Variabelnpaar angeben, welches 
alle homogenen Differentialgleichungen separiert. Zu dem Ende be- 
stimmen wir x so, dass 


wird. Diese Gleichung hat das allgemeine Integral 


:=1(9) 


. . * . 4 . . 
wo A eine beliebige Function von < bezeichnet. Ferner bestimmen 


wir ) zunichst so, dass 


Be ey on 
Ujy=ar ty oa 
wird. Die Function ), welche dieselbe erfiillt, wird einer Gleichung 
f(y, y) =0 


gentigen, und diese Function / erfiillt die lineare Differentialgleichung: 


aiquivalent ist, welches 2 und lg #— y zu Integralen hat, sodass 


f(%, gx —y) =0 


oder also 
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p=Ige+u(%) 
y 


zu setzen ist, wo w eine beliebige Function von j Pedeutet. Noch 


allgemeiner diirfen wir als  jede Function des gefundenen Ausdruckes 
benutzen, wie oben bemerkt wurde, so dass wir als allgemeinstes 
Variabelnpaar, welches alle homogenen Differentialgleichungen separiert, 


dieses finden: 
t —1(¥), Weep (ig 2+ w(2)), 


worin A, uw, v arbitriire Functionen ihrer Argumente sind. Von allen 
diesen Variabelnpaaren ist das gebrauchliche 


im allgemeinen das bequemste. 
2. Beispiel: Die Differentialgleichung 
y = p(u + xy) 
gestattet die eingliedrige Gruppe von Translationen: 
t=a4— xt, y—yrt, 
welche von der infinitesimalen Transformation 


erzeugt wird. Denn hier ist 
OE of 


also 

U(Af) — A(Uf) = 0. 
Die Bahncurven y = Const. der eingliedrigen Gruppe sind die Geraden 
a + xy = Const. Ferner bleibt bei den Translationen natiirlich jede 
Schar von Parallelgeraden, z. B. die Schar y = Const., invariant. Hs 
ist auch Uy=1. Wir werden also nach Satz 9 setzen: 


Baa RT HY, YY 
dy = dx -+ xdy, 
dy = dy, 
oder, in unsere Differentialgleichung 
dy — p(@ + ny)dz = 0 
dy — p(t) (dy — xd) = 0 


(1 + xp(z))dy — p(ujdy = 0. 


und erhalten: 


eingesetzt: 


oder 


120 Kapitel 6, § 5. Kapitel 7, § 1. 


Diese Gleichung ist, wie es sein muss, frei von y und giebt durch 
eine Quadratur das Integral 


oder also als Integral der urspriinglichen Differentialgleichung 
tg faa 
Tea riser 2) 


3. Beispiel: Zur Durchrechnung empfehlen wir dem Leser die 
Differentialgleichung 


LY iY fh, 8 2 
zt yy' =f + y’), 


welche die infinitesimale Rotation 


0 0 
UfS=—ysetex 


gestattet. Dies weise man mit Hiilfe des Theorems 9 nach und fiihre 
dann die neuen Variabeln ein. Die Bahncurven sind die Kreise 
x’ + y? = Const. und eine invariante Curvenschar ist z. B. die der 


Geraden durch den Anfangspunkt: g = Const. Hs ist Ut= 1+ (ay 


und wir werden statt 7" lieber are tg 4 wihlen, denn es ist 


U (are tg ea =k 
Demnach wird die Differentialgleichung durch Hinfiihrung der Polar- 
coordinaten 
r= Vey, p = are tg 2 
frei von g, also durch eine Quadratur integrabel. Man verificiere 
dies. Hiatte man als neue Veranderliche ausser r= Verte nicht 
are te = ; sondern # selbst als ) eingefiihrt, so wire der Fall des 


Satzes 10 da: die Gleichung wiirde in den neuen Veranderlichen y 
und )) separiert sein. 
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Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen, welche 
eine gewéhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in a, y 
gestattet. 


In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welcher Zusammen- 
hang zwischen den infinitesimalen Transformationen Uf besteht, die 
eine gewohnliche Differentialgleichung gestattet. Wir werden sehen, 
dass, wenn man zwei derselben kennt, sofort ein Integral angegeben 
werden kann und umgekehrt die allgemeine Form einer infinitesimalen 
Transformation, welche die Differentialgleichung gestattet, aus einer 
beliebigen derselben und einem Integral sehr leicht abzuleiten ist. 

Vorher miissen wir jedoch noch einige Bemerkungen iiber das 
Rechnen mit den Symbolen Uf machen. 


§ 1. Bemerkungen tiber das Rechnen mit Symbolen infinitesimaler 
Transformationen. 


Es sei 


dfs G80 0 

ur=é seta 5h 

das Symbol einer infinitesimalen Transformation. Wird ganz von 

seiner Deutung als infinitesimale Transformation abgesehen, so stellt 

es einen Differentiationsprocess dar, ausgefiihrt auf eine beliebige 

Function f von w und y. Deshalb gelten hier Regeln fiir die Aus- 

fiihrung dieses Processes auf Summen, Producte u. s. w. genau in der 
Weise, wie in der Differentialrechnung. So ist 


U(e + 4) = Ue + Ud, 
Ug: v)=¢:Up+o- Uy 
u. s. w. Uc ist natiirlich Null, wenn c eine Constante bedeutet. 
Seien nun ; ; 
= f 
Cif ei at ame oy? 
Sa ey of 
Uf = t st Ale "2 Oy 
zwei Symbole, so lisst sich aus ihnen der Ausdruck 
U,(U2f) a U,(U,f) 
construieren. Derselbe enthalt, wie schon im vorigen Kapitel gelegent- 
lich gezeigt wurde (in § 2), bemerkenswerter Weise keine zweiten 
Differentialquotienten von f, da diese sich simtlich paarweis fortheben. 


Klammetr- 
ausdruck, 
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Er ist also auch ein Symbol wie U,f und U,f. Wir werden ihn ab- 
ktirzend mit (U, U,) oder, um hervorzuheben, dass er ein auf f aus- 
gefiihrter Process ist, mit (U,f, U,f) bezeichnen: 
(U, U,) = (Uf, Uf) = U,02f) — U,(U;f). 
Den Ausdruck (U,U,) nennen wir den mit U,f und U,f gebildeten 
Klammerausdruck. Auf seine begriffliche Bedeutung koénnen wir hier 
noch nicht eingehen. 
Insbesondere ist offenbar 
(U, U,) + (U, U,) =0 
(U, U,) = 0. 
Bedeutet ferner w eine Function von x und y allein, so ist 
(@ U,, Uz) = @(U, U,) — U,@ - U,f, 
wovon man sich durch Ausrechnung iiberzeugen moge. 

Uberhaupt empfehlen wir dem Leser, sich mit der Bildung des 
Klammerausdruckes, der eine tiberaus wichtige Rolle in unseren Theorien 
spielen wird, durch mannigfache Ubung recht vertraut zu machen. Je 
gewandter man in seiner Ausrechnung ist, um so besser tibersieht 
man die theoretischen und praktischen Huntwickelungen der spiteren 
Kapitel. 

Bei solchen Rechnungen ist es recht bequem, die umstiindlichen 
Zeichen a und ao solange f eine beliebige Function bedeutet, durch 
kiirzere, namlich durch p und q, zu ersetzen. So lautet das Symbol 
der infinitesimalen Rotation um den Anfangspunkt kurz — yp + aq 
oder, da es mit einer beliebigen Constanten multipliciert werden darf, 
yp — xq. Die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangs- 
punkt aus hat das Symbol xp-+ yq, die infinitesimale Translation 
langs der w-Axe das Symbol p, die lings der y-Axe gq, eine beliebige 
infinitesimale Translation das Symbol ap + bq, wo a und b Constanten 
sind. Das Symbol] der in § 3 des 1. Kap. betrachteten infinitesimalen 
affinen Transformation ist wp, u. s. w. 

Doch wollen wir in den folgenden theoretischen Entwickelungen 


zum besseren Verstindnis derselben die umstindlicheren Zeichen oe 


und af beibehalten und erst auf einer spiiteren Stufe die Abktirzungen 


und 


p und q daftir gebrauchen. Immerhin mag der Leser sich schon jetzt 
damit bekannt machen. 


Schliesslich heben wir noch hervor, dass zwischen drei infinitesi- 
malen Transformationen der Ebene (a, y): 
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en On of isha of 0 : 0 q 
It 8 i pels tt oy? Uf = te ta Ge O;f = 56 +s 55 
stets eine Gleichung 


A, U,f + A, Uf + A, U;f = 0 


identisch besteht fiir alle Werte von x, y und f. Eliminiert man 


nimlich die Gréssen us und z aus den drei obenstehenden Glei- 
chungen, so kommt: 

Ui rer 

Us 5 Gar = 0 

Usf § 1s 


oder 
(6235 aU) U7 (E317 — 6 Gest Albi Ne — E51) Ui 0 


und diese Identitit zwischen U,f, U,f und U,f besteht fiir jedes pe 


und ae d. h. fiir jede Function f. Ist hierin 
Eo Ns mo E5N2 a= 0, 
unterscheiden sich also U,f und U,f nicht nur um einen (von # und 
y abhangigen) Factor, so kénnen wir durch £1, — &y, dividieren 
und erhalten eine Relation von der Form 
U,f = te (@, y) Uf + us(@, y) USF 

Das Symbol emer beliebigen infinitesimalen Transformation in «a, y lisst 
sich also linear (mit Coefficienten, die von x und y abhingen) aus den 
Symbolen irgend zweier solcher zusammensetzen, vorausgesetzt dass die 
Symbole der beiden letzteren sich nicht bloss win einen Factor unter- 
scheiden, geometrisch ausgesprochen: vorausgesetzt, dass die beiden 
letzteren infinitesimalen Transformationen einem beliebigen Punkte ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen zuerteilen. 

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu den Multiplicator- 
sitzen des vorigen Kapitels zuriick. 


§ 2. Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Transformationen, 
welche eine gew. Differentialgleichung erster Ordnung gestattet. 


Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung re 
schen zwei 

Xdy ~_ Ydx Tans 0 inf. Trans- 

Ci . ° Z, a form. der 

gestatte zwei bekannte infinitesimale Transformationen Differential- 
gleichung 

Pea of of und einem 

U,f —a es Ba Ny oy? Integral. 


Q af 
U,f = &, se te Fh 
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und dabei voraussetzen, dass keine derselben trivial, d. h. von der Form 
of of 
eC eae 
oder kurz @ Af ist, wenn namlich wie frither gesetzt wird: 
__ y Of of 
Nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) sind nun 


1 1 

"=X, — Ye? “) =x, — YE 
Integrabilitatsfactoren der vorgelegten Differentialgleichung. Bekannt- 
lich ist der Quotient zweier solcher, wie in der Theorie der Differen- 
tialgleichungen gelehrt wird, ein Integral oder eine Constante. Wir 
wollen den Beweis dafiir zum Uberfluss kurz andeuten: M, und MM, 
erfiillen die Definitionsgleichung eines Euler’schen Multiplicators, d. h. 
es ist 


pM A par oe 
Ox ar oy a), 
OMX ~ 0M.Y = 
Ou cha Oy ° 
oder, etwas umgeformt: 
alg M, lg Mae px Oe 
X55 suns oy ae oes a oy a 
dle M, Clg M, 0X ae ees 
Ssipg irs, oy shige hy eae 
Subtrahiert man beide Identitiiten von einander, so kommt 
M,\ __ 
A (Ig 57) =0, 
M, M, Pe ; 
d. h. lg —* oder also [= selbst ist ein Integral der vorgelegten Dif- 


M, M, 
ferentialgleichung oder aber nur eine Constante. 
Mithin ergiebt sich 


Satz 1: Sind 


tof to i und B56 +m 5 
zwei nicht triviale infinitesimale Transformationen, welche die gewohnliche 
Differentialgleichung 
Xdy — Ydx# =0 
gestattet, so ast 
OG ies 
>. ae a 


ein Integral derselben oder aber eine Constante. 
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Setzen wir zunichst voraus, dieser Quotient sei ein Integral. Ist Bezichung 


bh 
@ (a, y) wie frtiher ein Inger der Differentialgleichung @, so ist also rer eae 
der Quotient allgemein eine Function 82(c) desselben: Ape 
tialglei- 
XN — Y¥ Ss chung. 
= 2Q(0 
XN, aaee WATS ( Hs 


de lte 
eS — QE, ly — Qn, 
xX igs yy , 


sodass § und 7, die Formen haben: 
g = Rw) & + (a, y) x; 
Ny = 2(w)- 7, + e(@, y)- Y, 
wo @ eine gewisse Function vori 2, y bedeutet. Mithin ist 


ou | 0 Gf 0 0 
Unf = b sot Go = Qe) (56+ 0 54) + 0 (x; e+ ¥ 54) 
oder also 


(1) U,f= 2(@)- Uf + e(@ 9) Af 


Wenn jener im obigen Satze erwihnte Quotient nur eine Con- 
stante x ist, so folgt, indem x an Stelle von 8 tritt, ganz analog, dass 
(2) U,f =%- Uf + o(4,y)- Af 
ist. Hs ist hier keme wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit, 
wenn wir insbesondere die Constante x (die sicher nicht Null ist, da 
sonst nach (2) gegen die Voraussetzung U,f eine triviale Transfor- 
mation der Differentialgleichung ware) gleich 1 annehmen, denn mit 
U,f ist ja auch x-U,f eme infinitesimale Transformation, welche 
unsere Differentialgleichung gestattet. Demnach kénnen wir statt (2) 
auch schreiben 


(2’) Unf = Uif + o(@,y)- Af 
Alsdann transformieren die beiden infinitesimalen Transformationen 


U,f und U,f die Integralcurven w(x, y) = Const. beide in genau der- 
selben Weise. Denn: die Curve 


10 (a, y) =6 
geht bei U,f tiber in eine unendlich benachbarte Curve der Schar 
(44, 4,) =c+ 0G. 
Die Transformation U,f lautet: 
= a+ Sdt+---, y =y tot: 
und es ist also 


oa bdt+---, ytqdt+--) = e+ de 
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oder bis auf unendlich kleine Gréssen hoherer Ordnung 
Oo 0@\ & i . 
o(e,y) + (8 so +0 Ge) b= e+ Oe, 
oder endlich, da (az, y) = ist: 
Ula. 0r—=¢,. 


Nun aber wissen wir, dass die Curvenschar a(x, y) = die infinitesi- 
male Transformation U,f gestattet und dass infolge dessen eine Glei- 
chung von der Form 
U,o7 = F(a) = Fe) 
besteht. Daher fthrt die infinitesimale Transformation dz = dt, 
dy = not jede Curve der invarianten Schar (2, y)=c in die be- 
nachbarte Curve 
0(44,4%) =ce+ Foedt—c+ U,o. dt 

tiber. 

In entsprechender Weise geht die Curve w(x, y) =e bei der 
infinitesimalen Transformation U,f in eine benachbarte Curve 


c(a, Y,) =¢ + Oe, 


itiber, wo analog 


Ua . dt = de, 
ist. Nach (2’) aber ist: 
Zo Ura, 
weil Aw = 0 ist, und also auch 
ONO FONG 


d. h. die beiden Curven, in welche we durch die infinitesimalen 
Transformationen U,f und U,f iibergefiihrt wird, sind dieselben, wie 
behauptet wurde. 

Auch auf mehr anschaulichem Wege geht dies aus (2°) hervor: 
Fasst man nimlich 


pe ee) of 
Ege as Y 59 
als infinitesimale Transformation auf, so ordnet sie einem Punkte p 
einer Integralcurve @ —c eine Fortschreitungsstrecke zu, deren Pro- 
jectionen auf die Axen gleich XO¢ und Yo? sind, und fihrt ihn also 
auf der Integralcurve selbst weiter, wahrend U,f und U,f ihm gewisse 
Fortschreitungsstrecken zuordnen, die ihn aus dieser Integralcurve 
hinausfiihren. Die Gleichung (2’) aber giebt fiir f= a und f=y: 
Et Ok, 
=m + oY. 
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Demnach ist die Fortschreitungsstrecke dt /£,? + 7, welche U,f dem 
Punkte p erteilt, nach dem Parallelogramm der Bewegungen aus den 


Strecken 0¢ V£,2+ y,? und odtVX? + Y?, welche der Punkt p durch 
U,f und Af erfihrt, zu construieren. U,f fiihrt alle Punkte einer 
Integralcurve @ = c in die Punkte , 
emer benachbarten Integralcurve 
tiber, und bis auf unendlich kleine 
Gréssen zweiter Ordnung liegen 
daher auch die vierten Ecken jener 
Parallelogramme der Bewegungen, 
welche ftir die Punkte p der Inte- 
gralcurve @ = ¢ construiert wer- 
den kénnen, auf derselben benach- 
barten Integralcurve. (Fig. 10.) 

Wenn U,f und U,f in der Be- 
ziehung (2’) zu einander stehen, 
so werden wir daher U,f gar 
nicht als eine wesentlich von U,f 
abweichende infinitesimale Transformation der Differentialgleichung 
Xdy — Ydx =O auffassen. Man kann ja alle solche Transforma- 
tionen U,f sofort angeben, sobald U,f gegeben ist, und fiir das Inte- 
grationsgeschaft bringt U,f keen Nutzen, da 

Xn, — YS 
Xn, — Yé, 

kein Integral, sondern nur eine Constante ist. 

Deshalb wollen wir, wenn von zwei infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f und U,f die Rede ist, welche die Differentialgleichung 
Xdy — Ydxt« =0 gestattet, dabei im allgemeinen stillschweigend 
voraussetzen, dass U;f und U,f wesentlich von eimander in Hinsicht 
dieser Differentialgleichung verschieden scien, also keme Relation von 
der Form (2’) oder noch allgemeiner von der Form: 


U,f = 2U,f + Af 


bestehe, in der x eine Constante bedeutet. 


W-C+0C 


Fig. 10. 


Unsere Formeln (1) und (2) kénnen wir in dem Satze zusammen- 
fassen: 
Satz 2: Zwei nicht triviale infinitesimale Transformationen U,f und 
U,f einer Differentialgleichung 
Xdy — Ydz = 0, 


deren gugehirige lineare partielle Differentialgleichung lautet: 


Zweite 
Ableitung 
jener 


Beziehung. 
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__ y Of eS 
OW a epg 
erfiillen immer eine Relation von der Form 
U,f = Q2(@) Uf + o(@, Af, 
wo o em Integral der Differentialgleichung bedeutet. 
Wir kénnen zu demselben Ergebnis auch auf mehreren anderen 


Wegen gelangen, welche erwihnt zu werden verdienen, da die be- 
treffenden Methoden an sich Interesse darbieten. 


§ 3. Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung. 


Um auf einem anderen Wege zu unserer Formel (1) zu kommen, 
denken wir uns an Stelle von w und y neue Verinderliche eingefiihrt, 
etwa x und b, fiir welche 


Ay = — Ef oe == 0, 
ye a ay 
ist, also sogenannte canonische Verinderliche des Ausdrucks Af, der 


dadurch iibergeht in 


Af = Zh 


(Vel. Satz 4 des § 2, 3. Cap.) Dabei geht U,f (mach Satz 2 desselben 
Paragraphen) tiber in 

Uf Sh + Oy 2, 
wahrend 


7) 
Us = Uye ge + tay Zh 


wird. Da jetzt Af die einfache Form a hat, so lautet die Differen- 


tialgleichung Xdy — Ydx =O in den neuen Verdnderlichen einfach 
dy = 0, d. h. die Integralcurven sind die Curven y = Const. Diese 
Schar gestattet aber eine infinitesimale Transformation Uf nur dann, 
wenn diese dem ¢ ein nur von ¢ abhingiges Increment erteilt, also 
die Form hat: 

Uf = 2@) < r+ W(e, 9) 2 


Da U,f und U,f infinitesimale Tea ae der Differential- 
gleichung sein sollen, so miissen sie folglich die Formen haben: 


a eo: 
U,f = 2.0) 2 + We, 8) 5 
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Hiernach ist eine Relation vorhanden: 
£5 (¢) U,f — 2,(%) U,f = (x, 9) ah, 
die sich auch so schreiben lisst: 
U,f — 2(¢) U,f = W(x, ») Af, 
da Af = a ist, oder: 
U,f = 2(2) Uf + We, 9) AL 


Kehren wir nun zu den urspriinglichen Verinderlichen 2, y zuriick, 
so ist y wegen Ay —0 ein Integral w der Differentialgleichung Af—0, 
wahrend W(x, ) eine Function o(x, y) wird, sodass sich ergiebt: 


U,f = 2(@) U,f + oa, y) Af, 


was zu beweisen war. 


Wir koénnen zu demselben Ergebnis auch durch das folgende , Pritte 
>) 5 Ableitung 


Vorgehen gelangen: rete 
Da U,f sich nicht nur um einen Factor von Af unterscheidet 

(sonst ware ja U,f eine triviale Transformation der Differential- 

gleichung), so ist nach dem in § 1 Gesagten klar, dass U,f sich 


linear durch U,f und Af ausdriicken lassen muss: 
(3) Up oU,f + 0 4f 
Hier sind 6 und 9 gewisse Functionen von w und y. Sollen nun U,f 
und U,f infinitesimale Transformationen sein, welche die Differential- 
gleichung Xdy — Ydx =O oder also die Schar w = Const. der zu- 
gehérigen Integralcurven invariant lassen, so miissen U,o@ und U, 
Functionen von @ allein sein (siehe Satz 2, § 2, Kap. 5): 

U,9 =2,(0), U,0=2,(a), 
wihrend Aw =O ist. Setzen wir also in der sicher vorhandenen Re- 
lation (3) f=, so reduciert sie sich auf: 

2,(@) = 62,(@), 
d. h. 6 ist eine Function 2(@), sodass sich ergiebt: 
U,f = 2(@) Uf + @ Af. 


Dies ist wieder unsere Formel (1). 


Vierte 


Complicierter ist die Ableitung unserer Formel aus der Rela- iii 
tion (3), wenn wir das Theorem 9 (§ 2 des 6. Kap.) benutzen. Danach , 37° 
miissen namlich, wenn U,f und U,/f infinitesimale Transformationen 
sein sollen, welche die Differentialgleichung Xdy— Ydu = 0 gestattet, 
Relationen bestehen von der Form 
(4) (U,A) = 4,(@, y)Af, (U,4) = 42 (a, y) Aof- ; 


Lie, Differentialgleichungen. 
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Nach (3) aber ist: 
(U, A) = (6U,, A) + (@A, A). 
Hieraus folgt, wenn wir an die Bemerkungen in § 1 erinnern: 
(U, A) = o(U,A) — Ao. U,f + 0(AA) — Ag. Af, 
wo noch (A.A) ==0 ist. Substituieren wir hierin die Werte (4), so 
kommt: 
1,Af=oei,.Af—Ao.U,f— Ao. Af 
oder: 
(64, — A, — Ao) Af= Ao. U,f. 
Hierin sind oA, —A,— Ao und Ao Functionen von wz, y. Nach 
. Voraussetzung soll sich U,f nicht nur um einen Factor von Af unter- 
‘scheiden. Es ist also notwendig einzeln jeder dieser beiden Coeffi- 
cienten Null, insbesondere der zweite: 
Ao =0, 


woraus folgt, dass o ein Integral 2(w) unserer Differentialgleichung 
ist. Danach giebt (3) wieder unsere gesuchte Formel: 


(5) U,f = 2(@) U,f + o Af. 


Umkehrung. Nehmen wir nun umgekehrt an, U,/ sei eine infinitesimale Trans- 
formation, welche die Differentialgleichung gestattet, 2(@) sei eine 
beliebig gewahlte Function des Integrals m und go eine beliebige 
Function von # und y, so ist leicht zu zeigen, dass alsdann auch die 
durch (5) bestimmte infinitesimale Transformation U,f die Differential- 
gleichung invariant lisst. In der That giebt ja die Formel (5) fir 
f=o, da Aw =O0 und nach Voraussetzung U,@ eine Function 
8, (@) ist: 

U,@ = 2(o) .2,(@), 

d. h. auch U,@ ist eine Function von @ allein. Die Schar w = Const. 
gestattet also die infinitesimale Transformation Uf. 

Daher werden wir unseren Satz jetzt so aussprechen: 

Theorem 10: Ist U,f eine nicht triviale infinitesimale Trans- 
formation, welche die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx =0 

gestattet, und setzt man 


— x Of of 
Af=xX ppm Yay ; 
so gestattet die Differentialglecchung auch jede infinitesimale 
Transformation von der Form 


U,f = 2(@) U,f + (2, y) Af, 
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wo 8(«) eine beliebige Function des Integrals o der Differen- 
tialgleichung und @ eine beliebige Function von x und y be- 
deutet. Andererseits ist dies die allgemeinste infinitesimale 
Transformation in x, y, welche die Differentialgleichung zuldsst. 

Dies Resultat lasst sich auch in eleganter Weise rein geometrisch 
ableiten. Seien nimlich U,f und U,f irgend zwei infinitesimale Trans- 
formationen, welche die Schar der Integralcurven w == Const. invariant 
lassen. Hine beliebige, aber bestimmte Curve dieser Schar sei w(x, y)=c. 
Sie wird von U,f in eine infinitesimal benachbarte Curve der Schar, 
etwa in 


(2, ¥;) =e + Oe, 
tibergefiihrt. Alsdann ist, wie wir friiher schon (in § 2) fanden: 
(6) U,o0 - dt = 06, 


und hierin hat die linke Seite ebenso wie die rechte denselben Wert 
lings der Curve ow =c. Dies gilt fiir jede Curve ow =e. 
Betrachten wir nun den Ausdruck 


U,@ 


Urs Bo Of 
derselbe stellt eine infinitesimale Transformation dar, die sich von 
U,f nur um einen Factor ae , der eine Function von o allein ist, 
1 


unterscheidet. Diese infinitesimale Transformation Uf lisst auch die 
Schar o = Const. invariant, es ist ja Ua 
eine Function von @ allein, namlich gleich 
U,o. Nach (6) fiihrt mithin Uf die 
beliebige Curve w = in genau dieselbe 
Curve o=c-+0c, iiber, in die sie 
durch U,f verwandelt wird. Die beiden 
infinitesimalen Transformationen U,f und 
Uf fihren aber nicht notwendig die 
Punkte der Curve oc in dhieselben : 
Punkte der benachbarten Curve wo —c-+ 0c, iiber, vielmehr im all- 
gemeinen in verschiedene. (S. Fig. 11.) 


Wenn Uf die beliebige Curve  =c in die Curve a=c-+ dc, 


Geo- 
metrische 
Ableitung. 


transformiert, so wird die infinitesimale Transformation — Uf alle - 


Punkte der letzteren Curve in die der ersteren zuriickbringen (wenn, 

wie tiberhaupt bei dieser Betrachtung, von unendlich kleinen Gréssen 

zweiter Ordnung abgesehen wird), denn sie erteilt den Coordinaten 

gerade entgegengesetzte Incremente wie Uf. Fiihren wir nun zuerst 
~ 9* 
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U,f und darauf — Uf aus, so ist dies dasselbe, als ob wir die infini- 
tesimale Transformation U,f — Uf ausgefiihrt hitten. U,f ftihrt die 
Curve @ = c in die Curve o =c- dc, ier, 
und — Uf fiihrt diese zuriick. (Fig. 12.) 
Dabei gelangen zwar die Punkte wieder auf 
ihre urspriingliche Curve, aber nicht gerade 
notwendig auf ihre urspriinglichen Platze 
zurtick. Sie koénnen vielmehr lings der 
Curve infinitesimal verschoben sein. Aber 

Te jede solche infinitesimale Transformation hat 
die Fortschreitungsrichtung 


OY As Ya 


Oat ak 
- (die von der Differentialgleichung Xdy — Ydx =O bestimmt wird), 
also ein Symbol von der Form 


(#7, Y) ee ae 7) 
oder 9- Af. Demnach ist: 
Ci =e Ay, 
U,f= 2(@)U,f + @- Af 


und dies ist unsere obige Formel (5). 


oder: 


Das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels, das in Satz 1 ebenso wie 
in der Forme] (5) seinen Ausdruck findet, ist, dass die Kenntnis zweier 
in Hinsicht auf die Differentialgleichung Xdy — Ydu =O wesentlich 
verschiedener infinitesimaler Transformationen U,f und U,f der Diffe- 
rentialgleichung die Kenntnis ees Integrals nach sich zieht, das in dem 
Satz 1 in der Form 

elas ies 
BAS price a 
in (5) in der Form 2(@) geschrieben wurde. 

Da die Formel (5) wieder zu jenem ersten Satze zurtickfiihrt, 

denn aus (5) folgt 


E, SSL 53 2 eX, 
No = Qn, + OY, 
also: 
Kyo ye 
SO Seen y 2 


so kénnen wir sagen, dass wir die Méglichkeit der Verwertung von 
U,f und U,f zur Bestimmung des Integrals von zwei verschiedenen 
-Punkten ausgehend bewiesen haben, einmal mit Hiilfe der im vorigen 
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Kapitel entwickelten Multiplicatortheorie (in § 2) und dann auf mehr 
begrifflichem, von fritheren Entwickelungen unabhingigeren Wege 
(in § 3). Letztere Methode ist deshalb bemerkenswert, weil sie auf 
partielle Differentialgleichungen ausgedehnt werden kann, wie wir 
spater sehen werden. 


§ 4. Beispiele. 


Wir erliutern unsere Theorien durch mehrere einfache Beispiele. 
1. Beispiel: Die Differentialgleichung: 
dy — xdx = 0 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen: 


r) 7) 0 
Uf=s, Ursa ty SZ, 


denn es ist hier 


Sony of 
Af, ok ay 
und 
OA 0 UA = AF 


(Vgl. Theorem 9, § 2 des 6. Kap.) Mithin ist U,f von der Form 
U,f = 2(@) Uf + e Af, 


also (fir f= und =y): ps 
r= 2-1+o 
y = 2-0-+ ox, 


daher e=—4, Q=a—-esa—4. Es ist also a— 2 oder 


“xz —y ein Integral. In der That giebt dies differenziert sofort die 
Differentialgleichung wieder. Kiirzer hatten wir das Integral uach 
Satz 1 gefunden durch Bildung des Quotienten: 

lige Gehl A oe ae Yee 

Xy,—Yé& 1:0—n-1 % 

2. Beispiel: Die Differentialgleichung 
ady —(y — «*)dx = 0 

gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


0 OG ia aks eh 
U fsx, U,f = 2551 2Y Gy) 


denn es ist e A 
Apso slg y— a i 

und 
(USAl zee (04) = 0, 

wie die Ausrechnung lehrt. Mithin hat U,f die Form: 


U;f = 2(@) U,f + @ Af. , 
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Dies liefert die beiden einzelnen Gleichungen: 
r=2-0+ 0:4, 
2y = Q2-2+ e(y— 2’), 


d. h. 9 = 1, also : 
QaUte. 


Pls ein Integral. In der That folgt daraus durch 


Hs ist somit 
Differentiation wieder die Differentialgleichung. Schneller ergiebt sich 
das Integral durch Bildung des Quotienten: 

Atty sta ae Ge) ee ae 


Xn, — Yé, CE — Y= iz") - 0 se 
3. Beispiel: Die Differentialgleichung 
dy — (a = Vi? — 2y) dx =0 


gestattet die beiden infinitesimalen ce aaa 


Uf=setag, aoe fey 


denn es ist 
af=2t + (eye =) 2 
und also 
(U, A) = 0, (0,4) =— Af. 
Folglich ist der Quotient: 
1. 2y — (a — Vu? — 2y) - x 
17a. (el Vote Oy) ot 
ein Integral. 
Weitere Beispiele, die der Leser selbst durchfiihren mége, sind diese: 
4. Beispiel: Die Differentialgleichung 
x? dy — 2y dz =0 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


Upsasty sg, fae tty ee. 
Man verificiere dies und bestimme das Integral. 
5. Beispiel: Die Differentialgleichung 
aydy — (y+ «)dz = 0 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


a of of ee. 0 
Uf == 205 + Y Gy Ufo ot + oy oe 


= 0 — Ya — By 


Man verificiere dies und bestimme das Integral. 
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Kapitel 8. 


Uber die Bestimmung der Scharen von co! Curven und der 
Differentialgleichungen erster Ordnung, welche eine vorgelegte 
eingliedrige Gruppe gestatten. 


In dem vorletzten Kapitel war davon die Rede, wann eine vor- 
gelegte Curvenschar w(x, y) = Const. oder eine vorgelegte Differential- 
gleichung Xdy — Ydx =O eine eingliedrige Gruppe oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, eine infinitesimale Transformation Uf gestattet. 
Nunmehr wollen wir in diesem Kapitel zu einer bekannten eingliedrigen 
Gruppe alle invarianten Curvenscharen und Differentialgleichungen be- 
stimmen. 


§ 1. Ausfithrung aller Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe auf eine beliebige Curve. 


Wir stellen uns also jetzt die Frage: 

Gesetzt, es ser eine eimghedrige Gruppe vorgelegt, wie findet man 
alsdann alle Scharen von co Curven, welche diese Gruppe gestatten? 

Dabei wollen wir annehmen, die endlichen Gleichungen der ein- 
gliedrigen Gruppe seien vorgelegt: 

(1) t= 9%, 9,4), Y= VY, 4), 

wo @ den Parameter der Gruppe bezeichnet. Um uns spiater recht 
knapp ausdriicken zu kénnen, schicken wir einige nicht nur fiir die 
vorliegende Frage, sondern fiir die ganze Gruppentheorie wichtige 
formelle Bemerkungen voraus. 

Wie schon friiher gelegentlich (vgl. § 2 des 4. Kap.) bezeichnen *)symbolische 
wir die Transformation der Gruppe, welche dem Parameterwert @ xungen. 
zugehort, mit 7. Die Aufeinanderfolge zweier Transformationen T;, 
und 7, ist einer gewissen Transformation 7, der Gruppe Aquivalent: 

TT; = T., 
wo dann c eine gewisse Function von @ und 6 ist: 

c =A(a, b). 
Fiihren wir insbesondere die Transformationen auf eimen Punkt p 
oder auf eine Curve & aus, so schreiben wir die Aquivalenz sym- 


bolisch so: 


*) Die im Text eingefiihrte Symbolik ist, wie der Leser bemerken wird, von 
der Substitutionstheorie heriibergenommen. 
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(p) Ta T, =(p) Zo, 

(k) TT; = (kh) A. 
Es hat jeder Ausdruck (p)7,7,7T.... und (k)7,7,T,... eimen ganz 
bestimmten Sinn. Der erste z. B. bezeichnet den Punkt, in welchen 
p tibergeht, wenn man auf y nacheinander die Transformationen 
T,, T,, T,... der Gruppe anwendet. Fiihren wir dieselbe Transfor- 
mation 7, zweimal nach einander aus, so werden wir 7,7, kiirzer 
mit Z,? bezeichnen kénnen, ebenso 7, 7.7, kiirzer mit T,? u. s. w. 
Alsdann gewinnt der Ausdruck 7,7,7,... der Reihenfolge mehrer 
Transformationen grosse Ahnlichkeit mit den Producten der gewohn- 
lichen Arithmetik. Um diese fiir die Anwendungen recht erwiinschte 
Analogie noch vollstindiger zu machen, werden wir die identische 
Transformation mit 7,°=—7,°=-+--=1 und die zu TZ, inverse 
Transformation, welche ja nach der Definition der Gruppe (vgl. § 1 
des 2. Kap.) in ihr vorhanden ist, mit 7’ bezeichnen. Dann ist 
namilich: 

TT," = 7 =1 
und (vgl. denselben §) auch: 

T, *T, =T, =1, 
wahrend 

dO Nai Ue ed Us 

ist. T, * wiirde natiirlich die Reihenfolge 7° 7, ° bedeuten u. s. w. 
Wenn 7, den Punkt p oder die Curve k nach p, resp. /, ftihrt: 


(2) (p) Ty = (pi), (K) Ty = (k,), 


s = eer ee . 
so ftihrt 7, , die inverse Transformation, p, resp. k, nach p resp. kh 
zuriick: 


(3) (Oe =(p), (a) T= (K). 
Wir hitten dies auch rein rechnerisch aus (2) ableiten kénnen, denn 


fiihren wir auf beide Seiten von (2) die Transformation 7," aus, so 
kommt: 


(p) Tole = (wy) Ta, ()LaTo* = (hy) To 


oder, da TJ, T, '=T,°=1 die identische Transformation und also 
(p)1 = (p), (4) 1 = (k) zu setzen ist: 


)=@)Ir, Oa). 


Diese Gleichungen sind aber dieselben wie (3). 


Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt nach allen Scharen 
von oo! Curven fragen, welche bei der eingliedrigen Gruppe (1) 
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invariant bleiben. Hine solche Schar ist die der Bahncurven, denn 
es bleibt ja jede Bahneurve bei der Gruppe einzeln invariant, also 
auch die Schar derselben. 
Wollen wir eine andere invariante Schar von oot Curven & finden, 
so haben wir anzunehmen, dass wenigstens eine Curve i, derselben 
keine Bahncurve sei. Fiihren wir auf diese Curve h, alle Transfor-Avstthrus 


aller Trans- 


mationen der Gruppe aus, so sollen dieselben k, in Curven k den 


gesuchten Schar iiberfiihren. Durch Ausfiihrung aller co! Transfor- apes 


mationen der Gruppe geht aber &, gerade in oot Curven tiber; 
denn ist 


(4) R(x, y) = 0 

die Gleichung von ky, so findet man die Curven, in welche % durch 
die Transformationen der Gruppe verwandelt wird, durch Elimination 
von x und y aus (1) und (4) ausgedriickt in x, und y,, und die sich 
ergebende Gleichung enthilt einen Parameter a. (Derselbe wiirde nur. 
dann wegfallen, wenn k, gegen die Voraussetzung Bahncurve wire.) 
Die cot Curven, in welche somit /, bei allen Transformationen der 
Gruppe tibergeht, bilden nun offenbar eine invariante Schar. Denn 
sei k eine beliebige dieser oot Curven, die aus k, etwa durch Aus- 
fiihrung von 7, hervorgegangen ist, so ist: 

(5) (ky) Za = (hi). 

Fiihren wir auf & eine beliebige Transformation 7, der Gruppe aus, 
so geht & tiber in die Curve (k)7, oder nach (5) in die Curve 
(ky) TT, oder (k))Z., also in eine Curve, die aus /, durch Ausftihrung 
einer Transformation 7, der Gruppe hervorgeht und daher jener Schar 
angehort. 

Es ist offenbar gleichgtiltig, wie die urspriingliche Curve fj) in 
der Ebene gewihlt ist, wenn sie nur nicht Bahneurve ist. Immer 
erzeugt sie bei den Transformationen der Gruppe eine invariante 
Schar von oo? Curven. 

Dass diese Schar keine Bahneurve enthilt, ist leicht zu sehen. 
Sei nimlich angenommen, eine Curve k, der Schar sei doch Bahn- 
curve. Sie gehe aus k, etwa durch die Transformation TZ, hervor: 


(i) Ta = (hy). 
Fiihren wir rechts und links 7; * aus, so kommt: 
(ky) = (eT, 
d. h. die zu 7, inverse Transformation 7; * fiihrt h, in die Lage hy 
zuriick. Wenn aber &, Bahncurve ist, so ist dies unmoglich, da jede 


Bahncurve bei allen Transformationen der Gruppe, also auch bei ithe 
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invariant bleibt, d. h. (4,) 77° = (k,) und nicht = (k,) ist. Wir haben 
also gefunden: 

Theorem 11: Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene vor, 
so gehort jede Curve der Ebene einer und nur einer Schar von 
cot Curven an, welche die Gruppe gestattet. Ist jene Curve 
Bahneurve der Gruppe, so sind alle Curven der Schar Bahn- 
curven, ist jene Curve keine Bahncurve, so ist auch keine 
andere Curve der Schar Bahneurve. In diesem Falle geht die 
invariante Schar dadurch hervor, dass man auf die eine Curve 
alle Transformationen der Gruppe ausfihrt. 


Sei etwa 
2X(a, y) =0 
die Gleichung der beliebig gewahlten Curve, die keine Bahncurve sein 
soll. Anstatt alle Transformationen 7, auf sie auszufiihren, fihren 
wir die inversen Ip aus. Dies kommt auf dasselbe hinaus, denn 
jede Transformation der Gruppe ist ja die inverse einer anderen. Dies 
Verfahren ist analytisch bequemer, denn 7; * hat die Gleichungen (1), 
wenn man darin z,, y, als die urspriinglichen, x, y als die transfor- 
mierten Variabeln auffasst. Wir werden demnach die Gleichung der — 
vorgelegten Curve so schreiben: 


2(%,, 44) = 0 


und hierin die Werte (1) substituieren. Dadurch geht dann die in- 
variante Curvenschar, welcher jene vorgelegte Curve angehért, in der 
Form hervor: hues 


(6) 2(p(@, y, 4), V(@, Y, a) = 0. 

Dies ist also der allgemeine Ausdruck einer bei der Gruppe 
invarianten Schar von oot Curven, von denen nicht jede einzeln in- 
variant ist. $% darf ganz beliebig gewihlt werden, nur nicht so, dass 


2(x, y) =O gerade eine Bahnecurve ist, denn dann wiirde (6) den 
Parameter a in Wirklichkeit gar nicht enthalten. 


§ 2. Bestimmung der Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche eine vorgelegte eingliedrige Gruppe gestatten. 


Um nun die Differentialgleichungen Xdy — Ydx =O zu finden, 
welche die vorgelegte Gruppe (1) zulassen, haben wir nur noch einen 
Schritt zu thun: 

Die cot Curven (6) sind ja die Integraleurven einer gewohnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen w und y. Man findet 
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diese also durch Elimination von a aus (6) und der differenzierten i 
 Gleichung d2(p, ~)=0. Damit hat man dann den allgemeinen es 


Ausdruck einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung ge- pig se 
. - DEL 


funden, welche unsere eingliedrige Gruppe gestattet. Man darf nicht Mes 
vergessen, dass man hierdurch eine Differentialgleichung, welche die 
Gruppe gestattet, nicht erhilt, nimlich die der Bahncurven. Aber 
die Bahneurven sind mit den endlichen Gleichungen der Gruppe be- 
kannt (vgl. Satz 7, § 2 des 4. Kap.), also ist auch ihre Differential- 
gleichung durch Differentiation und Elimination zu finden. Daher: 

Satz 1: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 
Gruppe m x, y, so kann man allein durch Differentiation und Elimi- 
nation alle gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
az und y bestimmen, welche die Gruppe gestatten. 


Das hier vorgetragene Verfahren liefert alle Differentialgleichungen 
erster Ordnung, welche die Gruppe oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, ihre infinitesimale Transformation gestatten. Nach Theorem 8 
(§ 1 des 6. Kap.) liisst sich daher zu jeder dieser Differentialgleichungen, 
mit Ausnahme der Differentialgleichung der Bahncurven, ein Multipli- 
cator angeben, und sie sind mithin durch Quadratur integrierbar. 

Man konnte durch dieses Verfahren unbegrenzt viele Differential- 
gleichungen erster Ordnung auffinden, die integrierbar sind, denn es 
sind uns ja alle eingliedrigen Gruppen der Ebene bekannt in der 
Darstellungsform 

2X(L,, Y1) = RX(a, y), W(a1,%) —t = Wa, y); 
(vgl. Theorem 1, § 4 des 2. Kap.). Allein diese Methode leidet an 
dem wesentlichen Ubelstande, dass sie keine rechte Ubersicht tiber 
die mannigfaltigen Formen solcher Differentialgleichungen gewiahrt. 
Spiiter geben wir eine andere Methode, die in dieser Hinsicht voll- 
kommener ist. 

Hervorgehoben sei noch, dass unser Verfahren natiirlich alle 
Differentialgleichungen erster Ordnung ergeben muss, denn jede solche 
Differentialgleichung gestattet eingliedrige Gruppen. (Vgl. Satz 8 des 
§ 4, 6. Kap.) Damit ist nun aber keineswegs gesagt, dass man auch 
alle Differentialgleichungen Xdy — Yda =O integrieren kénne. Die 
Schwierigkeit ist eben die, wenn eine solche Differentialgleichung 
integriert werden soll, eine eingliedrige Gruppe zu finden, welche sie 
invariant lisst und ihre Integraleurven nicht zu Bahncurven hat. 


Wenn nun nicht die endlichen Gleichungen der eingliedrigen 
Gruppe vorgelegt sind, sondern nur ihre infinitesimale Transformation 
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rable BOT of 
Ufa as atoll oy 
bekannt ist, so findet man alle invarianten Curvenscharen 
o(“, y) = Const. 


aus der Bedingung 
Ua = 2(a), 


die sich, wie schon friither bemerkt wurde (siehe § 1 des 6. Kap.), 
durch Benutzung einer passenden Function ®(w) anstelle von ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit noch specieller annehmen Jasst in 
den Formen: 
Ua=0, Ua —1. 

Die erste Gleichung giebt durch Integration die Schar der Bahncurven. 
Die Ermittelung der Functionen wo, welche Uo = 1 machen, deckt 
sich bekanntlich mit der Integration des simultanen Systems 


dx dy do 


und erfordert, wie wir friiher zeigten (vgl. 8S. 33 a. 55), bloss eine 
Quadratur, sobald die Bahncurven bekannt sind. Ubrigens haben wir 
hierzu schon frtiher ein Beispiel gegeben. Hs ist dies das 5. Beispiel 
des § 3, 5. Kap., wo alle bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen 
um den Anfangspunkt invarianten Curvenscharen gesucht wurden. 


Man kénnte in ahnlicher Weise wie oben erkennen, dass zu 
jeder eingliedrigen Gruppe der Ebene auch invariante Scharen von 
oo* Curven gehéren, auch wire es leicht, alle derartigen Scharen aus 
den endlichen Gleichungen der Gruppe zu bestimmen. Aber auf diese 
und &hnliche weitergehende Probleme wollen wir uns hier nicht 
einlassen. 


§ 3. Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung 


in 2, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten und daher 
integrabel sind. 


Die Entwickelungen der §§ 1 und 2, welche uns gestatten, alle 
bei einer vorgelegten eingliedrigen Gruppe invarianten Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu finden, sollen jetzt durch mehrere Bei- 
spiele illustriert werden. Dabei heben wir noch einmal ausdriicklich 
hervor, dass eine spiter zu entwickelnde Methode in allen diesen 
Beispielen schneller zum Ziele fiihren wird, wie wir seinerzeit zeigen 
werden, 
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1. Beispiel: Sei vorgelegt die eingliedrige Gruppe der Trans- 

lationen lings der w-Axe: 
%=2+a, y= y. 
Um alle invarianten Scharen von oo! Curven zu finden, muss man 
von einer Curve ausgehen. Entweder ist ihre Gleichung frei von x 
oder nicht. Im ersten Fall ist sie Bahncurve, bleibt also bei allen 
Transformationen der eingliedrigen Gruppe invariant. Die Schar der 
invarianten Bahneurven wird dargestellt durch 
y = Const. 
oder durch die Differentialgleichung 
dy = 0. 
Enthalt dagegen die Gleichung der Curve z, so ist sie nach x auflésbar: 
& — p(y) = 0. 
Durch die Translationen der Gruppe geht sie tiber in die Schar von 
oo! Curven: 
x — p(y) = Const., 
deren Differentialgleichung die Form hat: 
1 — g'(y)y’=0. 

Alle Differentialgleichungen also, welche frei von x sind, gestatten 
die eingliedrige Gruppe der Translationen ldngs der x-Axe. Insbesondere 
ist dy =O die Differentialgleichung der Bahneurven. 


Die infinitesimale Transformation der Gruppe lautet se und die 


allgemeine Form der invarianten Differentialgleichung, mit Ausschluss 
von dy = 0, ist: 

F(y)dy — daz = 0. 
Bestimmt man nach Theorem 8 des § 1, 6. Kap., hieraus einen Multi- 
plicator der Differentialgleichung, so ergiebt sich derselbe gleich 1. 
In der That ist ja auch schon die linke Seite der Differentialgleichung 
ein vollstandiges Differential. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von affinen 
Transformationen: 
1 — Ore 
Um alle invarianten Curvenscharen zu finden, miissen wir auf eine 
beliebige Curve alle Transformationen der Gruppe ausftihren. Zunachst 
kann die Gleichung dieser Curve frei von x sein. Daun bleibt die 
Curve invariant, und so ergiebt sich die Schar der Bahncurven 


y = Const. 
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mit der Differentialgleichung 


dy = 0. 
Enthilt die Curvengleichung z, so kénnen wir sie so schreiben: 
a — p(y) = 0. 


Dureh Ausfiihrung aller Transformationen der Gruppe liefert sie die 
Curvenschar 


x 
foe Poe 
oder 
oe Const. 
x 


mit der Differentialgleichung 
ag (y)dy — p(y)dx = 0 
ady — F(y)dxz = 0. 
Die eimgliedrige Gruppe der affinen Transformationen lidngs der 


x-Axe ldsst also wunbegrenet viele Differentialgleichungen erster Ordnung 
invariant, welche die Formen: 


oder also: 


dy =0 
und 
xdy — F(y)dx = 0 
haben. 
Die Differentialgleichung 


zdy — F(y)dz = 0 
gestattet also auch die infinitesimale Transformation « & der Gruppe. 
Nach Theorem 8 hat sie folglich den Multiplicator 


1 
aE (y) 
In der That ist 
dy dx 
E'(y) x 


ein vollstindiges Differential. 


3. Beispiel: Sei bei der eingliedrigen Gruppe von Ahnlichkeits- 

transformationen: 
Bg Ny Uy eee 
die Gleichung der Curve, von der wir ausgehen, zunichst wieder frei 
von a, also y= c. Die Transformationen der Gruppe fiihren sie tiber 
in die Geradenschar 
y = Const. 
mit der Differentialgleichung 
dy = 0. 
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Hnthalt die Curvengleichung 2, so hat sie etwa die Form 


a — p(y) = 0 
und liefert daher die Curvenschar 


<—9(t)—0 


ax — p(ay) = 0. 
(Zu letzterer Form waren wir gelangt, wenn wir wie im vorigen 
Paragraphen die Gleichung der urspriinglichen Curve in 2,, y, ge- 
schrieben hitten.) Um die zugehérige Differentialgleichung zu finden, 
miissen wir differenzieren: 


oder bequemer 


dz — y (ay) dy = 0 


und @ aus den beiden letzten Gleichungen eliminieren. Die letzte 
giebt ay in der Form: 


d ; 
ay =v () = wy) 
und also: 
1 , 
a Se ee) 


Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so kommt 


7 Vt) — Py’) = 0 
oder, wenn nach ¥ aufgelést wird, eine Differentialgleichung von der Form 
y — F(4) =0. 
Es ist etwas miihselig, auf directem Wege (indem man auf die Ent- 
stehung dieser Gleichung recurriert) einzusehen, dass hierin F' eine 
beliebige Function von a sein kann. Wir bestiitigen es indirect, in- 


dem wir bemerken, dass die letzte Differentialgleichung die infinitesi- 
male Transformation 


PSS of 
Uf == Ox ae Oe) 
unserer Gruppe bei beliebig gewahltem J’ gestattet. Denn die zu 
unserer Gleichung gehdorige partielle Differentialgleichung lautet: 
pest OP, ANIC ie 
Af 5f+ F(%) 50 

und es ist also, wie Ausrechnung lehrt: 

(UA) =— Af. 
Die Differentialgleichung y/ — FY = 0 ist also wirklich die allgememe 
homogene. 
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Bequemer hitten wir dies einsehen kénnen, wenn wir uns des Kunst- 
griffes bedient hatten, die beliebig angenommene Curve nicht in der Form 


x — o(y) = 0, sondern in dieser: 


2—9(t)—0 


zu geben. Alsdann ist die Gleichung der Curvenschar: 


ax —@(%)=0. 


Sie giebt differenziert: 


adx — o (¥ ee 


sodass die Elimination von a die gewiinschte Differentialgleichung giebt: 


o (2) ao—v (2) (ty ~ aa) =o 


die offenbar homogen ist. Durch passende Wahl der Function  er- 
halt man offenbar jede homogene Differentialgleichung erster Ordnung. 

Die eingliedrige Gruppe von Almlichkeitstransformationen vom An- 
fangspunkte aus ldsst die homogenen Differentialgleichungen 


sar? 
und keine weiteren invariant. 
Man beachte, dass die Differentialgleichung der Bahneurven 
# = Const., nimlich 
a iy, 
Peete 8) 
schon in unserer allgemeinen Form enthalten ist, ebenso wie die zu- 
erst gefundene invariante Differentialoleichung dy =O oder y’ = 0. 
Weil nun die homogene ies aleiciehang die infinitesimale Ahn- 


lichkeitstransformation mee de Y oy ae gestattet, so folet nach Theorem 8: 
Die homogene Dian 
dy — F (4) dz = 0 


hat den Multiplicator*) 
1 


or) 
Ihr Integral wird also in bekannter Weise aus dem vollstindigen 


Differential 
dy — F (“) dx 


=7())> 


*) Der Satz des Textes ist lingst bekannt. 
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durch Quadratur bestimmt. Man bemerkt, dass sich kein Multiplicator 


ergiebt, wenn F(%) sich auf x reduciert, da dann der Nenner Null 


ist. Die betreffende Differentialgleichung xdy — ydx = 0 ist niimlich 
die der Bahncurven, ftir welche die infinitesimale Transformation 


x - +y a trivial ist. 


4, Beispiel: Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um den An- 
fangspunkt 


uy =xcosa—ysna, y, =xsina+ ycosa 


sei vorgelegt. Die Curve, auf welche wir alle Transformationen der 
Gruppe ausfiihren, denken wir uns in #, und y, geschrieben: 


2 (a, Yy) = O. 


Alsdann ergiebt sich durch Ausfiihrung der zur obenstehenden in- 
versen Transformation, die ja ebenso wie diese die allgemeine Trans- 
formation der Gruppe ist, die Curvenschar: 


2(x cosa-—-ysina, xsna-+ycosa) =O. 


Um nun die Differentialgleichung dieser Schar aufzustellen, haben wir 
zu differenzieren: 
02 
0(@ cos a — y sina) 


22 
a9 0(“@ sin a + y cos a) (dx sin a -++ dy cos a) = 0 


(dx cos a — dy sin a) + 


und aus den beiden letzten Gleichungen a zu eliminieren. Dies ist 
etwas unbequem: Bezeichnen wir fiir den Augenblick die beiden hierin 
vorkommenden Differentialquotienten von 8 mit uw und v, so giebt 
die letzte Gleichung 


dy _wcosa+vsina 
Ax uw Sin 4G — v COS a 
und also: 
edy—yduz _ u(@ cosa — y sin a) + v(@ sin a + y Cos a) 
adxz+ydy  wu(«esna-+ y cos a) — v(x cos a — y sin a) 


Nun aber ist 
(a cos a — y sin a)? + (# sina + y cos a) = a + yy’. 
Daher kann die rechte Seite der vorletzten Gleichung als Function 
von “cosa —ysina und a? + y? betrachtet werden. Ebenso lasst 
sich 8 =O in der Form 
x2 COS @ — y sin a = D(a? + y’) 


Lie, Differentialgleichungen, 10 
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schreiben, Also wird die rechte Seite der obigen Gleichung nach 
Elimination von «@ eine Function von 2?-+ y’ alle, sodass sich 
ergiebt: 


ady —yda __ 02 2 
ade + ydy Ea + y’) 


oder auch: 


CY — Yo 2 2 
pau ee 


Dass jede Differentialgleichung dieser Art bei beliebiger Wahl der 
Function / von a? + y? die eingliedrige Gruppe der Rotationen. ge- 
stattet, wissen wir schon aus dem letzten Beispiel dés § 5, 6. Kap. 
Auf einem weniger ktinstlichen Wege wiren wir zu dieser Differen- 
tialgleichung durch Hinfiihrung canonischer Variabeln, namlich der 
Polarcoordinaten r, m, in die Gruppe der Rotationen gelangt. Dann 
nimlich lauten die Gleichungen der Gruppe einfach 
Tie eee at 
Ist also 
a(r,, 91) = 

die Gleichung der Ausgangscurve in Polarcoordinaten, so stellt 

alr, p + «) = 0 
die invariante Curvenschar dar. War die urspriingliche Curvengleichung 
o(7,,9,) =O frei von g,, so enthalt auch die neue den Parameter « 
nicht, d. h. jede Curve r = Const. ist, wie wir ja auch schon wissen, 
Bahneurve. Eine invariante Curvenschar ist also die Schar der Kreise 

xv? + y® = Const. 
mit der Differentialgleichung 

xdx + ydy = 0. 
Enthalt aber die urspriingliche Curvengleichung g,, so ist 

(7, p 7) = 


y — f(r) = Const. 


eine invariante Schar. In rechtwinkligen Coordinaten lautet sie etwa: 


are tg = — F(a? + y*) = Const. 


oder aufgelést 


und ihre Differentialgleichung hat die Form: 


OY Nema nes 
ea F@ +4’). 


Da diese Differentialgleichung die infinitesimale Rotation 
of of 
por: aie By 


gestattet, so liefert Theorem 8 einen Multiplicator derselben. Zu diesem 
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Zwecke muss aber die Differentialgleichung erst linear in y/ gemacht 
werden: 


(— yF@* + y)dy — Y-+ 2F(e? + y’))da = 0. 
Es ergiebt sich alsdann der Multiplicator: 


1 ‘ee aL 
(@@—yF)e+ytah)y 2#+y 


In der That ist: 


a“ — yF@* + y*) y + eRe? + y*) 
x? + y? dy x? Ly? ~ he 
ein vollstiindiges Differential. 
Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt lisst 
also ausser der Differentialgleichung ihrer Bahneurven: ~ 
xrdz + ydy =0 


noch alle Differentialgleichungen von der Form 


Cy ye 2 2 
Pear + y’) 


variant. Hine derartige Differentialgleichung besitet, wenn sie in der 
Form 


(w@ — yF)dy — (y + aF)dx = 0 


Ui, PVs, 
geschrieben wird, den Multiplicator car ) 


romp] « 7 7 Lineare 
5. Beispiel: Auch die Gleichungen Be ee, 
gleichung 

(7) = 2, ,—y tao) ctr Or 


stellen eine eingliedrige Gruppe dar. Wenn man nimlich ansetzt: es 
y= 21, Yo = 4, + % Y(%), 
so folgt durch Elimination von «x, und y,: 
hy = 2, Yo= yt (a+ %) 9). 
Um die bei dieser Gruppe invarianten Differentialgleichungen zu finden, 
fiihren wir alle Transformationen derselben zuniichst auf eine Curve 
aus, deren Gleichung frei von y ist. Offenbar bleibt sie invariant, sie 
ist Bahncurve wie alle Curven der Schar 
x == Const. 
mit der Differentialgleichung 
dz = 0. 


*) Der Satz des Textes ist lingst bekannt. 
10* 
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Enthalt dagegen die Gleichung der beliebig angencmmenen Curve 
wirklich y, ist sie also in der Form 
| y — ¥(x) = 0 
darstellbar, so fiihren die Transformationen der Gruppe sie in die 
Schar iiber: 
y — a(%) — (a) = 0. 
Ihre Differentialgleichung ergiebt sich durch Differentiation: 
dy — (aye) + ¥'(@) da =0 


und Elimination von @ in der Form 


dy — (“S22 g(a) + ¥@) da =0. 


Setzen wir 


p (a) 
g(a) HO, 


(8) und 


p(x) __ 


so nimmt sie die Gestalt an: 


dy — (O(x)y + W(a))dz = 


y¥ — O(2)y — ¥(2) =0, 
ist also eine sogenannte lineare Differentialgleichung. 

Umgekehrt kénnen wir zu jeder linearen Differentialgleichung 
(9) y — O(a)y — Bz) = 0 
eine eingliedrige Gruppe (7) angeben, welche sie gestattet. Wir brauchen 
ja nur riickwarts aus (8) m und w zu bestimmen. Es kommt: 


Ig 9(2) =| 2@)ae 


oder 


oder 
(a) es el Pade 
und 
v' (a) — o(a)- O@) = P(e), 
woraus sich # bestimmen lasst. 
Die allgememe lineare Differentialgleichung 
y — B(a)y — B(@) = 0 
gestattet mithin die eingliedrige Gruppe 
WO is rah ae Geese . 
Diese eingliedrige Gruppe besitzt die infinitesimale Transformation 
ef Paax oF | 
oy 


Also hat unsere Differentialgleichung nach Theorem 8 den Multiplicator 


> 
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1 
JP eax 


In der That ist 


eIPO dy — (O(a)y + Ba) eI. dy 
ein vollstiindiges Differential. 
Die allgemeine lineare Differentialgleichung 


y — O(a)y — Biz) = 0 
besitet den Multiplicator 


Indem man das Integral durch Quadratur bestimmt, findet man 
die bekannte Form desselben. 

Diese Theorie lasst sich auch folgendermassen entwickeln: Sei 
(10) 7, — Pay — Be) =0 
eine beliebige vorgelegte lineare Differentialgleichung und y = y, eine 
particulare Lésung derselben, wihrend z die allgemeine Lésung der 


verkiirzten Gleichuyg 


(11) GE D(a) e—=0 


dix 
bedeute. Alsdann ist: 
ae — D(x)y, — P(e) =0 

und demnach auch 

Y= Your 08 
eine Lésung von (10) und zwar, da sie eine Constante c enthilt, die 
allgemeine Lésung. 2 hat nach (11) die Form: 

= JP da 


z > 
und es ist also 


Y=Y a col PO ae 


Wir kénnen dies auch so aussprechen: Jede Transformation 


a =a, yy tcl = y+ ce 
fiihrt die Gleichung (10) in sich tiber. Diese oot Transformationen 
aber bilden eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Trans- 


formation: ; 
p SP(aaa Of 
Ox 


*) Auch dieser Satz ist langst bekannt. 
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oder ¢ ae und so kommt man-zum selben Ergebnis wie oben. Wir 


kénnen es aber jetzt so aussprechen: 
Die Integration der allgemeinen linearen Differentialgleichung 
yf — O(2)y — ¥(@) = 0 
ist durch eine Quadratur zu leisten, sobald die allgememne Losung z der 
verkiireten Differentialgleichung 
z — O(x%)2 = 0 
bekannt ist. Diese aber wird durch eine Quadratur gefunden. 


Kapitel 9. 
Geometrische Anwendungen. 
L P 


In diesem Kapitel wollen wir die Theorien der vorangegangenen 
Kapitel in ausgedehnter Weise auf eine Reithe an sich interessanter 
geometrischer Probleme anwenden. Wir heben jedooh hervor, dass die 
' Entwickelungen dieses Kapitels in der folge nicht unentbehrlich sind. 
Der erste Paragraph wird jedem Leser verstindlich sein, wahrend die 
iibrigen Paragraphen beim Leser die Kenntnis der Grundaztige der 
Fldchentheorie voraussetzen. Nur noch § 3 macht hiervon eine Aus- 
nahme, der ein Problem tiber gewisse Differentialgleichungen behandelt, 
das eine gute Ubung in unseren Theorien liefert. 

Hiernach mag der Leser selbst dariiber entscheiden, wieviel er 
von diesem Kapitel mitnehmen will. 


§ 1. Geometrische Deutung des Integrabilitatsfactors. 


Bei den geometrischen Anwendungen unserer Theorien erweist. 
sich eine sehr einfache und schéne geometrische Deutung des Integra- 
bilitatsfactors von grossem Nutzen. Diese soll jetzt abgeleitet werden. 

Wenn die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx =0 
die infinitesimale Transformation 
s 7) 
up=esetnge 
gestattet, so besitzt sie nach Theorem 8 des § 1, 6. Kapitel, den 
Multiplicator 
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Es mégen nun (a, y) = Const. die Integralcurven der Differen- ea 


eitung der 


tialgleichung sein. Alsdann wird die infinitesimale Transformation Uf cones 
schen eu- 


jede Curve @ = c in eine benachbarte w = c + 0c iiberfiihren. Dabei Be 
beschreibt jeder Punkt (a, y) eine infinitesimale Strecke 6 t Ve + 1, eBtOrs: 
deren Projectionen auf die Axen 
gleich €d¢ und dt sind, wo dt or 
eine fiir alle Punkte gleiche in- Me: 

finitesimale Constante bedeutet. 
Im Punkte (a, y) wollen wir uns 
noch die Tangente an die hin- 
durchgehende Integralcurve wc 
gezogen und auf ihr die Strecke 
VX? + Y? (mit den Projectionen X und Y auf die Axen) abgetragen 


denken (Fig. 13). Die beiden Strecken d¢ V£ + 1? und VX? + Y? 


bestimmen ein Parallelogramm mit dem Inhalt 


1 
(Xy — Yé)dt => ot 


Fig. 13. 


Dieses Parallelogramm ist nun bis auf unendlich kleine Gréssen zweiter 
Ordnung inhaltsgleich mit dem Rechteck tiber /X?-++ Y?®, dessen Hohe 
die Breite ds des Streifens ist, den die beiden Integralcurven @ = c 
und @ =c- dc einschliessen, gemessen an der Stelle (a, y). Hs ist also: 


1 ear nie Ses 
gp tabs VEY 


oder: 
Ot 


ae ds-VX?+ ¥® 


in Worten: 
Satz 1: Hin Multiplicator M der Differentialglecchung 
Xdy — Ydx =0 
ist wmgekehrt proportional dem Inhalt des Rechteckes, dessen eine Seite 
der Normalabstand im Punkte (a, y) zwischen der durch den Punkt hin- 
durchgehenden und einer infinitesimal benachbarten Integralcurve, die andere 


die auf der Tangente dieses Punktes abgetragene Strecke VX? YY? ist*), 


Urspriinglich ist Lie zu dem obigen Satze auf einem anderen Zweite Av- 
2 leitung der 


Wege gelangt, ohne mit dem Begriff der infinitesimalen Transformation geometzi- 


schen Deu- 

i€ a i : tung des 

zu operieren, namlich so | Ln _ Multipli- 
Es seien 0x und dy die Projectionen der Breite ds des von zwei «ators. 


benachbarten Integralcurven o =c und wo =c + 0c eingeschlossenen 


*) Lie, Gesellsch. d. W. zu Christiania 1874. 
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Streifens an der Stelle (w, y). Da diese Breite ds senkrecht zur 


: ; ; C) : : 
Tangente der Curve = c ist und die Richtung 7a) andererseits die 


Tangente die Richtung a besitzt, die sich aus 


0a 0@ — 
da = 7, 4% + 7, dy = 0 


> 0 
bestimmt, so ist 


Ox ae oy 
be > 00’ 
Ou oy 
also etwa . 
Oo o 
du=Aa, OY dF at 
Demnach ist auch: 
Oo Ow 
Bg ag Ver Lay 


(1) a, (bat 4 = en aap 
(a5) + (5) VG +) 


Nun ist a Oa“ + a dy die Anderung, welche (a, y) beim Fort- 


schreiten lings ds erfahrt, wobei die Curve w —c in die benachbarte 
wo =c-+ 0c tibergeht. Jene Anderung ist also gleich dc. Ferner ist 
Vou? + dy? = os und endlich, wenn M einen Multiplicator der Dif- 
ferentialgleichung bezeichnet: 


eed 0 a3 
da = 08 a ae dy = M(Xdy — Ydz), 


daher 
eS ux, “=Mmy, 
sodass: 
(35) + (5) =ahCe + ¥ 
wird. Unsere obige Formel (1) liefert also 


0c Ete Os 
M(XY+Y)~ wyee ve 


oder 
mM : Oc ns 1 


i Os Xa ye he . eee) 


als Multiplicator unserer Differentialgleichung. Der Zuwachs dc, den 
wo beim Ubergang von einer Curve m = c zu einer benachbarten 
o =c-+ 0c erfahrt, hat lings der Curve o =c denselben Wert und 
ist somit eine Function von  allein. Welche Function von @ dies 
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ist, ist gleichgiiltig, da der Multiplicator, mit einer beliebigen Function 
des Integrals multipliciert, wieder in einen Multiplicator iibergeht. 


Diese geometrische Deutung des Multiplicators wollen wir zu- 
nachst auf einige sehr einfache Beispiele in Anwendung bringen. 

1. Beispiel: Wenn man auf allen Normalen einer vorgelegten Curve 

d(x, y) = 0 

gleichlange Strecken m abtriigt, so bilden ihre Endpunkte eine neue 
Curve. Liasst man m variieren, so erhalt man eine Schar von co! 
Curven, welche bekanntlich die Paralleleurven zur urspriinglichen Curve 
heissen. Die Differentialgleichung Xdy — Ydx—=O einer solchen 
Paralleleurvenschar lisst sich stets durch eine Quadratur integrieren, 
denn man kann einen Multiplicator derselben angeben. Weil namlich 
der Normalabstand zwischen zwei infinitesimal benachbarten Parallel- 
curven constant ist, so muss nach unserem Satze 1 


ein Multiplicator sein. Also: 
Weiss man von emer Differentialglecchung Xdy — Ydx =O, dass 
ihre Integralcurven Paralleleurven sind, so ist 
1 
VRP YE? 
ein Multiplicator derselben, sodass man die Integraleurven durch eine 
Quadratur bestimmen kann. 

Hine Parallelcurvenschar besitzt eine gemeinschaftliche Hvolute, 
die Hingehiillte ihrer gemeinschaftlichen Normalen. Daraus folgt, 
dass man die Evolventen einer vorgelegten Curve stets durch eine Qua- 
dratur finden kann, was allerdings auch aus andern Griinden evident ist. 

Z. B. die Evyolventen der Parabel y = 2 haben die Differential- 
gleichung 

2(a + Va? — y)dy + daz = 0. 


Daher muss 
1 


V4@+ Vo®—y) +1 
ein Multiplicator dieser Gleichung sein. In der That ist 


2 (a + Var — y)dy + dx 
V4(@ + Va®—y) +1 


ein vollstiindiges Differential. 


Beispiele. 
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2. Beispiel:*) Die Evolventen sind Curven, welche eine Geraden- 
schar orthogonal schneiden. Man kann aber auch die Differential- 
gleichung einer Schar von Curven, welche eine gegebene Geradenschar wnter 
beliebigem, aber constanten Winkel @ schneiden, durch eme Quadratur 
integrieren, denn auch hier kann der Abstand zweier infinitesimal benach- 
barter Curven bestimmt werden. Schneiden namlich zwei infinitesimal 
benachbarte dieser Curven auf einer 
als Anfangsgerade der Schar gewahlten 
Geraden g, die Strecke da, ab, so be- 
stimmen sie auf der niaichsten Geraden 
g:, die mit g, den Winkel d@ bilde, 
die Strecke 

da, = da, (1 + ctg @- dd), 
auf der folgenden wieder um d% gegen 
g, geneigten Geraden g, die Strecke 
dd, = 0a, (1 + ctg O-d®), also 

Od, = da, (1 + ctg @- da)? 
u.s.w., auf der n" Geraden Gn, die 
mit g, den Winkel nd@ bildet, die Strecke 

Od, = 0a, (1 4+ ctg @- dd) 
(Fig. 14). Lasst man m unendlich gross werden, scdass nd® in den 
endlichen Winkel @ iibergeht, den eine beliebige Gerade g der Geraden- 
schar mit der Anfangsgeraden g, bildet, so erhalt man den Abschnitt 
dimn =) OA = 0d, (1 + cig @- =), 
d. h. nach einer bekannten Formel der Analysis: 
OG =—0g,.e" °% ©, 
und daher ist hier der Abstand ds der beiden Curven 
ds = da- sin @ = da, e* “2 ® sin @. 
Nach Satz 1 besitzt somit die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 
der Curvenschar den Multiplicator 
ee 9 ctg @ 
sin @ VX'+Y? : 
wo # nattirlich eine Function des Punktes (#, y) ist, namlich der 
Winkel, welchen die durch diesen Punkt gehende Gerade g der ge- 
gebenen Schar mit der Anfangsgeraden g, bildet, und wo der Factor 


Fig. 14. 


sin @ als blosse Constante gestrichen werden kann. @ = ; fiihrt zu- 


rick zum 1. Beispiel. 


*) Dieses Beispiel wurde von Scheffers angegeben. 
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In dem speciellen Falle, dass die gegebenen Geraden simtlich 
durch denselben-Punkt gehen, wird. man auf die Bestimmung der 
logarithmischen Spiralen geftihrt. Wir fragen dann nach allen 
Curven, welche alle von einem Punkte 
ausgehenden Strahlen unter constantem 
Winkel @ schneiden. Wahlen wir den 
Mittelpunkt des Strahlenbiischels zum 
Anfangspunkt und die positive w-Axe 
zum Anfangsstrahl, so ist ® der Winkel, 


dessen Tangente gleich # ist. Bezeichnet 


y den Radiusvector, so ist offenbar hier 
(Fig. 15) 
rad 


Oe = ae 


Nun ist 
o=aretg~, r=Vae+y’; 


berechnet man hiernach d& und dr und setzt ihre Werte ein, so 
kommt 
eer a pest IL 
6 aoa xda + ydy 
Bezeichnen wir noch ctg @ mit —a, so kénnen wir diese Diffe- 
rentialgleichung so schreiben: 
(x — ya)dx + (y + wa)dy = 0. 
Nach unserer Theorie muss 
ete O 


VX+Y 

ein Multiplicator derselben sein. Ks ist hier 
X? 4 ¥? = (¢— ya) + (y + 2a) = (2? + y)(1 + 0°). 

Der Multiplicator kann also, da constante Factoren gestrichen werden 
diirfen, in der Form angenommen werden 

aarctg + 

e eres, 

Vary 
In der That ist: 

(o — yada + (y + 2a)dy sete | 
Vary 


ein vollstandiges Differential, nimlich von 


y 
a arctg ab 
x 


Ve + ye 
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Dies gleich Const. gesetzt stellt also die logarithmischen Spiralen 
dar, deren Winkel mit den Radienvectoren gleich are ctg (— a) ist. 


§. 2. Isothermen in der Ebene und auf krummen Flachen. 


Tsothermen 


ere Die Isothermenscharen in der Ebene geben ein weiteres Beispiel 
Bbene. fiir die Anwendung der geometrischen Deutung des Multiplicators. 
Bekanntlich versteht man unter einer Isothermenschar eine Schar 
von cot Curven, welche zusammen mit ihren orthogonalen Trajectorien 
ein Netz von infinitesimalen Quadraten bilden. 
Ist 
(2a) Xdy — Ydx = 0 
die Differentialgleichung einer Isothermenschar, so hat die dazu ortho- 
gonale Isothermenschar die Differentialgleichung 
(2b) Ydy + Xdz = 0. 
Man kann nun diese beiden Gleichungen durch Quadratur inte- 
orieren. 
Denn betrachten wir zwei aufeinander folaende Curven der einen 
und der anderen Schar, welche alle vier zusammen an der Stelle (a, y) 
ein infinitesimales Quadrat bilden, so haben die beiden 
Curvenstreifen des einen und des anderen Paares die- 
selbe Breite ds, naimlich die Quadratseite (Fig. 16). 
Nach unserem Satze ist daher 
ot 
dsV X?+ Y?’ 
wo O¢ eine beliebige infinitesimale Zahl bedeutet, 
ein Multiplicator sowohl von (2a) wie von (2b). Wenn aber zwei 
Differentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator M haben, 
so kann man diesen immer durch Quadratur finden: Der Multiplicator 
muss im vorliegenden Falle die beiden Gleichungen 


Fig. 16. 


oMxX , OMY 
Ox ne OV ae 
aMY OMX _ 
0x op ® 
erfiillen, die sich umformen lassen in diese: 
yee ey ee Ox oY 
3 0x oy Ox oy’ 
2) yieM yéleM a | 6x. 
Ou Cy ti‘(‘é Ol AF oy 
; : le M le é 
Hieraus aber lassen sich = und 2 5 ™ als Functionen von L, ¥ 


berechnen. lg M oder also M selbst ist folglich durch eme Quadratur 


Isothermen in der Ebene und auf krummen Flichen. 157 


zu bestimmen. Hat man so den Multiplicator gefunden, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichungen (2a) und (2b) nur noch 
je eime Quadratur, daher: 
Satz 2: Ist Xdy — Ydx =O die Differentialgleichung einer Iso- 
thermenschar in der Ebene, so verlangt ihre Integration nur Quadraturen. 
Nebenbei bemerkt kann man hieraus auch eine notwendige und hin- 


reichende Bedingung dafiir ableiten, dass die Differentialgleichung (2a) eine 


Isothermenschar darstellt. Denn aus (3) miissen sich = a und as 


so bestimmen, dass die Integrabilititsbedingung 
ddlgM_ 0 dlgM 


Oy On Ox oy 


x 


auch wirklich erfiillt ist. Stellt man diese Bedingung auf, so erhalt man 


. : me Va e 
eine gewisse Relation zwischen X und Y, welche aussagt, dass x die 


Form haben muss: 

Ve : 5 
x = tg (G@ + ty) + Pw — ty). 
Wenn umgekehrt diese Relation erfiillt ist, so kann man lg M und damit 
auch M bestimmen, d. h. (2a) und (2b) haben einen gemeinsamen Multi- 
plicator, woraus riickwiirts folgt, dass die Breite jener beiden Streifen an 
der Stelle (w, y) dieselbe ist, dass die vier Curven also ein Quadrat 
bilden, mit anderen Worten, dass (2a) eine Isothermenschar definiert. 


1. Beispiel: Die Differentialgleichung: Beispicle. 
(2a’) 2aydy — (y? — x*)dx = 0, 


welche eine Isothermenschar definiert, soll integriert werden. Hier 
lautet die Gleichung (2) der Orthogonalschar: 


(2b’) (y? — a*)dy + 2aydz = 0. 
Die Gleichungen (3) werden: 
dlg M dlg M 
31 Quy S + (y? 2) a= a Sy 
dlg M dlg M 
(y? — x”) Pee ee Qay - aa Aa 
und ergeben: 
Gig) 49 “Cig M Ay. 
On ~ gt by? oy 2 sp yt? 
also ee ieee 
LAX 
oder 
lg M= — 2ig(@* + y’), 
M : . 


aC 
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Dies ist, wie es sein muss, ein Multiplicator von (2a), denn 
; 2xydy — (y® — x*)\dx 
(a? + y*)” 
ist ein vollstiindiges Differential. Hine Quadratur liefert das gesuchte 


Integral: 


x 
oy => Const., 
wihrend das Integral von (2b’) lautet: 


aay == Const. 
Die erste Isothermenschar ist die Schar aller Kreise, welche die 
y-Axe im Anfangspunkt beriihren, die zweite die Schar aller Kreise, 
welche die x-Axe im Anfangspunkt beriihren. 
2. Beispiel: Die Differentialgleichung: 
2Qaeydy + (a —y? + 1l)dx=0 
stellt eine Isothermenschar dar. Sie soll integriert werden. Man 


findet — die Ausrechnung tiberlassen wir dem Leser — den Multi- 
plicator 
. 1 
= TPE eH Ey 
und das Integral zunichst in der Form: 
2 Dee 
4 are tg a ‘ 
Also ist: 
ikea ib Moar Wa 
1 oa es Const. 
die Isothermenschar. Die Orthogonalschar hat die Gleichung 
Pty neds & 
 2o7 = Const. 


Die ersteren Curven sind alle Kreise durch die Punkte y= -+ 1 auf 
der y-Axe, die letzteren die dazu orthogonalen Kreise (durch die 
imaginiren Punkte « = -++ 7 auf der w-Axe). 


pepiohone Um weitere Probleme mit Hiilfe der geometrischen Deutung des 
Aywischen Integrabilititsfactors zu behandeln, leiten wir zunachst den Hiilfssatz ab: 


Eee aioren Satz 3: Besteht zwischen einem Multiplicator M der vorgelegten 


zZzweler 


Ditferential- Ti fferentialgleichung 


gleichungen. 


Xdy — Ydx =0 
und emem Multplicator M, einer zweiten vorgelegten Differentialgleichung 


X,dy — Y,dx =0 
eme Relation 
M, ai yp (a, y) M, 
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m der q eine bekannte Function von x, y ist, so kann man die beiden 
Multiplicatoren durch eine Quadratur bestimmen, also jede der beiden 
Differentialgleichingen durch eine fernere Quadratur integrieren. 


Im Fall g = 1 haben wir diesen Satz schon oben (S. 156) be- 
wiesen. Der allgemeine Beweis ist fast genau derselbe wie damals: 
Da nimlich M, = » WV ist, so hat die Differentialgleichung 


pX,dy — pY,dzx = 0, 


die sich mit der zweiten Differentialgleichung deckt, denselben Multi- 
plicator M wie die erste gegebene Differentialgleichung. Damit liegt 
aber wieder der friiher betrachtete Fall vor, dass zwei gegebene 
Differentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator haben, der 
sich also durch Quadratur (vgl. die Formeln (3)) bestimmen lasst. 

Mit Hiilfe dieses Satzes.ist es leicht einzusehen, dass man z. B. Hise geo- 


metrische 


zwei vorgelegte Differentialgleichungen AG rena 
Xdy— Ydx=0, X,dy — Y,dx =0, 


deren Integraleurven ein Netz von infinitesimalen Parallelogrammen 
bilden, deren Seitenverhiltnis an jeder Stelle «, y der Ebene bekannt 
ist, durch im ganzen drei Quadraturen integrieren kann. In der 
That, es besteht dann zwischen den infinitesimalen Parallelogramm- 
seiten da und da, an der Stelle (x, y) ee bekannte Beziehung von 


der Form: 
Oa 
da, Te w (a, y)- 


Da sich in dem Parallelogramm die Seiten wie die Héhen ds und ds, 
verhalten, so ist also 


Andererseits aber sind 6s und 0s, die Breiten der von je zwei 
Integralcurven der einen und der anderen 
Differentialgleichung gebildeten Streifen 
an der Stelle (x, y). (Fig. 17.) Be- 
zeichnet O¢ eine infinitesimale Zahl, 
so sind also 

Ot 
Os OC =e 

Ot 
M, = 5, VEY Rig. 17. 


Multiplicatoren der beiden Differentialgleichungen (nach Satz 1). 
Wegen der obigen Beziehung zwischen ds und 0s, kommt dann: 
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d. h. zwischen den Multiplicatoren JZ und M, besteht eine Beziehung 
von der Form, wie sie in Satz 3 vorausgesetzt wurde. Deranach 
verlangt die Bestimmung von M und JM, nur eine Quadratur. Hine 
zweite Quadratur liefert das Integral der ersten, eine von dieser 
~ Quadratur unabhiangige dritte Quadratur das der zweiten Differential- 
gleichung. 
Also gilt der folgende Satz, von dem Satz 2 nur ein Special- 
fall ist: 
Satz 4: Weiss man, dass die Integraleurven zweier vorgelegter 
Differentialgleichungen 
Xdy — Ydx =0, X,dy— Y,dx =0 
die Ebene in solche imfinitesrmale Parallelogramme zerlegen, dass das 
Verhdltnis der Seiten des an der Stelle (x, y) befindlichen Parallelogramms 
gleich einer bekannten Function (a, y) des Ortes ist, so verlangt die 
Integration der beiden Differentialglecchungen im ganzen drec Quadraturen. 


Dieser Satz hat auch fiir die Bestimmung von Curvenscharen auf 
emer krummen Fldche Bedeutung. Wir zeigen dies an einem Beispiel: 
Gegehen sei eine Flache 
z= F(a, y). 


Kin Punkt auf ihr wird durch die Coordinaten x, y bestimmt, durch 
die allein wegen z= F(@,y) sich alle Gleichungen von Curven auf 
der Fliche ausdriicken lassen. Vorgelegt sei nun noch die Differential- 
gleichung einer Isothermenschar auf der Fliche: 

(4) Xdy— Ydx = 0, 

wo also X und Y gegebene Functionen von xz, y bedeuten. Sie soll 
integriert werden. 

Zunaichst kann man die Differentialgleichung der orthogonalen 
Isothermenschar aufstellen. Es seien namlich zur Unterscheidung d,z, 
d,y, d,z die Incremente von x, y, 2 lings einer Isotherme dieser 
zweiten Schar im Punkte (a, y, 2), wihrend dx, dy, dz die Incremente 
von x“, y, 2 lings der durch den Punkt (a, y, 2) gehenden Isotherme 
der ersten Schar bedeuten sollen. Da beide Isothermen sich senk- 
recht schneiden, so ist 


(5) de’. dye dy «dy A-ab ig 0. 


= zur Abkiirzung mit 
¥y 


Isothermen 
auf Flichen, 


Ferner ist wegen z= F(a, y), wenn Ss und 


p und g bezeichnet werden: 
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(6) o, + qdy —dz =O, 
pd,xe+ qdy —d,z=0. 

Durch Elimination von da, dy, dz, dz aus (4), (5) und (6) geht 
dann die Differentialgleichung der zweiten Isothermenschar hervor: 
1) (YA +e) + Xpgay + (XA + p*) + Ypg)d,x = 0. 

Die Gleichungen (4) und (7), die von z frei sind, kann man 
nattirlich auch auffassen als die Differentialgleichungen der Curven- 
scharen, welche die Projectionen der beiden Isothermenscharen auf 


die oe -Ebene sind. Die Gleichung (7) wollen wir abkiirzend auch 
so schreiben: 


(T) Ait yi Vida = 0. 
Die Isothermen auf der Fliche teilen diese in infinitesimale Quadrate 
und zwar habe das an der Stelle (, y) befindliche Quadrat die Seiten- 
lange ds. Die Projectionen der Quadrate auf die (wy)-Ebene sind 
Parallelogramme (Fig. 18) und das Verhiltnis der Seiten do und do, 
dieser Parallelogramme lisst sich berechnen. Es sind ja d¢ und do, 
die Projectionen von ds auf die (wy)-Ebene, 
und zwar ist das eine Mal Os zur (wy)-Ebene 
unter einem Winkel g, das andere Mal unter 
einem Winkel g, geneigt, wo 


e 


dx? + dy? 

2 — 

COS PD dat + dy? + dz? 
dn? + d,y? 

cos? —,= e+ dy 


de +d,y?+ d,2 

ist. Die Parallelogrammseiten verhalten sich 
zu einander wie cos m zu cos g,. Diese Cosinus aber lassen sich 
als Functionen von x und y allein darstellen, denn eg ist nach (4) 
und (6): 


Fig. 18. 


eee teas 
OE? XY x gy) 

und nach (7’) und (6): Xt4¥! 
ed cae or AEE ee Aa 


Es liegt hier mithin der Fall vor, auf welchen sich Satz 4 be- 
zieht: Wir wissen, dass die Integralcurven der vorgelegten Differential- 
gleichungen (4) und (7) oder (7’), diese aufgefasst als Differentialglei- 
chungen in der (xy)-Ebene, die Ebene in infinitesimale Parallelogramme 
teilen, deren Seiten in einem Verhiltnis cos y : cos y, stehen, das als 
Function des Ortes, d. h. als Function von # und y, bekannt ist. 
Die beiden Differentialgleichungen lassen sich somit durch drei Quadra- 


turen integrieren. Dadurch werden die Projectionen der Isothermen 
Lie, Differentialgleichungen, 11 
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und folglich diese selbst bestimmt. Die Integration der ersten Glei- 
chung (4) bendtigt nur zwei von diesen drei Quadraturen. Daher: 

Satz 5: Ist eine Isothermenschar auf einer gegebenen Fiche durch 
thre Differentialgleichung definiert, so kann die Integration der letzteren 
durch zwei Quadraturen geleistet werden. 

Ubrigens werden wir die Zuriickfiihrbarkeit der Integration spiiter 
auf einem anderen Wege in eleganterer Weise darthun (vgl. § 4). 

Bemerkt sei noch, dass sich tiberhaupt der Satz 4 auf krumme 
Flachen ausdehnen lasst, denn bilden auf einer solehen zwei durch 
ihre Differentialgleichungen vorgelegte Curvenscharen infinitesimale 
Parallelogramme, deren Seitenverhaltnis eine bekannte Function des 
Ortes ist, so gilt dasselbe von den Projectionen dieser Curvenscharen 
auf die (wy)-Ebene. Satz 5 ist also nur ein Specialfall. 


§ 3. Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in 
x,y, welche mehr als eine gemeinsame infinitesimale Transformation 
gestatten. 


Um im folgenden § 4 auf elegante Weise eine Reihe von Satzen 


iiber die Integration von Differentialgleichungen, welche Curvenscharen 
auf krummen Flachen definieren, ableiten zu ké6nnen, schicken wir 
jetzt eine Theorie voraus, die auch abgesehen von dieser ihrer nach- 
herigen Verwertung Interesse darbietet. 

Pea Hs seien drei Differentialgleichungen 

chungen mit - 

Integralen x dy — Vids = 0, 

U,V, Uv. : 
(8) X,dy — Y,dz =0, 


X,dy — Y,de = 0 


vorgelegt, und es sei ferner vorausgesetzt, dass ihre Integrale sich in 
solcher Form w, v, w annehmen lassen, dass zwischen ihnen eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten 4, u, v besteht: 
Au+ w+ vw=0. 

Wir konnen zeigen, dass ihre Integration durch im ganzen drei 
Quadraturen geleistet werden kann. 

Natiirlich sind die Constanten A, u, v alle verschieden von Null. 
Mit w ist auch dw ein Integral der ersten Differentialgleichung (8). 
Kbenso ist auch wv ein Integral der zweiten Differentialgleichung (8) 
und — yw eines der dritten. Jene lineare Relation darf also ins- 
besondere so angenommen werden: 


w=u+». 
Ks muss nun Multiplicatoren M,, M,, M, geben derart, dass identisch: 
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Be: = M,(X,dy — Y,dz), 
(9) dv = M,(X,dy — Y.dz), 
law = M,(X,dy — Y,dzx) 
ist. Wegen dw = du + dv folgt aber hieraus: 
M,X, = M,X, + M,X,, 
M; Y; = M,Y, + M,Y,, 
und also durch Elimination von M,: 


M, (X, Y; nae X; ¥;) =e M,(X, Y; =a X; Y,) a 0; 


d. h. 
ae xX, Xe == Xs Y; 
Me — yyy Mh. 


Zwischen den Multiplicatoren M, und M, der beiden ersten Differential- 
gleichungen (8) besteht also eine bekannte Beziehung von der Form: 
M, = (x, y)M,. 

Nach Satz 3 des vorigen Paragraphen lasst sich folglich M, durch 

eine Quadratur bestimmen. Damit ist dann auch M, und 


uM, — METH 


gefunden. Nun berechnet man durch je eine Quadratur aus (9) auch 
# und v und kennt damit ohne weiteres das Integral w = u + v. 

Satz 6: Weiss man von drei gewohnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in x, y, dass sich thre Integrale m solcher Form u, v, w 
wihlen lassen, dass gwischen thnen eine lineare Relation mit constanten 
Coefficienten besteht, insbesondere etwa diese: w=u-+ v, so kann man 
sie alle drei durch im ganzen drec Quadraturen imtegrieren. 


Man kann den Zusammenhang zwischen den drei Differential- 
gleichungen noch in anderer Weise charakterisieren. Zu dem Zwecke 
wollen wir einmal alle infinitesimalen Transformationen aufsuchen, 
welche alle drei Differentialgleichungen gemeinschaftlich gestatten. 
Wir fitihren dazu am besten neue Verinderliche ein, etwa die Integrale 
uw und v der beiden ersten Gleichungen. Dann nehmen die drei 
Differentialgleichungen die einfachen Formen an: 


du=0, dv=0, du+dv=0. 


Soll die erste die in den neuen Verinderlichen w, v geschriebene 
infinitesimale Transformation 


0 0 
Wh= plu, r) 24 ww, 0) 


gestatten, so darf das Increment, das Wf dem w erteilt, nur von 
11% 


Drei 
Differential- 
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abhingen. Soll die zweite sie gestatten, so darf analog das Increment 
von v nur von v abhiingen, Be ~ Wf pee die Form hat: 


Wipes p(u) 2 Ft wv) 


Die dritte Differentialeleichung dw + dv = 0 ist der linearen partiellen 
Differentialgleichung 


Aquivalent. Soll sie Wf gestatten, so muss nach Theorem 9 des § 2 
des 6. Kap. eine Relation bestehen: 

(WC) = ACF. 
Ausgerechnet kommt: 


—pwH#seywmtarG—-F, 


dah: 
gy’ (w) = p'(v) = Const. 
p(u) =a-+ cu, 
p(w) = 6 + cv, 


und somit: 


sodass 
Wf= (at eu) ft imme (6+ cv) 5 a 


wird. Unsere drei Differentialgleichungen gestatten also die drei in- 
finitesimalen Transformationen: 

0 0 7 0 

a? ger “Gut? Ber 
die sich durch Nullsetzen je zweier Constanten ergeben, und jede, 
welche sich aus diesen linear mit constanten Coefficienten a, b, ¢ zu- 
sammensetzen lisst, also, wie wir uns ausdriicken, von ihnen abhingig ist. 

Satz 7: Lassen sich die Integrale dreier gewohnlicher Differential- 

gleichungen erster Ordnung in «, y auf solche Formen uw, v, w bringen, 
dass w=u-+ v wird, so gestatten die drei Gleichungen gemeinschaftlich 
gerade drei von emander unabhidngige infinitesimale Transformationen. 
Dieselben lassen sich durch Kinfiihrung der neuen Verdnderlichen u, v 
auf die Form bringen: 


Wir werden nunmehr durch ein allerdings langeres Raisonnement, 


gleichungendag jedoch guten Ubungsstoff fiir friiher Vorgetragenes bietet, um- 


welche meh 
alg eine 

gem. inf, T 
haben, 


_gekehrt einsehen, dass drei Differentialgleichungen erster sae in 
x, y, welche gemeinsam mehr als eine infinitesimale Transformation 
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gestatten, gerade drei von einander unabhiingige infinitesimale Trans- 
formationen zulassen. Wir werden dadurch zu dem Satz gelangen*); 


Satz 8: Wenn drei gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung 
im £, y gemeimschaftlich mehr als eine infinitesimale Transformation ge- 
statten, so lassen sich thre Integrale auf eine solche Form u, v, w bringen, 
dass w=u-+ v wird. 

Dieser Satz wird iibrigens bei den Problemen des nichsten Para- 
graphen nicht benutzt, kann daher auch tibergangen werden. 

Zum Beweise benutzen wir wie vorhin die Hinftihrung zweck- 
miassiger neuer Variabeln. Wenn w ein Integral der ersten und » 
eines der zweiten vorgelegten Differentialgleichung ist, so benutzen 
wir diese als neue Verinderliche. Alsdann haben die beiden ersten 
Differentialgleichungen die Form 


du=0, dv=0, 
wahrend die dritte zunachst die allgemeine Form hat: 
dv — D(u, v)du = 0. 


Nach Voraussetzung sollen die drei Differentialgleichungen mehr als 
eine gemeinschaftliche infinitesimale Transformation 


0 0 
We= ou 0) + vy, ) Z 


gestatten. Wie schon vorhin bemerkt wurde, darf m nur von wu, w 
nur von v abhangen, wenn du =0(0 und dv = 0 diese infinitesimale 
Transformation gestatten sollen. ae ist: 


(10) = ou) sh 


Die dritte Differentialgleichung ist der linearen partiellen Differential- 
gleichung 


ose 


ope t+ot—o 


*) Der hier zu gebende Beweis ist elementar. Ktirzer und eleganter gestaltet 
er sich durch Benutzung der Theorie der Transformationsgruppen: Daselbst wird 
gezeigt, dass alle mehr als eingliedrigen Gruppen der Ebene, welche drei Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung invariant lassen, durch Hinftihrung zweck- 
miissiger Variabeln auf eine der beiden Formen p, g, xp + yq und p, «p + yg 
gebracht werden kénnen. (Hier ist p = 4= = 36 : Alsdann tibersieht man 
leicht, dass die drei Differentialgleichungen die Form ada + bdy = 0 haben, 
wo a und } Constanten sind. Die Integrale haben also die Form a,x + b,y, 
a,x + by, a,% + b,y und fiir diese ist der Satz evident. Diese Methode be- 
nutazte Lie in seinen Vorlesungen. Die mehr elementare Methode des Textes 


gehért Scheffers. 
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fiquivalent. Da sie Wf gestatten soll, so muss nach Theorem 9 des 
§ 2, 6. Kap., eine Relation bestehen von der Form: 


(WC) = AaCf 

oder ausgerechnet: 

of , Of , of of 

C eo +855) a De ae On tO oe 
Hier in natiirlich g’ den Differentialquotienten 4 =, ebenso wie 
yp’ = — sein soll. Da diese Relation fiir alle Werte von f bestehen 
iin so muss 
A=—q’ 

und demnach: 

O® lA rd 
(11) ee eth =D — g’® 


sein, Jede infinitesimale Transformation also, welche alle drei Diffe- 
rentialgleichungen invariant lisst, hat die Form (10), in der zwischen 
gy und y die Beziehung (11) besteht. 

Hs sei nun 


Wf =r + tot 


eine dieser infinitesimalen Transformationen. Alsdann werden wir an 
Stelle von w und v die Groéssen: 


ee ut du jee “dv 
Po (we) ? Bo (v) 


als Verinderliche benutzen, wodurch W,f in a Lae T itbergeht. Die 


beiden ersten Differentialgleichungen lauten ine as dd = 0 
und die dritte erhalt eine Form dv— O(u,0)du =0. Wir konnen 
deshalb annehmen, unsere Verindlichen w, v seien schon so gewahlt, 
dass eine der infinitesimalen Transformationen, welche alle drei 
Gleichungen du = 0, dv =0, dv — ®du =O invariant lassen, die 
einfache Form hat: 


(12) W, = ee 


Aber freilich geht dies dann nicht, wenn g, oder w, identisch 
verschwindet. Diesen Ausnahmefall kénnen wir aber schnell erledigen. 
Ist naimlich etwa Y = 0, aber gy, ==0, so ftihren wir nur an Stelle 


° 

au 

von w die Function ae als neue Veriinderliche uw ein. Dann diirfen 
0 


wir also annehmen, dass Wf die Form hat 


Wot = a 
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Hier liofert (11), da p= 1, »==0 ist, S" —0, a. h. die dritte ge- 
gebene Differentialgleichung hat die Form du — ®(v)dv ==0. Indem 


man dann — [Ov)dv als neues v einfiihrt, erkennt man, dass die 
drei Differentialgleichungen auf die Form 
du=0, dv=0, dutdv= 

zu bringen sind, sodass das Integral w der letzten gleich der Summe 
u-+ v der Integrale der beiden ersten ist. In diesem Ausnahmefall 
sind wir also zu dem gewiinschten Ergebnis gelangt, ohne die in 
Satz 8 aufgestellte Voraussetzung, dass die drei Differentialgleichungen 
mehr als eine infinitesimale Transformation gestatten, im Beweise 
vollig benutzt zu haben. 

Ist hiermit der Ausnahmefall erledigt, so handelt es sich jetzt 
noch darum, den Fall zu untersuchen, in welchem eine der infinitesi- 
malen Transformationen Wf die besondere Form hat: 


Seiad of 
(12) Wola taay: 
Hier ist p= y= 1 und (11) liefert also 
OP o® 
aut ay —% 
d. h. ® ist eine Function von w — v allein, sodass die drei vorgelegten 
Differentialgleichungen lauten: 
(13) du=0, dv=0, dv— ®(u—v)du =0. 
Nun sollen sie mehr als die eine infinitesimale Transformation W,f 
gestatten. Es sei also: 
a of of 
w= ow 2 + wo 2 
eine zweite, von W,f unabhingige; es ditirfen sich also g und o 
nicht etwa auf eine Constante a reducieren. Hier liefert die Be- 
aa d® 
dingung (11), da ® eine Function von « — v allein ist, wenn CEES 


kurz mit ©’ bezeichnet wird: 


(yp —y) P= —@)® 
oder: . 
(14) ay =— {= QA(u—»). 

Es kommt nun darauf an, diese Bedingung zu interpretieren. 
Dabei ist im Auge zu behalten, dass g eine Function von w, eine 
yon v und ® eine yon u — v sein soll, und dass » und yp sich nicht 
beide auf eine Constante a reducieren diirfen. Man findet durch eine 
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allerdings etwas umstiindliche Erwagung, dass der Bruch (14) eine 
Constante ist. 


Zum Beweise bemerken wir, dass wegen (14) jedenfalls eine Function 
o von u und v existiert, sodass einzeln: 


p(u) — ve) =e, 
(15) 

y (u) — p(r) = e2 
ist. Welche Form @ haben muss, ist leicht zu sehen, denn die erste 
Gleichung giebt nach w und nach v differenziert: 


Th 0e@ , 0 
Pace Glee 


sodass, wenn dies in die zweite eingesetzt wird, 


de , Ge 
du t ay — 0 
hervorgeht oder: 
d lg @ 
Ou 


01 
+ Ft = 2(u — 2). 


Diese lineare partielle Differentialgleichung ftir lg o ist uquivalent dem 
simultanen System 


‘yon welchom w—v und lgg9 —4$2(u—v)-(w-+v) Integrale sind, 
sodass zu setzen ist: 


Igo —42-(u+v) =lg Pu — v) 
oder: 


(16) g = Berets 


Hier bedeutet #% wie 2 eine Function von w — v allein. Setzen wir den 
Wert (16) in die erste Gleichung (15) ein, so kommt: 


(17) p(u) — w(v) = apeh(u+ o) 2. 


Die rechte Seite soll sich in der links stehenden Form darstellen lassen, 
d. h. die rechte Seite muss, wenn sie nach w und das Ergebnis weiterhin 
nach v differenziert wird, ebenso wie die linke Null ergeben. Dies giebt die 
Bedingung: 


— OB" — $WQ—4W AU + 0) —£BQ"(utvo)+ 
+ [B+ 482 +4 $P2'(u + 0) [FQ2—42u + 2)] =O. 
Hierin sind BB’, BW”, 2, Q’, 2” Functionen von uw — v allein. Ausserdem 
kommt noch w+ v vor und zwar quadratisch. Da die Gleichung fir alle 


Werte von u-+v und uw —v bestehen soll, so miissen notwendig die 


Coefficienten von (w+ v)*, (w+ v) und (w+ v)? einzeln verschwinden. 
Dies liefert die drei Relationen: 


PL2*—=—0, W2+4P2"—0, w"— 1 HQ?—0. 
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Entweder ist also 2°—0, d. h. Q eine Constante, was wir beweisen 
wollten, oder %== 0. Dann aber giebt (17): 
p (u) fae! p(v) hs 


p(w) eas) pv) Sh 


wo a eine Constante ist. Die Méglichkeit, dass m und pw sich auf dieselbe 
Constante reducieren, wurde aber oben ausdriicklich ausgeschlossen. 
Demnach hat sich ergeben, dass £2 eine Constante ist. 


dich. 


Es war 8 zur Abkiirzung fiir — @ gebraucht. Es ergiebt sich 


mithin, dass 
= = a (= Const.), 
naAh, 
Go=ae—* (a = Const.) 
ist. Somit lauten unsere drei Differentialgleichungen (13): 
du=0, dv=0, dv — ae“du = 0. 


Hier ist «==0. Wenn wir e”’ und — oe*” im Falle a=: 0 an Stelle 
von v und w als Variabeln benutzen, gehen sie tiber in: 


du=Q0, dv=0, dv+du—0O, 


d. h. ihre Integrale u, v, w stehen in der Beziehung w=—u-+v, Ist 
a=, so ist dies evident, wenn — aw als neues uw benutzt wird. 
Damit ist Satz 8 véllig bewiesen. 


Wenn drei Differentialgleichungen erster Ordnung in 2, y vor- 
liegen, so sind dre Fiélle denkbar. Hntweder gestatten sie mehr als 
eme gemeinschaftliche infinitesimale Transformation. Diesen Fall haben 
wir soeben erledigt, auf ihn beziehen sich die Satze 6, 7 und 8. Oder 
aber sie gestatten nur eime gemeinsame infinitesimale Transformation, 
oder endlich sie gestatten keine gemeinsame. 

Auch im zweiten Fall kann man die Integration auf Quadraturen 
zuriickfiihren, indem sich alsdann die betreffende infinitesimale ‘Trans- 
formation durch Quadratur finden lasst, sodass damit ein Multiplicator 
jeder der drei Gleichungen zu bestimmen ist. Wir werden jedoch 
hierauf nicht niher eingehen. 


§ 4; Anwendungen auf Probleme der Flichentheorie. 


Wir werden die im vorigen Paragraphen entwickelte Integrations- 
theorie auf einige Probleme anwenden, die sich auf die Bestummung 
gewisser Curvenscharen auf gegebenen Eldchen begichen. 
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Auf einer krummen Flache sind drei Doppelscharen von je 
oo! Curven von besonderem Interesse, nimlich die Haupttangenten- 
curven oder, wie man sie auch nennt, die asymptotischen Curven, die 
Kriimmungslinien und die Minimaleurven, d. h. die (imaginéren) Curven, 
deren Bogenelement ds 0 ist. Wir nennen diese Scharen Doppel- 
scharen, weil durch jeden Punkt der Flache im allgemeinen zwei 
Curven jeder Art hindurchgehen, analytisch ausgedriickt: weil die 
Differentialgleichungen dieser Scharen hinsichtlich der Differential- 
quotienten quadratisch sind. 

Wenn niamlich die Punkte der als gegeben betrachteten Flache 
durch zwei Parameter w, v bestimmt werden und wenn ¢, f/f, g die 
Gauss’schen Fundamentalgréssen erster Ordnung, Li, Ff, G die zweiter 
Ordnung (nimlich in Gauss’ Bezeichnung D, D’, D”), aber noch 


dividiert durch t = Veg — f?, bezeichnen, so lautet die Differential- 
gleichung der Haupttangentencurven 


(18) Edw? + 2Fdudv + Gdv? = 0, 
die der Kriimmungslinien 
dv? —dudv dw 
(19) € if g |=0 
| E F G 
und die der Minimalcurven von der Bogenlinge Null: 
(20) _ edu? + 2fdudv -+ gdv® = 0. 


Die linken Seiten dieser drei Differentialgleichungen lassen sich in je 
zwel in dw und dv lineare Factoren zerlegen, sodass wir also sechs 
Differentialgleichungen vor uns haben von der Form 


Vdu — Udv = 0. 


Im allgemeinen werden nun zwischen gewissen dreien derselben 
keine solche Beziehungen bestehen, wie wir sie im vorigen Para- 
graphen betrachteten. Besonderes Interesse bieten deshalb die EF ldchen- 
gattungen dar, bei welchen die Integrale gewisser dreier dieser Gleichungen 
auf eme solche Form gebracht werden kinnen, dass zwischen thnen eine 
iuneare elation mit constanten Coefficienten besteht. Wir werden hier 
nur einzelne dieser Fille niher besprechen. 

Sie beziehen sich ihrer Natur nach auf besondere Fliichengattungen. 
Dem gegentiber lassen sich aber auch andere Probleme, welche sich 
auf gewisse Curvenscharen auf’ ganz beliebigen Flichen beziechen, mit 
Hiilfe unserer Theorie erledigen, so die Integration der Differential- 


eoimormen gleichung emer Isothermenschar auf einer beliebigen Fliiche. Wir fanden 
AL ac n 


in § 2, dass diese Integration immer durch Quadraturen geleistet 
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werden kann. Dies hat den folgenden tieferen Grund: Man weiss aus 
der allgemeinen Flichentheorie, dass, wenn w,(w, v) = Const. und 
v, (u, v) = Const. die Minimalcurven darstellen, alsdann jede Isothermen- 
schar durch eine Gleichung von der Form 


U(u;) + Viv,) = 0 
oder bei passender Wahl von w, und v, durch: 
U, + v, = Const. 


dargestellt wird. Demnach stehen die in (20) enthaltenen Differential- 
gleichungen der beiden Scharen von Minimalcurven und die vorgelegte 
Differentialgleichung einer Isothermenschar: 
U(u, v)dv — V(u, v)du = 0 

(jetzt bei beliebiger Wahl der Flachenparameter wu, v) in der Beziehung, 
dass zwischen ihren Integralen w,,v,,, eine lineare Relation w,=w, +, 
besteht. Ihre Integration verlangt also nach Satz 6 des vorigen 
Paragraphen nur Quadraturen*). In § 2 bewiesen wir dies auf einem 
etwas umstandlicheren Wege. 

Nunmehr wollen wir jene oben charakterisierten Kinzelprobleme 
in einigen Beispielen erliutern und erledigen. 


1. Beispiel: Vorausgesetzt wird, dass zwischen den Differential- 
gleichungen der beiden Scharen von Haupttangentencurven und der emen 
Schar von Kriimmungslimen die Beziehung besteht, wonach thre Integrale 
hi, ho, k, auf eme Form gebracht werden konnen, in welcher eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten zwischen ihnen stattfindet: 
k, =h, +h,. Ubrigens ist dann k, = h, — hy das Integral der 
Differentialgleichung der Kriimmungslinien der zweiten Schar, da die 
vier durch einen Flachenpunkt gehenden Curven der betrachteten Art 
in ihm Richtungen mit dem Doppelverhaltnis — 1 haben, denn die 
Haupttangentencurven halbieren die Winkel der Kriimmungslinien, 
und da andererseits die Differentialgleichungen dh, =0, dh, = 0; 
dh, + dh, =0, dh, — dh, vier harmonische Richtungen bestimmen. 
Man kann dann nach unserer im vorigen Paragraphen entwickelten 
Theorie die beiden Scharen der Haupttangentencurven und die der 
Kriimmungslinien durch Quadraturen bestimmen. Um nun aber zu 
erkennen, welche geometrische Higentiimlichkeit diesen jetat betrach- 
teten Flachen zukommt, wollen wir fiir den Augenblick annehmen, 


*) Dieser Satz wurde zuerst aufgestellt von Lie in der Abhandlung: ,,All- 
gemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (2. Abteil.)“, 
Math. Ann. XI (1877), 8. 556. -Spiter haben Weingarten und Darboux einen 
speciellen Fall dieses Satzes bewiesen. 


Flachen, 
deren 
Haupt- 


tangenten- 


curven 
Rhomben 
bilden, 
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die Parameterlinien «== Const., v = Const. seien gerade die Haupt- 
tangentencurven. Dann ist nach (18) H = G=0, so dass die Diffe- 
rentialgleichung (19) der Kriimmungslinien sich reduciert auf: 


(Vedu + Vgdv) (Vedu — Vgdv) = 0. 
Nach Voraussetzung sollen sich die Kriimmungslinien in der Form 
p(w) + wv) = Const. 
ergeben, denn g(w) und w(v) sind die allgemeinen Integrale der 
Differentialgleichungen du =O, dv =O der Haupttangentencurven. 
Folglich muss Ve sich bis auf einen Factor @ auf die Function (uw), 
Vg sich bis auf denselben Factor @ auf die Function p(w) reducieren: 


Ve ag op(w), V9 = ev), 
wo @ eine Function von wu, v ist, sodass das Quadrat des Bogen- 
elementes der Flache die Form erh&lt, wenn f gleich y(u,v)Q? ge- 
setzt wird: 
ds? = 9? (p(u)du? + 2ydudv + v(v) dv’). 
Wenn wir von dem Ausnahmefall, dass e=0 oder g =0 ist, d. h. 
dass die eine oder andere Haupttangentencurvenschar aus Minimal- 
curven besteht, absehen, so kénnen wir durch Hinfiihrung eimer 
Function von w als neues wu und einer Function von v als neues »v, 
wodurch das Bisherige nicht wesentlich beriihrt wird, erreichen, dass 
p(u) =1, o(v) =1 wird, sodass dann: 
ds* = 9? (du? + 2ydudv + dv?) 

ist. Hiernach ist das Bogenelement, welches die Curven % = Const. 
und w+ du = Const. auf einer Curve v = Const. abschneiden, gleich 
odu, und Entsprechendes gilt fiir die Bogen auf den Curven 
u = Const. Nimmt man also die beiden Differentiale dw und dv 
gleich gross an, d. h. tiberzieht man die Fliche mit den Haupt- 
tangentencurven U=%, W=UM +e, U=UM+2e,..., V=W%, 
V=Uy++é&, V=%+2e,..., wo «€ eine infinitesimale Groésse be- 
deute, so erhailt man ein Netz von infinitesimalen Rhomben. An 
der Stelle (w, v) besitzt der betreffende Rhombus die Scite e(u, v)e. 
Wenn umgekehrt das Netz der Haupttangentencurven aus Rhomben 
besteht, so folgt, dass Vedu und Vg dv fir du = dv gleich sind, d. h. 
Ve=Vg = o(u, v) ist us. we, es ergiebt sich also riickwirts die 
zu Anfang dieses Beispiels gemachte Annahme. Ubrigens lauten bei 
unserer Wahl der Parameter u, v die Differentialgleichungen der 


Kriimmungslinien 
du + dv =0, 
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d. h. die Kriimmungslinien sind, wie auch geometrisch erhellt, die 
Diagonalen jener Rhomben. 

Satz 9: Kann man auf einer Fliche die Haupttangentencurven so 
ziehen, dass sie em Netz von infinitesimalen Rhomben bilden, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichungen der Hawpttangentencurven und 
Kriimmungslinien nur Quadraturen. 

Zu den Flachen dieser Art gehéren insbesondere alle Flachen 
constanten Gauss’schen Kriimmungsmasses. Wenn man niamlich auf 
einer solchen Fliche die Haupttangentencurven als Parameterlinien 
u = Const., v = Const. einfiihrt, so werden, wie Dini und Enneper 
zuerst zeigten, ¢ und g Functionen von w resp. v allein. Also folgt: 


Satz 10: Die Haupttangentencurven und Kriimmungslinien einer 
Fliiche constanter Kriimmung lassen sich durch Quadraturen bestimmen*). 


Nun kénnen wir iibrigens auch auf directem geometrischen Wege 
einsehen, dass auf den Flachen, welche von ihren Haupttangenten- 
curven in infinitesimale Rhomben zerteilt werden, diese Curven durch 
Quadraturen gefunden werden kénnen. 

Es seien namlich w, v beliebig gewahlte Flaichenparameter, z. B. 
die Coordinaten x, y, und es sei @(u, v)dt, wo O¢ eine infinitesimale 
Grésse bedeute, die noch wnbekannte 
Seitenlinge des an der Stelle (u, v) 
der Flache befindlichen Rhombus. Er- 
teilen wir nun dem daselbst  befind- 
lichen Punkt (wz, y, 2) die infinitesimale 
Fortschreitung @dt lings einer der hin- 
durchgehenden beiden Haupttangenten- 
curven und verfahren wir so mit allen 
Punkten der Flaiche, so geht offenbar 
jede Haupttangentencurve der anderen 
Schar in eine ebensolche iiber. Auch 
die Kriimmungslinien, die Diagonalen 
der Rhomben, werden unter einander vertauscht. (Siehe Fig. 19.) 

Diese geometrische Thatsache verwerten wir analytisch. In dem 
beliebig angenommenen Parametersystem wu, v hat das Quadrat des 
Bogenelementes allgemein die Form ; 


(21) ds? = edu? + 2fdudv + gdv*, 


Fig. 19. 


*) Lie, Zur Theorie der Flichen constanter Kriimmung I. Archiv for Math, 
og Naturv. Bd. IIL (1879), 8. 345—354. Vgl. auch Bulletin des sciences math, 
t. V (1881), II. série, p. 79—80. 
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in der e, f, g bekannte Functionen von wu, v sind. Indem wir die all- 
gemeine Differentialgleichung (18) der Haupttangentencurven in ihre 
linearen Factoren zerlegen, erhalten wir die beiden Differentialglei- 
chungen 

(22) Adv — Bdu=0, Cdv — Ddu=0O 


der beiden Scharen von Haupttangentencurven. Es handelt sich darum, 
sie zu integrieren. A, B, C, D sind natiirlich bekannte Functionen 
von 4 und v. 

Wir suchen den analytischen Ausdruck jener oben betrachteten 
infinitesimalen Transformation. Dieselbe fiihrt einen Punkt (w, v) der 
Flache lings einer Haupttangentencurve der Schar 


Adv — Bdu = 0 


hin zu einem infinitesimal benachbarten Punkte (w+ du, v + dv). 
Die Incremente du und dv miissen also die Form haben: 


du=s=AAOt, dv =ABO1. 
Nun soll die Verschiebung die Lange edt haben. Nach (21) muss 


also sein: 

0’ 0? = edu? + 2fdudv + gdv? 
oder: 

eo = 17 (A?e + 2ABS + BQ), 
a, hi. 

iy ae @ 
VAze + 2A Bf + B*q’ 

sodass die infinitesimale Transformation in w, uv’ geschrieben das 
Symbol hat: 


af af 
Bu Be eo 
° ae + BABS + Bg’ 


A 


wo das allgemeine Functionszeichen f statt f gewaihlt wurde, weil f 
schon eine andere Bedeutung hat. Allerdings ist hier @ noch un- 
bekannt. 

Diese infinitesimale Transformation ftihrt die Haupttangenten- 
curven der zweiten Schar: 


Cdv — Ddu = 0 


in sich tiber, laisst also diese Differentialgleichung invariant. Nach 
Theorem 8, § 1, 6. Kap. besitzt mithin diese Differentialgleichung 
den Multiplicator: 


__ 1 VA%e + 2ABf + By 
MZ8) ee Q AD BOD Gi 
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Ganz ebenso ergiebt sich, dass die Differentialgleichung 
Adv — Bdu=0° 
der anderen Schar den Multiplicator 


ngs VC%e + 2CDf + Dg 
ce) saa @ ARON. 


besitzt. 

Zwischen zwei Multiplicatoren M und N der beiden Differential- 

gleichungen (22) besteht also eine bekannte Relation: 

M on Ve + 2CDf + Dig 

N A®’e+ 2ABf +t Bg 
Nach Satz 3, § 2 dieses Kapitels lassen sich also auch MJ und N 
durch nur eine Quadratur finden. Mithin erfordert die Integration 
der beiden Gleichungen (22) im ganzen drei Quadraturen. 

Da jene beiden infinitesimalen Transformationen auch die Kriim- 
mungslinien unter einander vertauschen, so kann man fiir die Diffe- 
rentialgleichungen dieser ahnliche Multiplicatoren aufstellen. 

Wenn insbesondere jene Rhomben constante Seitenlinge @dt haben, 
so ist 9 ==1 wu setzen, d. h. nach (23) und (24) kennen wir dann 
die Multiplicatoren M und N und die Bestimmung der Haupttangenten- 
curven erfordert nur zwei Quadraturen. Dieser Fall tritt, wie oben 
bemerkt, bei den Flachen constanter Kriimmung ein. 


Wir wollen diese allgemeinen Ergebnisse an dem Beispiele der 
F lichen constanter Kriimmung, welche Rotationsflichen sind, verificieren. 
Bekanntlich kann man jede solche Flaiche mit der z-Axe als Rotations- 
axe darstellen in der Form: 
“2=asinucosv, y=asinusiny, 


z - {ye— a” cos? udu. 


Berechnet man hier die Fundamentalgréssen, so kommt: 


C= Kh, p10) 2g 107 sin; 
eee ath Ao cos” 4, 
Vi? — a? cos? u a 
sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven 
Edw? + 2Fdudv + Gdv? = 0 
die Form erhilt: 
i? du? + (A? — a? cos* u)dv? = 0 
oder, in ihre linearen Factoren zerspalten: 


V22 — a? cos? u + dv + iddu = 0. 
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Natiirlich ist die Integration sofort durch Separation der Variabeln 
zu leisten. Wir wollen jedoch unsere obigen allgemeinen Resultate 
verificieren. Es ist hier zu setzen: 


A=VP— a cos*u, Baia, 
C=V? — a cos? u, D=— id, 
sodass AD — BO = — 2ia Vi? — a? cos? u und: 
Ae +2ABf+ Bg = ( — a’), 
ke constant wird. Dasselbe gilt von 
C?e + 2C0Df + Dg = WV (a — a’). 
Die beiden Differentialgleichungen der Haupttangentencurven besitzen 
sonach den Multiplicator 


M=N= 


VV A? = G2 
— 241 Vi? — a? cos? u 


oder auch 
1 


Vi? — a? cos? u 


und das ist offenbar richtig. 


Man kann nach der analytischen Bedingung dafiir fragen, dass 

eme EF liche 
a= F(a, y) 

eime E'ldche der von uns betrachteten Gattung ist, d. h. von thren Haupt- 
tangentencurven in Ehomben zerlegt wird. Der Weg zu ihrer Aufstellung 
liegt offen: Wir benutzen w und y als Parameter w und v. Dann 
ist bekamntlich, wenn die ersten partiellen Differentialquotienten von 
2 nach x, y mit p, q, die zweiten der Reihe nach mit 7, s, ¢ be- 
zeichnet werden: 


Oh baad Ore eld 

und die Gleichung der Haupttangentencurven: 

rdx® + 2sdudy + tdy? = 0. 
Sie ist in ihre linearen Factoren zu zerspalten: 

(tdy + (s+ w)dz) ((s + w)dy + rdxz) = 0, 

sodass zu setzen ist: 

A = — t, B=s+ 00, 

C=s+to, D=—r. 

Hierbei bedeutet w die Quadratwurzel: 


co = Vs? — rt, 
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Nun wird: 
Ate + 2A Bf + Bg =?(1 + p®) — 2pqt(s + w) + (s + w)*(1 + @), 
Ce + 20Df + D'g=(s + @) (1 + p?) — 2pqr(s- +o) +7°(1 + @° 
Diese beiden Ausdriicke, sie seien zur Abkiirzung mit U? und y? 
bezeichnet, stellen sich also dar als Functionen der ersten und zweiten 
Differentialquotienten von 2. 

Wenn nun die Fliche = F(a, y) eine Fliche der betrachteten 


Art ist, so mtissen nach (23) und (24) die beiden Differentialgleichungen 
der Haupttangentencurven: 


(25) V(Ady — Bdz) =0, U(Cdy — Ddx) =0 
eien gemeinsamen Multiplicator: 
7 li al aa 
Ro ADC) 
besitzen. 


Wenn umgekehrt die beiden Differentialgleichungen der Haupt- 
tangentencurven (25) einen gemeinsamen Multiplicator P besitzen, so 
lasst sich hieraus 9g bestimmen und danach wieder riickwarts eine infini- 
tesimale Transformation angeben, welche die eine Schar der Haupt- 
tangentencurven invariant lasst, u. s. w., d. h. man gelangt wieder 
zu den Flachen, welche von ihren Haupttangentencurven in Rhomben 
zerlegt werden. 

Hinzige Bedingung fiir unsere Flache ist also die, dass die beiden 
Differentialgleichungen (25) einen gemeinsamen Multiplicator haben, 
dass also eine Function P existiert, sodass: 


élg P QlgP _aVA —-aVB 
YEAS ie ae gg? 
dlg P (le ie. sre OC eo UD 
UC On + UD AG o Ox oy 
ist. Hieraus lassen sich oie und og P auf algebraischem Wege be- 


On oy 
stimmen und zwar als Functionen der ersten, zweiten und dritten Ab- 
leitungen von 2. Die einzige verbleibende Bedingung, niamlich die 
der Integrabilitat: 

Cab lg ame Ox Clg: P 

Gyn 0 mon oy? 


enthilt also die ersten bis vierten Differentialquotienten von z. 

Die Fliichen ¢= F(a, y) also, welche von ihren Haupttangenten- 
curven in Rhomben zerlegt werden, sind definiert durch eine partielle 
Differentialgleichung vierter Ordnung. 

Wenn wir insbesondere verlangen, dass die Fliche ¢ = F(@, y) 
von ihren Haupttangentencurven in Khomben von constanter Seiten- 


Lie, Differentialgleichungen. 12 
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linge @dt zerlegt werden soll, so ist in (23) und (24) @=1 an- 
zunehmen, d. h. wir haben auszudriicken, dass die Gleichungen 
Ady — Bdzt=0, Cdy — Ddx =0 
die Multiplicatoren 
V U 
UD eo ee 
besitzen.. Dies liefert offenbar zwei partielle Differentialglecchungen 
dritter Ordnung fiir 2. Man kann zeigen, dass dieselben nur von 
solchen Flachen gleichzeitig erfiillt werden, fiir die 
rt — s? 
aati 
ist, d. h. nur von den Fldchen constanter Kriimmung. Wir gehen aber 
hierauf nicht naher ein. 


== Const. 


ecko, 2. Beispiel: Die vorliegende Fliche mége nunmehr die Higen- 


deren Kriim- 


mungslinien tiimlichkeit haben, dass zwischen den beiden Differentialgleichungen der 
sind. — Minimaleurven und der Dijferentialgleichung der einen Schar der Kriim- 
mungslmien die um vorigen Paragraphen betrachtete Beziehung besteht, 
wonach das Integral der letateren sich linear mit constanten Coefficienten 
durch die der beiden ersteren ausdriickt. Ubrigens gilt dann dasselbe 
von dem Integral der Differentialgleichung der anderen Kriimmungs- 
linienschar, da die durch eimen Punkt gehenden Minimaleurven und 
Kriimmungslinien in diesem Punkte vier Richtungen mit harmonischem 
Doppelverhiltnis bestimmen. Nach § 3 kénnen wir diese Minimal- 
curven und Kriimmungslinien durch Quadraturen bestimmen. 
Um die geometrische Higentiimlichkeit unserer Flichengattung 


zu finden, seien die Parameterlinien w = Const., v = Const. die 
Minimalcurven. Lings derselben muss das Bogenelement Null sein, 
ach. 


ds® = edw® + 2fdudv + gdv? 
ist e=g =O. Es bleibt demnach 
ds? = 2fdudv. 
Die Differentialgleichung (19) der Kriimmungslinien nimmt also die 
Form an: 
(VGdu + VEdu) (VGdv — VEdu) = 0. 
Da das Integral von 
VGdv + VEdu =0 
die Form p(w) + p(v) haben soll — denn g(w) und #(v) sind die 
alleemeinen Integrale der Differentialgleichungen du = 0, dv =O der 
Minimaleurven —, so sind # und G von der Form: 
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E=eVolu), =e Vv), 

wo @ eine Function von u, v bedeutet. Indem wir an Stelle von u, v 
passende Functionen von w allein und von v allein als Parameter 
einfiihren, erreichen wir insbesondere, dass 

E=9, G= 19 
wird (wenn wir von dem Ausnahmefall H == 0 oder G =O, in 
welchem die Kriimmungslinien Minimaleurven sind, absehen). Die 
Kriimmungslinien sind dann gegeben durch: 


u + wv = Const. 


Sie sind Jsothermen. Um dies nachzuweisen — ohne uns auf die 
Theorie der Isothermensysteme auf Flichen zu stiitzen, nach der dies 
augenscheinlich ist — fiihren wir neue Parameter w,, v, ein vermége : 


uUtiv=2u,, u—w=2in, 
sodass wu, == Const., v, = Const. die Kriimmungslinien sind. Als- 
dann ist: 


du=du, +idv,, dv = —idu, — dv, 
und also wird das Quadrat des Bogenelementes 
ds* = 2fdudv = — 2if(du,? + dv,”), 


d. h. langs der Kriimmungslinien wu, = Const., v, == Const. haben die 
Bogenelemente die Werte dv, /— 27f und du, V—2if. Zieht man 
also die Kriimmungslinien w—u, u=U% ++ é&, U=u+ 26,..., 
Y=, V=% +8, 0=%-+ 2é,-..., WO & eine infinitesimale Zahl 
bedeute, so bilden sie Quadrate von der Seitenlange «/— 2if, was 
zu beweisen war. 

Wenn umgekehrt die Kriimmungslinien einer Fiche Isothermen 
sind, so folgt riickwirts, dass man das Bogenelement durch Hin- 


fiihrung passender Parameter wu, v auf die Horm 
ds* = 2fdudv 

bringen kann und gleichzeitig « + 1v = Const. die Kriimmungslinien 
darstellt. Man gelangt also zu den urspriinglichen Flichen zuriick. 

Satz 11: Sind die Kriimmungslinien emer Fldche Isothermen, so 
kann man sie und die Minimaleurven der Fldche durch Quadraturen 
bestemmen. 

Ubrigens ist dieser Satz, soweit er von den Kriimmungslinien 
spricht, nur ein Specialfall des Satzes 5, § 2. 


Angenommen, es seien u, v beliebig gewihlte Flachenparameter, 
in denen das Quadrat des Bogenelementes 


ds* = edu? + 2fdudv + gdv* 
12* 


Flaichen, 


deren eine 
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ist, und die Differentialgleichung (19) der Kriimmungslinien lasse sich 
in die beiden linearen Factoren zerlegen: 


Adv — Bdu=0, Cdv— Ddu=0, 


wo A, B, C, D alsdann bekannte Functionen von wu, v sind, so lasst 
sich ihre Integration in derselben Weise wie im vorigen Beispiel 
durchfiihren, indem wir die infinitesimalen Transformationen aufstellen, 
welche die Punkte der Flache lings der einen Kriimmungslinien um 
die infinitesimalen Quadratseiten verschieben. Diese beiden infinitesi- 
malen Transformationen lassen jedesmal die andere Schar der Kriim- 
mungslinien invariant. Wie im 1. Beispiel finden wir danach, dass 


mu 1 Ce 4. 2C0DfF4 D9 
aed AD — BC 


Multiplicator der einen, 


N= 


1h) Ate one sng 
Q AD — BC 


Multiplicator der anderen Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
ist. go ist hierin noch unbekannt, aber zwischen N und M besteht 
eine bekannte Beziehung, sodass die Integration nach Satz 3, § 2, 
geleistet werden kann. 

Wenn man die Coordinaten x, y als Parameter uw, v wahlt und 
wie im 1. Beispiel die Bedingung sucht, welche die betrachteten 
Flachen z= F(a, y) erfiillen miissen, so kommt man auch hier auf 
ee partelle Differentialgleichung vierter Ordnung, die aus einer Inte- 
grabilititsbedingung hervorgeht. Diese partielle Differentialgleichung 
aller Flachen, deren Kriimmungslinien Isothermen sind, wurde von 
Weingarten*) in sehr eleganter Form zuerst aufgestellt. 

Zu den hier betrachteten Flichen gehdren die Flaichen zweiten 
Grades, die Rotationsflaichen und die Flachen constanter mittlerer 
Kriimmung. Dass insbesondere die Minimalfldchen hierher gehéren 
und also ihre Kriimmungslinien durch Quadraturen zu bestimmen 
sind, hat schon Roberts**) bewiesen. 


3. Beispiel: Angenommen, zwischen den Integralen der beiden Diffe- 


Sehar von rentialgleichungen der Minimalcurven und der Differentialgleichung der 
tangenton- einen Schar der Haupttangentencurven bestehe eime lineare Beziehung mit 


curven. 


Tsothermen 


sind. 


*) Weingarten, Uber die Differentialgleichung der Oberflichen, welche 
durch ihre Kriimmungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt werden kénnen. 
Sitzungsberichte der preuss. Acad. d. Wissensch. 1883, S. 1153—1166. 

**) Roberts, Sur la surface dont les rayons de courbure sont égaux, mais 
dirigées en sens opposés. Journal de Liouville, t. XI, 1. série, p. 300—312. 
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constanten Coefficienten. Alsdann lassen sich diese drei Curvenscharen 
auf der betreffenden Fliche durch Quadraturen bestimmen, nach § 3. 
Wegen der vorausgesetzten Beziehung sind nach der allgemeinen 
Theorie der Isothermen auf Flichen die Haupttangentencurven, von 
denen hier die Rede ist, eine Schar von Isothermen. Daher, da sich 
diese Folgerung umkehren lisst: 

Satz 12: Sind die Haupttangentencurven der einen Schar auf’ einer 
Fldche Isothermen, so kann man diese sowie die beiden Scharen der 
Minimaleurven durch Quadraturen finden. 

Hs ist hier nicht gesagt, dass auch die Haupttangentencurven 
der zweiten Schar Isothermen seien. Wenn aber beide Scharen zu- 
sammen em Isothermensystem bilden, so durchschneiden die Haupt- 
tangentencurven einander senkrecht. Dies tritt bekanntlich nur bei den 
_ Minimalflichen em. Umgekehrt bilden aber auch die Haupttangenten- 
curven einer Minimalfliche stets ein Isothermensystem. Somit folgt 
der von Roberts*) zuerst abgeleitete Satz, dass die Haupttangenten- 
curven einer Minimalflache durch Quadraturen zu bestimmen sind. 

Als Anhang hierzu heben wir noch eme Bemerkung tiber Minimal- 
fldéchen hervor: Da man weiss, dass parallele Ebenen eine Minimal- 
flache in Isothermen schneiden, so sind auch die Orthogonalcurven 
dieser Parallelschnitte Isothermen. Sie kénnen nach Satz 5 des § 2 
folglich durch Quadratur gefunden werden. 


§ 5. Integration gewisser Differentialgleichungen von Curven- 
scharen in der Ebene und auf krummen Flachen. 


Wir haben mehrfach von dem Satze 3 des § 2 Gebrauch ge- 
macht, nach welchem die Integration zweier Differentialgleichungen 
Adv — Bdu=0, Cdv— Ddu=0 
nur Quadraturen erfordert, sobald man weiss, dass zwischen zwei 
Multiplicatoren M und WN derselben eine Beziehung besteht von der 


Form: 
N 
. om p(u, v). 
In Satz 4 des § 2 haben wir diesen Satz geometrisch eingekleidet. 
Weitere geometrische Anwendungen kniipfen sich an die folgende Bezichung 


p . N=mMe p 
Verallgemeinerung jenes Satees: zwischen 
A ‘ ee + Multiplica- 
Satz 13: Besteht zwischen ewei Multiplicatoren M und N der evden toron zweien 
. 1ierentlal- 
gewohnlichen Differentialglecchungen: gleichungen. 


Adv — Bdu =0, Cdv — Ddu = 0 


*) Siehe die letzte Fussnote. 
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eme Beziehung von der Form: 
N= M’* 6, 
wo « und B bekannte Functionen von wu und v bedeuten, so verlangt die 
Integration der beiden Glecehungen nur Quadraturen. 
Zum Beweise bemerken wir, dass M und WN die Definitions- 
gleichungen erfiillen: 


Oly M dlg M dA @B 
(26) sy aay MLC iden eos PES, 
alg N alg N ac aD 
¢ Ow ae ae i ‘Ou. 002 
deren zweite sich wegen 
(27) NCTA Ty: 
verwandelt in: 
, O(e lg M + lg 8) d(@ lg M + lg 6) ec. . aD 
¢ Ou meee! dv dant aoe dv 
oder: 
oO Se ey Dae ee bene + D2) + 
(28) 
4 o2eB 4 pie 90 _ aD. 
Ou Ov 
Die Gleichungen (26) und (28) sind linear in e a iat ae 


Somit lassen sich diese — da (28) noch lg M explicite enthalt — 
darstellen in der Form: 


Oleg M 
(29) a = Alg M-+ un, 

; Olg M 
s— =vigM+x, 


wo A, w, v, « bekannte Functionen von uw und v bedeuten. 

Aus zwei solchen Gleichungen (29) lisst sich nun le M durch 
zwei Quadraturen bestimmen. Stellt man nimlich zunichst die Inte- 
grabilititsbedingung auf, so findet man, dass unter anderem 


a1 _ ov 
dv Ou 
ist. Mithin giebt es eine Function » von uw, v, fiir die: 
Coa. ee 
Riva OD. wae 


ist. Sie wird durch eine Quadratur bestimmt. Setzt man dann 
lg M= 2. e, 


so ergiebt sich zur Bestimmung von 2 
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02 02 


a = me”, = we, 


Ou ” Ov 


und hieraus wird 8 durch eine Quadratur gefunden. Dann ist auch 
lg M = 2. e° bekannt. 

Hiermit ist Satz 13 bewiesen. Denn es ist jetzt der Multiplicator 
M und nach (27) auch der Multiplicator N gefunden. Die Integration 
der Differentialgleichungen verlangt weiterhin also nur noch Quadra- 
turen. 


Um unseren Satz 13 anzuwenden, wollen wir zunichst unter w,  Gevmotri- 

: . 5 * sche An- 

die rechtwinkligen Punktcoordinaten #, y der Ebene verstehen. Eswenaung in 

: < ° : : . der Ebene. 
seien also in der Ebene zwei Curvenscharen definiert durch die Glei- 


chungen: 
Ady — Bdx=0, Cdy — Ddz = 0. 


Es sei M ein Multiplicator der ersten und WN einer der zweiten und 
zwischen beiden bestehe die obige Beziehung: 


(27) N= M.8, 


wo c«, 6 bekannte Functionen von 2, y sein sollen. 

Erinnern wir uns an die geometrische Deutung des Multiplicators 
in Satz 1, § 1 dieses Kapitels. Danach ist zu setzen: 

Ot ot 
Ou VA?-+ B?’ Ov V+ D* 

Hier bedeutet dt eine infinitesimale Zahl. Ow und ov sind die 
Breiten der Streifen, welche von zwei infinitesimal benachbarten 
Curven der ersten bez. zweiten Schar gebildet werden, gemessen an 
der Stelle (, y). Die Beziehung (27) kann also geschrieben werden: 


See sai B 

bv VO? + D? (z VA?+ B f 
Hier sind «, 6, A, B, C, D bekannte Functionen von @, y. Hs be- 
steht demnach zwischen du und dv eine bekannte Relation von der 
Form: 


(28) (Pe leet y) Ov 


Ot signee p(x, y)- 
Wenn umgekehrt eine solche Beziehung besteht, so kann man 
daraus die Relation (27) ableiten, die beiden Differentialgleichungen 
also nach Satz 13 durch Quadraturen erledigen. 


Ein Specialfall der Gleichung (28) ist: 
Ow: dv = (a, y)dt?. 
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Er lisst sich leicht geometrisch deuten: Die Integraleurven der 
beiden vorgelegten Differentialgleichungen bilden infinitesimale Paral- 
lelogramme. Betrachten wir 
das an der Stelle (a, y) 
befindliche. du und dv sind 
in demselben die Héhen. 
Bezeichnen wir die Seiten 
des Parallelogramms mit 
Om und On, ihren Winkel 
Fig. 20. mit @, so ist (Fig. 20): 
Ou=dn-snO, dv=—dm-sn@G, 


also 
Ow: dv =dn-dm- sin’ @. 
Aber 0”-Om-sin @ ist der unendlich kleine Inhalt J des Parallelo- 
gsramms. Die angenommene Beziehung liefert daher: 
J sin O = w(a, y) dt. 
Nun ist sin @ leicht als Function von x und y auszudriicken, denn 
die durch den Punkt (x, y) gehenden Curven der beiden Scharen 


: : : D 
haben zur w-Awe die Tangentialneigungen e und —, sodass 


Cc? 
B D 
Ae BC-AD 
oe ee i Dge ERE 
Tie 6; 


ist. Unsere Annahme kommt also auf die hinaus, dass der Inhalt J 
des Parallelogramms als Function des Ortes (#, y) bekannt ist. Wenn 
umgekehrt dies der Fall ist, so lasst sich riickwarts die Relation (27) 
ableiten. Sonach kommt: 
Satz 14: Zerlegen die Integralcurven zweier Differentialgleichungen 
Ady — Bdx =0, Cdy— Ddx =0 
die (xy)-Ebene in infinitesimale Parallelogramme derart, dass der Inhalt 
des an der Stelle (a, y) befindlichen Parallelogramms eine bekannte 
Function des Ortes ist, so verlangt die Integration nur Quadraturen. 
Insbesondere schliessen wir noch: 
Satz 15: Weiss man von den Integraleurven gweier Differential- 
gleichungen 
Ady — Bdzx=0, Cdy — Ddx =0, 
dass sie die (xy)-Ebene in infinitesimale gleichgrosse Parallelogramme zer- 
legen, so verlangt thre Integration nur Quadraturen. 
Derartige Differentialgleichungen kommen vor, wenn es sich darum 
handelt, die Ebene flachentreu auf’ sich selbst abeubilden. Die Curven, 
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in welche dabei die Geraden 2 = Const. und y = Const. iibergehen, 
sind Integralcurven solcher Differentialgleichungen. 


Wir gehen dazu tiber, den Satz 13 auf Curvenscharen PN VAl taped ita 
. a: 7 E auf Curve 
wenden, die auf krummen Fliichen gelegen sind. Es seien also w, viet Fliche. 


Parameter einer vorgelegten Fliche und 
Adv — Bdu=0, Cdv — Ddu=0O 

die Differentialgleichungen zweier Curvenscharen auf der Fliche. Es 
seien ferner wieder dm und dm die Seiten des von den Integralcurven 
an der Stelle (w, v) gebildeten infinitesimalen Parallelogramms. Wenn 
wir nun alle Punkte der Flache lings der zweiten Curvenschar um 
die Strecken dn weiter riicken lassen, so werden offenbar die Curven 
der ersten Schar unter sich vertauscht. Diese infinitesimale Trans- 
formation lisst sich leicht in w und v ausdriicken. (Vgl. 1. Beispiel 
des § 4.) Da sie lings der Curven der zweiten Schar stattfindet, hat 
sie die Form 


(O5n + Die): 
wo t noch zu bestimmen ist und wo das allgemeine Functionszeichen f 
statt f genommen wurde, um Verwechselungen mit dem sogleich auf- 
tretenden Zeichen f vorzubeugen. w und v erfahren also die Incremente 
du=rCOl, dv—rD0t,~ 
d. h. das Quadrat der Strecke, um welche der Punkt (w, v) verschoben 
wird, ist: 
edu? + 2fdudv + gdv? = v? (eC? + 2fCD + gD’) dt’. 
Hier bedeuten natiirlich e, f, g die Fundamentalgréssen erster Ordnung 
der Fliche. Da nun die Punkte um die Strecken du verschoben wer- 
den sollen, so ist also: 
On? = 1? (eC? + 2fCD + gD") dt?, 


d. h. 
On 1 


| St Wed? ef0D 4 gD? 
Zur Abkiirzung wollen wir setzen: 


VeC?+ 2fCD + gD? = V 


tT 


und analog: 


Ves? + 2fAB + 9B? =U, 
sodass jene infinitesimale Transformation das Symbol hat: 


a4 (02-4 vB) 


Sie lisst die Integralcurven der Differentialgleichung 
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Adv — Bdu =0 
invariant, d. h. diese hat nach Theorem 8, § 1, 6. Kap., den Inte- 
grabilitaitsfactor 
(30) = 
wo 
AdA=AD— BC 
ist. Analog hat die Differentialgleichung 
. Cdv — Ddu =0 
den Multiplicator 
Uot 
(31) = 355° 
Nach Satz 13 sind die beiden vorgelegten Differentialgleichungen 
integrabel, wenn zwischen M und N eine Beziehung besteht von der Form 
N= MGB u,v) 


d. h. wenn — nach den letzten Ergebnissen — zwischen den Seiten 
dm und dn des Parallelogramms eine bekannte Relation besteht von 


der Form: 

om On\e(u; o). 

= (Gi) 24) 
Daher kann Satz 13 so ausgesprochen werden: 

Satz 16: Wess man, dass zwischen den Seiten Om und On der 
imfinitesemalen Parallelogramme, m welche die Integralewrven gweier vor- 
gelegter Differentialglecchungen 

Adv — Bdu=0, Cdv — Ddu=0 
eme durch gewisse Gleichungen 

c= (U,r) y= pur), 2=7(U, v) 
defimerte Ildche zerlegen, ee bekannte Bezvehung besteht von der Form: 
om O n\%(u, 2) 
Ot a eT 
m der Ot eme infinitesimale Zahl bedeutet, so verlangt die Integration 
der Differentialgleichungen nur Quadraturen. 

Dies tritt zB. dann ein, wenn die Parallelogramme constanten . 
Inhalt haben. Denn ist @ der Winkel der sich im Punkte (wu, v) kreu- 
zenden Integralcurven, so ist der Inhalt gleich Omdu sin @ = Const., 
d. h. = 00’, sodass die Relation lautet: 


om = (le, 1 
ot \dt sin O- 


sin @ ist bekannt, denn langs der einen Curve ist a = = langs der 
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D : P : 
andern = @ sodass sich sin @ nach einer bekannten Formel der 


Flaichentheorie berechnen laisst. Es kommt: 


5 a-t 

sin O = a7» 
wo 

t= Veg — f? 


ist. Daher wird unsere Relation: 
om } On Sy U-V 
Ep ee eee 
Fiihren wir hierin wieder M und N ein nach (30) und (81), so 
kommt: 


SR oe VSG 
Mi N= 7 = ap RO 


Also: 
Satz 17: Weiss man, dass die Integralcurven der beiden vorgelegten 
Differentialgleichungen 
Adv — Bdu=0, Cdv — Ddu=0 
cine durch gewisse Gleichungen «= y(u,v), y= (u,v), = z(u,v) 
defimerte F'liche in gleichgrosse infinitesimale Parallelogramme gerlegen, 
so besteht zwischen zwei Integrabilitatsfactoren M wnd N der Gleichungen 
die Bezehung 
Wea 
m.n—lent 
(e, f, g bedeuten hierbei die Fundamentalgrissen erster Ordnung der 
Fldche). Die Integration verlangt also nur Quadraturen. 


Abteilung IIL. 
Kingliedrige Gruppen in drei Verdnderlichen. 


Bisher haben wir uns auf Untersuchungen im Gebiete gweer Ver- 
tinderlicher beschrinkt. Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen auf 
das Gebiet dreier Verinderlicher x, y, 2 ausdehnen. Dabei werden wir 
zunichst 2, y, 2 als rechtwinklige Punktcoordinaten im Rawme deuten. 
Hine andere Interpretation der Verinderlichen als Bestimmungssticke 
eines Linienelementes in der Ebene wird spiater in den Vordergrund treten. 


Simultanes 
System. 
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Kapitel 19. 


Systeme simultaner gewéhnlicher Differentialgleichungen und lineare 
partielle Differentialgleichungen. — Die Jacobi’sche Identitit. 


Zunaichst werden wir jetzt an eine Reihe bekannter Thatsachen 
erinnern, indem wir den Integralen simultaner gewohnlicher Differen- 
tialeleichungen und den Liésungen linearer partieller Differentialglei- 
chungen in drei unabhiingigen Veriinderlichen x, y, 2 geometrische 
Deutungen unterlegen und den Zusammenhang zwischen jenen Inte- 
gralen und diesen Lésungen erlautern. 

Im Anschluss hieran werden wir noch einzelne Punkte beleuchten, 
auf welche wir uns spater zu beziehen haben. 


§ 1. Geometrische Deutungen simultaner gewohnlicher und linearer 
partieller Differentialgleichungen. 


Ebenso wie zwischen einer gewohnlichen Differentialgleichung in 
zwel Verinderlichen x, y 


Xdy — Ydx = 
oder 
dx dy 
PX Ge A 


und der linearen partiellen Differentialgleichung 
of Of 
Kirst ire 0 
ein enger Zusammenhang besteht, insofern als jedes Integral f der 
ersteren eine Lésung der letzteren und umgekehrt jede Lésung f der 
letzteren ein Integral der ersteren ist, — ebenso hdngt auch das simul- 
tane System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen in drei Ver- 
dinderlichen x, y, #: 
d d d 
(1) = <= Se ra a 
eng zusammen mit der linearen partiellen Differentialglerchung 
ar or ae 
(2) Ag et pa aie eee 
Hs sollen hier nattirlich X, Y, Z Functionen von wz, y, 2 bedeuten. 
Wir wollen diesen bekannten Zusammenhang im gegenwirtigen Para- 
graphen analytisch wie geometrisch beleuchten. 


Das System (1) integrieren heisst, etwa y und z als Functionen 
von « zu bestimmen, sodass sie die Gleichungen (1) identisch erfiillen, 
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mit anderen Worten — wenn 2, y, z als rechtwinklige Punktcoordi- 
naten im Raume gedeutet werden —, diejenigen Curven im Rawme zu 
finden, welche die folgende geometrische Higentiimlichkeit besitzen: 
Die Gleichungen (1) ordnen jedem Punkte (a, y, 2), ftir welchen nicht 
etwa zufallig gerade X = Y = Z = 0 ist, eine Fortschreitungsrichtung 
(dx, dy, dz) zu, deren Richtungscosinus proportional X, Y, Z sind. 
Das Integrationsproblem besteht nun darin, alle Curven zu finden, deren 
Tangenten in allen ihren Punkten mit den den betreffenden Punkten 
zugeordneten Fortschreitungsrichtungen zusammenfallen. Die Integra- 
tion liefert, wie man analytisch beweisen kann, oo? Curven (indem 
zwei Integrationsconstanten auftreten). Dies hat einen anschaulichen 
Sinn, denn wir werden geometrisch eine solche Integralcurve dadurch 
erhalten, dass wir von einem beliebigen Punkte ausgehend der ihm 
zugeordneten Richtung folgen bis zu einem benachbarten Punkt, hier 
wieder der diesem zugehérigen Richtung bis zum nachsten Punkt nach- 
gehen u. s. w. Durch jeden Punkt allgemeiner Lage im Raume geht 
also eme und nur eine Integralcurve, sodass es im ganzen deren oo* 
giebt. Natiirlich ist diese anschauliche Betrachtung kein strenger 
Beweis fiir die Existenz von Integraleurven. Wir setzen vielmehr die 
allgemeine Méglichkeit der Integration als bekannt voraus. 

Analytisch werden die oo* Integraleurven durch zwei Gleichungen 
dargestellt, die, nach den willkiirlichen Constanten a, b aufgelést, etwa 
die Form haben: : 

u(x, Y, 2) = 4, v(a, y, 2) = b. 

Jedem bestimmten Zahlenpaar a, b entspricht eine Integralcurve. Die 
vorstehenden Gleichungen stellen die co” Integraleurven dar als Schnitte 
der Flachen w = Const. und v = Const. Folglich enthilt jede dieser 
Flachen co’ Integralcurven. 


Eine Function w heisst ein Jntegral des simultanen Systems (1), 
wenn jede Fliche aus der Schar w= Const. von oo’ Integraleurven 
des Systems erzeugt wird. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 
wu die Gleichung 


Ou Ou OU ie 
AS inset tT eee ae 


identisch erfiillt. Dann namlich und nur dann besitzt jede Flaiche 
u = Const. in jedem Punkte eine Tangente, deren Richtung (X: Y: Z) 
mit der Richtung der durch den betreffenden Punkt gehenden Integral- 
curve zusammenfallt. Wenn man also von Punkt zu Punkt dieser 
Richtung nachgeht, d. h. eine Integraleurve durchliuft, so bleibt man 
fortwihrend auf der Fliche «== Const., die daher die durch einen 


Integral- 
curve. 


Integral. 
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beliebigen ihrer Punkte hindurchgehende Integralcurve vollstandig 
enthalt, mithin von oo! Integralcurven erzeugt wird. 
Kennt man zwei von einander unabhingige Integrale w und v des 
simultanen Systems (1), so stellen die Gleichungen 
“u=a,uv=b (a, b= Const.) 
alle oo? Integralcurven dar. Da nun 
2(u, v) = 0 
die allgemeine Gleichung einer von cot Curven wu = a, v = b erzeugten 
Fliche ist, so ist (wu, v) das allgemeinste Integral des simultanen 
Systems. Jedes Integral des Systems ist also darstellbar als Function 
irgend zweier von einander unabhingiger Integrale derselben. Kennt 
man nur diese zwei, so kennt man alle Integrale und alle Integral- 
curven, und das simultane System ist als integriert zu betrachten. 
Hine emzelne Flache 
P(%, Y, 2) =9 
wird von oo! Integraleurven erzeugt, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
(x, y, 2) die Richtung der hindurchgehenden Integraleurve zur Tan- 
gente hat, wenn also bel jeden ome der Eliche 


eben 247% —0 


ist, denn dann und nur dann eh sie die durch ihre Punkte gehen- 
den Integraleurven. Dies kénnen wir auch so aussprechen: Die Glei- 
chung g(x, y, 2)=0 lasst sich dann und nur dann in der Form 
(uw, v) =O schreiben, in der wu, v zwei von einander unabhangige 
Integrale darstellen, wenn die Gleichung: 


a : 
K+ ye +42 = (0 


besteht vermoge (a, y, 2) = 0. 
Hierbei wird stets von solehen Punkten (x, y, 2) abgesehen, fiir 
die X, Y, Z selbst simtlich verschwinden. 


Linear par. Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleichung 
uae (2) X 5 seo Ys as pane uy = 0. 


Léisung derselben me jede a ee =u, welche sie ddentisch er- 
fiillt und keine Constante ist. Nach dem Obigen ist demnach jede 
Lésung von (2) ein Integral des simultanen Systems (1), wnd wmgekehrt. 
Daher leuchtet ein, dass die allgemeinste Lésung von (2) die Form 
{ = 2(u, v) hat, sobald nur wu, v irgend zwei von einander unabhingige 
Lésungen darstellen. Wihrend das simultane System (1) co? Curven 
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— die Integralcurven «=a, vb — definiert, werden durch die 
lineare partielle Differentialgleichung (2) diejenigen Fldchen 

2(u, v) = Const. 
bestimmt, deren jede von je oo’ Integralcurven erzeugt wird. Sind 
die Integraleurven bekannt, so sind es auch die von ihnen gebildeten 
Flichen, die Integralfldchen, und umgekehrt. 

Die Integration der linearen partiellen Differentialgleichung (2) 
ist demnach auf diejenige des simultanen Systems (1) zuriickftihrbar, 
oder auch umgekehrt. 

Sind w und v zwei von eimander unabhingige Lisungen von (2), 
d. h. Integrale von (1), so stellen die Gleichungen 

U=a, v=b 

die co” Integralcurven von (1) dar. Diese Curven nennen wir nach 
Monge auch die Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung (2). Wir kénnen daber sagen: Jede Lésung von (2) stellt 
gleich Const. gesetzt eine von oo’ Charakteristiken erzeugte Integral- 
flache von (1) dar, und umgekehrt erzeugt eine continuierliche Schar 
von o@’ Charakteristiken — etwa alle von einer beliebigen Curve aus- 
gehenden Charakteristiken — stets eme Integralfliche. 


Wir wollen diese geometrischen Deutungen durch einige sehr ein- 
fache Beispiele erléutern. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
ar Of 


hingt zusammen mit dem simultanen System 
ax dy dz 


y eer 


Dasselbe ordnet einem Punkt (x, y, 2) des Raumes eine Fortschrei- 
tungsrichtung zu, deren Richtungscosinus proportional y, — x, 0 sind, 
die also zur (wy)-Ebene parallel und auf dem Lote vom Punkt aus 
auf die g-Axe senkrecht steht. Verfolgt man die Fortschreitungs- 
richtung von Punkt zu Punkt, so beschreibt man einen Kreis, der 
seinen Mittelpunkt auf der z-Axe hat und dessen Ebene auf der z- Axe 
senkrecht steht. Die Charakteristiken sind also simtliche Kreise, welche 
durch Rotation um die g-Axe entstehen, die von Charakteristiken er- 
zeugten Integralflichen daher die Rotationsflichen mit der z-Axe als 
Rotationsaxe. In der That ist die Gleichung einer solchen 
fSe— 9+ #) = 0 
und hier ist 


Integral- 
flichen. 


Beispiele, 
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Of sexy ’ ral Paes , 
Fg =P Ak, dy =P 2% 
also: 
pga 0 ae 


2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
of Of 
u Ox a5 7] oy i 0; 
in der ebenfalls a fehlt, entspricht dem simultanen System: 


dz dy _ dz 
fori. Aaah 


Dieses ordnet jedem Punkte eine Fortschreitungsrichtung lotrecht zur 
g-Axe zu. Die Charakteristiken sind also diese Lote zur z-Axe. Die 
von ihnen erzeugten Integralflachen sind Regelflachen mit der all- 
gemeinen Gleichung 


f=* —9@)=0. 


In der That ist hier wegen: 


Oip y Cel 
Cpr gt Oy ae 
auch 
ast y =o. 


3. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
of of OW hah 
Pal wg ee 
hat zu Charakteristiken lauter parallele Geraden, denn das simultane 
System 


a b c 
ordnet jeden Punkt die Richtung zu, deren Cosinus proportional a, b, ¢, 
also constant, sind. Die Integralfliichen sind daher Cylinder von der- 
selben Richtung, und die allgemeine Gleichung eines solchen ist: 
f=cx — az — g(cy — bz) = 0. 

In der That erfiillt dies f die lineare partielle Differentialgleichung 
und zwar identisch. 

4, Beispiel: Die a. der Gleichung 


ge yoo set Em 0, 


deren zugehoriges Basi: ne 
ape ike 2 
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sind alle oo’? Geraden durch den Anfangspunkt, die Integralflichen 
also Kegel, welche den Anfangspunkt zur Spitze haben. Diese werden 
durch eine in 2, y, 2 homogene Gleichung 

f(a, Y; #) Al) 
dargestellt. Ist dieselbe homogen vom m*™ Grade, so ist nach dem 
Kuler’schen Satze 


pet y ge te f= mf, 


d. h. die lineare bestcait Tee wird von f erfiillt ver- 
moége f = 0. 


§ 2. Abhingigkeit linearer partieller Differentialgicichungen. 


Zur Abkiirzung wollen wir die linke Seite einer linearen partiellen 
Differentialgleichung, also einen EO NS von der Horm 


xp yy 
der einen Eat tees Ts eae ae eine Function /, dar- 
stellt, durch ein Symbol von derselben Form, wie wir es in der zweiten 
Abteilung*anwandten, also durch Af, Bf u. dergl. bezeichnen. Setzen 


wir also: 


ee Ba ek P+ ae 


so lautet die lineare partielle anes kiirzer 
WA): 
Es seien wu und v zwei von einander unabhingige Lésungen der- 


selben, d. h. es sei: 
Aus KE Ye aie Tee =0, 


ee 
Av=X24 YR ie eM 


Aus diesen beiden Gleichungen lassen Ais nun die Verhiltnisse X: Y: Z 
berechnen. X, Y, Z verhalten sich naimlich zu einander wie die 
zweireihigen, wegen der Unabhingigkeit der Functionen w, » nicht 
simtlich verschwindenden Unterdeterminanten der Matrix: 


Ou ou dow 
du Oy dz 
dv dv dv’ 
Ae ee 


sodass sich ergiebt 
x Y a tip : 
dudv. dv du Odudv dv du dudv bv dw 
dyos dy de 020% O2du Onby du dy 


Lie, Differentialgleichungen. 13 
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Diese Relationen bestimmen X, Y, Z und daher auch Af bis auf een 
Factor @. Da aber die Gleichungen 
Af=0O und 0 Af=0 

dasselbe aussagen, so kommt es auf diesen Factor nicht an. 

Eine lineare partielle Differentialgleichung Af=0O m a, y, 2 wird 
also durch die Angabe gweier von emander unabhingiger Lisungen u, v 
bis auf einen unwesentlichen Factor villig bestemmt. Unter allen gleich- 
berechtigten Formen, welche sie annehmen kann, ist die folgende: 


Oi Gi Oy 

ae ~Og. Oe 

ou ow Ou =i) 
OX | 0g Ose 
Ov Ov Ov 
| 0x Oy O02 


die einfachste. 
pbiiais_ Wir nennen zwer lineare Differentialgleichungen A,f =O und A,f = 0 
pane bart von eimander abhingig, sobald sie dasselbe aussagen, d. h. sobald eine 
gleichungen.Relation besteht von der Form 


AS 0(2, Y, 2) i A,f a ; 
und zwar identisch fiir jede beliebige Function f Dagegen heissen sie 
von emander unabhdngig, sobald keine derartige Relation besteht. Im 
letzteren Fall sind die Fortschreitungsrichtungen, welche die ent- 
sprechenden simultanen Systeme den Punkten zuordnen, bei beiden 
fiir Punkte allgemeiner Lage verschieden, sodass dann A,f==0 und 
A,f = 0 verschiedene Charakteristiken haben. 


Betrachten wir nunmehr dre? lineare partielle Differentialgleichungen: 


0 0 0 
Af2 Lge tM te 0, 


Oe 
0 7) 7) 
Af= Xo + ¥, ge t+ 4 Ge 0, 
= 0 0 0 
Af =X, 50+ Yoo + % G5 =0, 


und nehmen wir an, dass sie eine gemeinsame Lésung @ besitzen, so ist: 


do é 0 
Mi aso oe OS Ye oe LO, 


Ow 
(3) Ao =X, 5o+% 52 4+ 4, =0, 
Ao ee Y, 5° + Z, = =0 
Dies sind drei hinsichtlich a oe = lmeare und homogene Glei- 
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chungen. Nach einem allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen 


homogenen Gleichungen ziehen dieselben bekanntlich nach sich, dass 
0a 00 6a 


entweder —., ay) 84 samtlich Null sind — und das ist hier aus- 
geschlossen —, oder aber, dass ihre Determinante verschwindet: 

xX, 16 4“ 
(4) Ao hiket Zs |= 0. 

ee be Ze 


Man kann hieraus ferner schliessen, dass es drei Functionen 9,, 0, 05 
geben muss, sodass: 


0: X, + 02X. + 0;X; = 0, 
(5) : 0, ¥, + @ Y, + 0, Y;=0, 

0:4, + 4, + @; Z,=0 
ist. Natiirlich sind @,, @,, @; durch diese Gleichungen nur ihren Ver- 
haltnissen nach bestimmt. Diese drei Gleichungen lassen sich zu einer 


elnzigen zusammenfassen. Multiplicieren wir nimlich die erste mit sts 


die zweite mit se, die dritte mit a und addieren sie dann, so kommt 
einfach: 


Q; A,f + Qo A,f + Os Af = 0. 


Satz 1: Haben dre: homogene lineare partielle Differentialglecchungen 
Mb, Y, B: 
A,f= 0, A,f=90, A,f—9 
eine gemeinsame Losung, so besteht zwischen A,f, A,f, A,f eme Identitdt 
von der Form 


01 (2, y, 2) Arf + 02(2, ¥, 2) Arf + 05(2, y, 2) As f= 0 
und gwar fiir alle Werte von f. 
Wir werden drei lineare partielle Differentialgleichungen A,f = 0, 


A,f =0, A,f = 0 in dem Falle, dass zwischen ihnen eine lineare Ke- 
lation besteht: 


0,(4, ¥, AS + 0,(%, ¥, 2) Aof + 05(%, ¥, 2) Asif = 9, 


F oe . Nie . 7 1 ingi 
A : Y ] L ., Abhingig- 
von einander abhingig nennen. Giebt es keine drei Functionen @,, Qa, Qs, Abbingig: 
ane 4 Mio ee a 
durch welche diese Gleichung zu befriedigen wire, so nennen wir sie lin. part. 


yon einander unabhingig. gleichungen. 
Da diese lineare Beziehung wegen der Willkiirlichkeit der Function f 

in die Gleichungen (5) zerfallt, so folgt, dass die drei Gleichungen A, f= 0, 

Af =0, A,f=90 dann und nur dann von emander unabhingig sind, 


wenn thre Determinante: 
13* 
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De May, SZ 
OY UZ ANE) 
X;, YY; 4 


ast. 


Ks hat dies einen wichtigen geometrischen Sinn. Denn X,, Y,, 7, 
sind proportional den Cosinus der Richtung, welche das der Gleichung 
A,f = 0 entsprechende System 

dx dy _ dz 


So ee eee 


dem Punkte (x, y, 2) zuordnet. Abhnliches gilt von X,, Y,, Z und 
von X,, Y;, Z,. Wire jene Determinante gleich Null, so wiirde das 
hiernach aussagen, dass die Richtung (X,: Y,: Z,) in der Ebene der 
Richtungen (X,: Y,: Z,) und (X,: Y,: Z) liegt. Also: Drei lineare 
partielle Differentialglerchungen A,f =0, A,f=0, A,f—O0 sind von 
einander unabhingig, wenn die zugehdrigen simultanen Systeme dem Punkt 
allgemeiner Lage (x, y, 2) drei nicht in einer Ebene liegende Richtungen 
zuordnen, abhidngig aber, sobald jene drei Richtungen nur eine Ebene oder 
gar nur eine Gerade bestemmen. Der letzte Fall tritt ein, wenn 
zwischen A,f, A,f und A,f zwei: verschiedene lineare Relationen be- 
stehen, d. h. wenn 
A,f=6,A,f, A;f=6,4,f 


ist. 


§ 3. Der Klammerausdruck und die vollstindigen Systeme. 


Fiir das Spitere ist es niitzlich, gleich hier einen gewissen sehr 
wichtigen Ausdruck zu betrachten, den wir schon fritiher in zwei Ver- 
inderlichen kennen lernten, und zwar wollen wir ihn gleich fiir den 
Fall darstellen, dass » Veranderliche x,, v,---«, vorliegen, um spaterer 
Wiederholungen iiberhoben zu sein. Wir empfehlen jedoch dem Leser, 
die folgende Rechnung zur Ubung fiir den Fall ‘dreier Variabeln be- 
sonders durchzufiihren. 

Ks mogen also in » Veranderlichen zwei lineare partielle Differen- 
tialgleichungen vorliegen: | 


afi gosttltn. ul ayn Tiers 


1 Om, 2 6 ity m Og. 
of of of 
areas oe rieamga Meal 8 


Hier sollen o,, +++ On, B,, By--- B, Functionen von 2, %-++%, sein. 
Wir wollen die linken Seiten dieser Gleichungen, da sie einen Differen- 
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tiationsprocess, ausgefiihrt auf f, darstellen, wie friiher abkiirzend be- 
zeichnen, indem wir setzen: 


ae ae of 
ioe mas “tat eee) 


BPS Bia Papa Poe Ba RE 


oder mit Benutzung des Sea edetel one 


ee ae = : 
(6) Af ag B= Shige, 
u 1 


sodass Af = 0 und Bf = 0 unsere beiden linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen sind. 
Es soll nun der Ausdruck 


(6) 


Der 
“(Bi -aBCAr ) punta 
construiert werden. A(Bf) bedeutet natiirlich, dass in Af statt fder 
Ausdruck Bf gesetzt werden soll, und entsprechend B(Af), dass in 
Bf an Stelle von f der Ausdruck Af stehen soll. A(Bf) wird aus- 
gerechnet auch die zweiten partiellen Differentialquotienten von f ent- 
halten, ebenso B(Af). Hs kommt: 


A(Bf) — BUN = S}« Lo sa ad 
=3}« (Soe rs + aha! al 
- Sal Santa t Saat): 


Hierin tritt 5 ste zweimal auf, einmal mit den Coefficienten a; p;, 
und dann mit dem Coefficienten. — B,a;, d. h. es hebt sich gerade 
fort. So fallen tiberhaupt alle zweiten Differentialquotienten von / 


weg und es bleibt: 
Ou 


| Pe ORY i, 5 of 
A(Bf) — BUAf) = Se (« bu, 0a, Bx Oa, 7m) 
1 


oder, wenn im ersten Ausdruck die Indices 7, & vertauscht werden, 
was geschehen darf: 


(7) Aer) — BAN) = SIS ze a) ee 


198 Kapitel 10, § 3. 
Wenn man bedenkt, dass 


Ou 


n OB; n , 
Api = Shea zs Ba; = >} fi 6 w, 
1 1 


ist, so lasst sich die Formel noch kiirzer so schreiben: *) 


(7) A(Bf) — B(Af) = 1 (4B: — Bay) Fe 


Das Bemerkenswerte ist hier, dass der Ausdruck A(Bf)— B(Af) 
vollig frei von den zweiten Differentialquotienten von f wird, also 


at ||. af 


wieder in Fess ae linear und homogen ist, gerade so wie Af und 
4 


Bf selbst. 

Wir werden diesen Ausdruck A(Bf) — B(Af) hiufig noch kirzer 
schreiben: (AB) oder, wenn uns daran gelegen ist, dass f in der 
Formel zum Vorschein kommt: (Af, Bf). Wir nennen ihn wie in der 
2. Abteilung (vgl. § 1 des 7 Kap.) den Klammerausdruck von Af und Bf. 

Natiirlich ist es, um (AB) zu bilden, durchaus nicht notwendig, 
sich unter Af und Lf die linken Seiten linearer partieller Differential- 
gleichungen vorzustellen. Vielmehr werden wir spaterhin wie in der 
ersten Abteilung Ausdriicke von der Form Af, Bf an sich betrachten, 
indem wir sie als Symbole infinitesimaler Transformationen auffassen. 


Kehren wir nach dieser den Klammerausdruck betreffenden Ein- 
schaltung zu unseren linearen partiellen Differentialgleichungen in 
drei Veranderlichen 4, y, 2 zuriick. 


ypeer teneare Wenn die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen in 2, y, 2: 
partielle to) NOD 
Differential- : 
gleichungen A,f= OF A,f ==) 
mit einer 


mon Lisungeine gemeinsame Lésung w besitzen, so ist 


Aju=0, Au =0. 
Da nun der Klammerausdruck 
(Af, Aol) = 4,(AP) — 4,(4GP) 
ist, so folgt, dass auch 


(A,u, A,u) =0 
ist, d. h. 


*) Diese wichtige Formel ist, wie friiher (§ 2 des 6. Kap.) bemerkt wurde, 
von Jacobi aufgestellt worden, 
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Satz 2: Besitzen zwei lineare partielle Differentialgleichungen A,f = 0 
und A,f =O eine gemeinsame Lisung, so befriedigt dieselbe auch dic 
durch Klammeroperation entstehende Gleichung 


(A, Ay) = 4, (As) — A, (A,f) = 0. 

(Offenbar gilt dieser von Jacobi herriihrende Satz nicht nur fir 
drei Veranderliche, sondern allgemein. Daher haben wir ihm auch 
seine allgemeinere Fassung gegeben.) 

Jetzt haben wir drei lineare partielle Differentialgleichungen in 
drei Veranderlichen vor uns: 

A,f=90, A,f=0, (Aif, A, f) =; 
Sie besitzen die gemeinsame Lésung vu. Nach Satz 1 des § 2 besteht 
also zwischen ihren linken Seiten eine lineare Relation. Dieselbe 
enthalt sicher den Klammerausdruck (4,A,), sobald wir voraussetzen, 
dass A,f = 0 und A,f =O von eimander unabhingig sind, d. h. keine 
Relation zwischen A,f und A,f allein besteht. Wir kénnen demnach 
jene Relation so schreiben: 


(A, Ay) = 1, Af + 2 Aof- 


Also ergiebt sich: 

Satz 3: Haben zwei (unabhingige) lineare partielle Differential- 
gleichungen A,f =O und A,f =O wm dre Verdnderlichen eime gemein- 
same Loésung, so besteht ee Relation von der Form: 

(A, Ay) = 0,(@, %, 2) Af + 02(% y, 2) Aof 
identisch fiir alle Werte von f. 


Wir werden nun erkennen, dass umgekehrt die Existenz einer 
solchen Relation 
(8) (A, A.) = 0, 4:f + 9, 4f 
nach sich zieht, dass A,f =O und A,f =O eine gemeinsame Lésung 
besitzen. 

Um dies nachzuweisen, werden wir die beiden Gleichungen A,f = 0 
und A,f—=0O in besonderer Form schreiben. Zunichst kénnen wir 
sie allgemein durch zwei Gleichungen 
(9) A,f =1,4,f + 4,4,f = 0, Aof = 4A\f + 4 A.f = 0 
ersetzen, sobald A,u, — 4,u,=£0 ist. Dann ist: 

(A, f, Aof) = (441 + 42Ae, Hr Ar + He Ae) 
= Ay thy (Ay Ay) HF Ay tg (Ay Ag) Fy ty (Ag At) Ae tla (Ag Ag) + 
+ A, + Ait Ay- Ag) Ayf + (Ay - Ay te + Ag+ Atle) Aef— 
— (W, + Aya, tty Ag dy) Ayf — (ty » Ay dy + ty: Age) Asf. 
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Da (A, A,) =0, (A,A,) = 0, (A, A,) = — (A, Ag) ist und die Coeffi- 
cienten der vier letzten Glieder Functionen von 2, y, 2 sind, so driickt 
sich also wegen (8) auch (A, Ay) linear durch A,f und A,f aus oder 


nach (9) linear durch A,f und Ajf 

Es ist also ganz gleichgiiltig, in welcher Form (9) man die 
beiden linearen partiellen Differentialgleichungen schreibt. 

Insbesondere kann man, wie wir nachher sehen werden, das 
System der beiden Gleichungen A,f—=0, A,f = 0, sobald 

(A; Ay) = @Aif + 0242f 
ist, stets in solcher Weise A,f =0, A,f =0 schreiben, dass der 
Klammerausdruck (A,A,)= 0. wird. 

Wir werden nun — bevor wir die Moéglichkeit dieser Umformung 
darthun — zunichst beweisen, dass, wenn A,f = 0 und A,f= 0 zwei 
lineare partielle Differentialgleichungen sind, ftir die insbesondere 

(A, A,) = 0 
ist, die Gleichungen alsdann eine gemeinsame Losung besitzen. Um 
nimlich in systematischer Weise eine eventuell vorhandene gemeinsame 
Liésung zu finden, denken wir uns das zu A,f= 0 gehdrige simultane 
System integriert, also zwei von einander unabhingige Liésungen wu, v 
der Gleichung A,f = 0 gefunden. Die allgemeinste Lésung von 
A,f=0 hat dann die Form Q(u,v). Da uns nun daran liegt, eine 


solche Lésung von A,/ = 0 zu finden, welche auch A,f = 0 befriedigt, 
werden wir also die Function (u,v) so zu bestimmen suchen, dass 


auch A,2—=0 wird. Nun ist, da A,f ein auf f ausgetibter Diffe- 
rentiatiosprocess ist: 
(10) A, 2(u, v) = 5 Au + 37 Ago. 
Andererseits folgt aus 
(A, A,) = 4,(A,f) — 4,(4,f) =0, 

wenn wir darin fiir die beliebige Function f insbesondere w und v 
setzen, da A,wu= A,v=0 ist (denn uw und » sind Lésungen von 
A,f = 0): mE eee 

A,(A,u) =0, A,(A,v) =0, 
d. h. A,w und A,v sind Lésungen der Gleichung A,/—=0, also 
Functionen von ~ und v allein: 

Au =9(u,»), Av=v(u9), 
sodass (10) lietert: 
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rT 02 
A, 2(u, v) = (u,v) Fy + Yu, v) ve 


Die Forderung, welche wir noch zu erftillen haben, stellt sich also 
so dar: 


ce) 02 
p(w, v) Fy bY v) ee 


Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u, v allein 
und lisst sich als solche stets durch eine Function Q(u, v) befriedigen, 
namlich durch das Integral der zugehérigen gewohnlichen Differential- 


gleichung 
du dv 


(um, 0) H(w, 0) 
Es giebt also eine Function 9, welche beide Gleichungen A,f= 0 
und A,f = 0 befriedigt. Sie ist die gesuchte gemeinsame Liésung 
der beiden Gleichungen A,f = 0 und A,f = 0. 


Um noch zu sehen, dass sich ein System von zwei Gleichungen 
A,f =O und A,f = 0, deren Klammerausdruck 


(A, Ay) = Af + 0, Acf 
ist, stets in solcher Form A,f = 0, A,f =0 schreiben lisst, in der 
(A, A,) = 0 ist, brauchen wir uns nur das System A,f = 0 und A,f = 0 


nach on und Ly aufgelést zu denken, sodass etwa: 
CO“ oy 5 ? 
At i of 
Alaa nes Cin ae UO: 
ap er Of 


ist. 6, und 6, bedeuten hier gewisse Functionen von w, y, 2 Nach 
Voraussetzung muss auch jetzt eine Relation bestehen, welche (A, A,) 


linear durch A,f und A,f ausdriickt. Bildet man aber den Klammer- 
of 


‘ 0 
ausdruck, so erkennt man, dass er frei von ip und a also, da er 


die Form 2,A,f + 4,A,f haben muss, gleich Null wird, wie gewtinscht 
wurde. 

Liegen zwei Gleichungen A,f— 0 und A,f=O vor, deren 
Klammerausdruck die Form 0,4,f+ 0,A,f hat, so kénnen wir sie 
nach der eben gegebenen Methode der Auflésung stets in einer Form 
A,f =0, A,f=0 schreiben, in der (A,A,) = 0 ist. Alsdann aber 
besitzen, wie vorher bewiesen, A, f = 0 und A,f = 0 oder also A,f=0 
und A,f=0 eine gemeinsame Lisung. Somit gilt das 


Vollstandi- 
ges System. 
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Theorem 12: Sind A,f=0 und A,f = 0 zwei lineare partielle 
Differentialgleichungen in x, y, 2, so-besitzen sie dann und nur 
dann eine gemeinsame Lisung, wenn eine Relation von der 
Form 

(A, Ay) = 0,(%, 9, 2) Arif + 02(%, % #) Aof 
identisch fiir jede Function f besteht. 

Man nennt in diesem Falle die beiden Differentialgleichungen 
A,f=0O und A,f= 0 zusammen ein (eweigliedriges) vollstdndiges 
System. Der Begriff eines vollstandigen Systems ist allerdings um- 
fassender, da er nicht auf den Fall dreier Veranderlicher beschrankt 
ist. Wir werden ihn auf einer spiiteren Stufe in voller Allgemeinheit 
kennen lernen. Im besonderen heisst das vollstiindige System A,f=0, 
A,f = 0 auch ein Jacobi’sches System, wenn der Klammerausdruck 
(A, A,) =0 ist. Wir haben gesehen, dass jedes vollstindige System 
A,f =0, A,f = 0 als Jacobi’sches geschrieben werden kann. 


Die Lésung des vollstindigen Systems, d. h. die gemeinsame 
Lésung der Gleichungen A,f=0O und A,f—O bestimmt man, um 
es zu recapitulieren, in dieser Weise: Vorerst schreibt man das System 
in einer Form A,f=0, A,f = 0, in der (A, A,) =0 ist. Man sucht 
dann die allgemeine Lésung Q(u, v) der Gleichung A,f = 0 und bildet 
A,2=0. Diese Gleichung ist dann stets eine lineare partielle Dif- 
ferentialgleichung zwischen 8 und w, v allen, deren Lésung 2 die 
gesuchte Function ist. Offenbar ist mit 2 auch jede Function (8) 
Lésung des vollstindigen Systems*). 


Wenn die Jacobi’sche Form A,f—0, A,f—=0 im besonderen 
durch die obige Auflésungsmethode erhalten ist, wenn also 
Airspan = 9, 
- 
A, f=é By aes O55, = 0 


ist, was stets zu erreichen, so vereinfacht sich die Integration noch 


etwas. A,f—=O ist nimlich dann fiquivalent der gew. Differential- 
gleichung in zwei Verinderlichen 4, ¢: 


de de 


*) Die Theorie der vollstandigen Systeme, die von Jacobi und Clebsch 
herriihrt, hat durch Herrn Mayer ihre jetzige einfache Form erhalten. 
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wo y in o, nur die Rolle einer arbitriren, von x und z unabhingigen 
Grésse spielt. Also kann man das Integral dieser Gleichung als das 
w und y als das v benutzen. Man sieht, dass sich die Integration 
des vollstiindigen Systems so auf die successive Integration zweier 
gew. Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen je zwei Variabeln 
reduciert. 


Ubrigens ist die Zurtickfiihrung des vollstiindigen Systems auf 
eine Jacobi’sche Form vor Beginn der Integration nicht notig. Man 
braucht die Gleichungen nur auf eine solche Form A,f = 0, A,f = 0 
zu bringen, dass (A, A,) = @4,f wird. Sind nimlich w, v die Lésungen 
von A,f=0, so zeigt diese Relation wegen A,u = A,v=0, dass 
A, (A,u) =0 und A,(A,v) = 0 ist, dass also 4,u und A,v Losungen 
von A,f=O sind und sich daher auch jetzt durch w, v allein aus- 
driicken. Nun setzt man f = Q(u, v) in A,f—=O0 ein und erhilt so 
eine Differentialgleichung in w, v. 

Schhesslich kann man auch die Integration des vollstandigen 
Systems A,f=0, A,f=—0, wo 

(A, 42) = 0,4: + 02 4,f 
ist, sofort in Angriff nehmen, ohne es erst umzuformen: Man be- 
stimmt zwei Lésungen w, v von A,f=0. Eine gewisse Function 
derselben, (u,v), erfiillt dann sicher auch A,f=0O. Wir bilden 
daher: 
A,2= Au 4 Ay. = 0 


Vv 


oder: 
02 Ase C2 =) 
ae aie 


Da eine Function 2(w,v) existiert, die diese Gleichung erfillt, und 


da 2 und es nur yon u, v abhangen, so liisst sich notwendig auch 


Ou 
a durch wu, v allein ausdriicken. Daher ergiebt sich auch auf diesem 


2 
Wege die Differentialgleichung in w und v allein. Diese Methode ist 
oft sehr praktisch. ; 


Wir wollen uns die gemeinsame Lésung der beiden ein voll- 
stindiges System bildenden Gleichungen A,f=0O und A,f = 0 auch 
geometrisch vorstellen. 

Die Frage nach einer gemeinsamen Liésung u kommt auf die 
nach co! gemeinsamen Integralfliichen «= Const. der beiden Glei- 
chungen hinaus. Es fragt sich somit, ob es oo’ Flichen giebt, welche 
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sowohl von je oo! Charakteristiken der ersten als auch von je oo! 
Charakteristiken der zweiten Gleichung erzeugt werden. Man wiirde 
eine derartige Tliche — da durch jeden Punkt p, des Raumes eine 
derselben hindurchgehen miisste — in dieser Weise zu construieren 
suchen: Von einem Punkte p, ausgehend verfolgt man die durch ihn 
gehende Charakteristik hk, der ersten Gleichung eine Strecke weit bis 
zu einem Punkte p, und geht dann auf 
der zu p, gehbrigen Charakteristik k, der 
zweiten Gleichung eine Strecke weit bis 
fo, dann von p, aus wieder auf einer Cha- 
rakteristik k,’ der ersten Gleichung u.s. w. 
abwechselnd. (Fig.21.) Diese Bewegungen 
besitzen noch einen ziemlichen Grad von 
Willkiir. Es sind zwei Fille denkbar: Hntweder beschreibt man 
hierbei nur eine Flaiche — und dann ist dies eine der gesuchten ge- 
meinsamen Integralflachen — oder aber man bleibt nicht auf einer 
Flache. Wenn man die Bedingung dafiir aufstellt, dass der erste Fall 
eintritt, so kommt man darauf, dass zwischen A,f und A,f eine Rela- 
tion von der Form 


(A, A) = oO, Aif + 0: 4of 
bestehen muss*). Da wir von jedem Punkte p, des Raumes aus- 
gehend alsdann eine Flache erhalten, so ergeben sich gerade oo’ ge- 
meinsame Integralflichen u = Const., und w ist die gesuchte gemeinsame 


Lésung. 


Schliesslich heben wir noch Hines hervor: Hine gemeinsame 
Integralfliche der beiden Differentialgleichungen 4,f—= 0 und A,f=0, 
welche ein vollstiindiges System bilden, hat in jedem ihrer Punkte 
die beiden Richtungen, welche dem Punkte durch die zu A,f—0O 
und A,f=—0O gehérigen simultanen Systeme zugeordnet werden, zu 
Tangenten. Ist 


0 0 
ApS a 


Ou oy 19g? 
- 7 0 é 
Af =X so +h +A sf, 


so sind X,, Y,, Z, den Richtungscosinus der einen, X,, Y,, Z, denen 
der anderen proportional. Sind ferner «, 8, y proportional den Rich- 
tungscosinus einer zu diesen beiden senkrechten Richtung, so muss sein: 


*) Diese Deutung des Klammerausdruckes (A, A,) erhalt in der Theorie der 
Transformationsgruppen eine vollstandig scharfe Form. 
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X,ao+ ¥iB+ Zy =0, 
X, 0 + -¥,8 + Z,y = 0, 
d. h. man kann setzen: 
a= Y,7Z,— ¥,Z,, B=2Z,X%,—2,X%,, p= X,Y, — X.Y,. 
Diese drei Gréssen verhalten sich also wie die Richtungscosinus der 
Normalen der gemeinsamen Integralfliche. Bezeichen daz, dy, dz die 
Differentiale der Coordinaten x, y, 2 auf der gemeinsamen Integral- 
flache, so ist daher: 
(¥,2, — ¥,4,)dx + (4,X_ — Z,X,)dy + (X,Y, — X, Y,)dz = 0. 
Ks ergiebt sich somit der Satz: 
Satz 4: Die Integralflichen des vollstindigen Systems: 


0 0 0 
= ay worn 


Zusammen- 
hang zwi- 

schen vollst. 
System und 


totaler 


Differential - 


é 
A,f =X, 55 +¥, 55+ 4% 54 =0, 


wo (A, A,) =0,4,f + NS ist, fee, die totale Differential- 
gleichung: 

(Vigo Zar + (2, XZ, X,)dy + (X, ¥, — X,¥.jde = 0, 
und wmgekehrt ist jede EF ldche, welche die letatere befriedigt, ene Integral- 
[ldche des vollstindigen Systems. 

Diese Umkehrung leuchtet ein: Hine Flache, welche der totalen 
Differentialgleichung geniigt, besitzt als Normale ie Richtung, welche 
za den beiden Fortschreitungsrichtungen senkrecht steht, die dem be- 
treffenden Flichenpunkt durch die zu A,f = 0 und A,f = 0 gehorigen 
simultanen Systeme zugeordnet werden. Die Flache hat daher die 
beiden letzteren Richtungen als Tangenten, d. h. ist Integralflache 
von A,f=0 und A,f= 0. 


Es wird erwiinscht sein, diese Theorien an einfachen Beispielen 
erliutert zu seben. 
1. Beispiel: Sei: 


7) 
fast, Afsasity e+e sf 


Dann. ist 
(A, A,) = Ps wi 


d. h. A,f=0 und A,f=0 bilden ein vollstindiges System. Dies 
zu integrieren, suchen wir zunichst zwei Integrale u, v des zu A,f=0 
gehérigen simultanen Systems: 

dx dy 2F de. 

1 0 0 


gleichung. 


Beispiele. 
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Offenbar sind w==y, v=z zwei Integrale desselben. Nun wird 
A, 2(y, 2) gebildet. Es kommt: 
2 02 
ewe 


0 
A, Q(y, 2) =y OY 2 Z 


Diese Gleichung wird durch 


befriedigt. Also stellt 2 — Const. die oo’ Integralfliichen des ge- 
gebenen vollstaéndigen Systems dar. Stellen wir uns alles geometrisch 
vor. Die zu A,f =O und A,f = 0 gehérigen simultanen Systeme: 


daz dy dz 


Ley eee Ore 
dz dy dz 
Tc 


ordnen dem Punkte (%, y, z) zwei Richtungen zu, das erste die Pa- 
rallele zur w-Axe, das zweite den Strahl nach dem Anfangspunkt. 
Die Integralflichen von A,f=0 sind demnach alle Cylinder parallel 
der z-Axe, die von A,f—O alle Kegel, deren Spitze der Anfangs- 
punkt ist. Hime gemeinsame Integralflache muss beides zugleich sein, 
d. h. ist eine Ebene durch den Anfangspunkt, die die v-Axe enthilt. 
Also sind die EKbenen 

4 —_ Const. 
& 
in der That die Integralflichen des volistiindigen Systems. Die in 
Satz 4 genannte totale Differentialgleichung lautet hier: 


— edy + ydz = 0. 


Thre Integralfliichen sind die Flichen, deren Normalen Richtungscosinus 
proportional 0, —z, y haben. Diese Normalen sind der (yz)-Ebene 
parallel und kreuzen die v-Axe senkrecht. Mithin sind die betreffenden 


Flachen die Ebenen # = Const. durch die x-Axe. 


2. Beispiel: Sei 
2 Of etd of 
Af= 5, Af sy seo ee. 
Hier ist (A,A,)=0, d. h. A,f=O0 und A,f=—O bilden ein voll- 
stiindiges System und zwar in Jacobi’scher Form. A,f=0O hat die 
Lésungen « und y und als allgemeine Lésung also eine Function 
R(x, y). Die Lésung ‘8 des vollstaindigen Systems muss noch der 


Gleichung 
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gentigen, d. h. sie ist gleich x? + y’ zu setzen. Also giebt 

x? + y? = Const. 
die Integralflachen des vollstandigen Systems. Geometrisch: Die Cha- 
rakteristiken von A,f—=0O sind die Parallelen zur z-Axe, also die 
Integralflichen von A,f=0O die Cylinder parallel dieser Axe. Die 
Charakteristiken von A,f—=0 sind, wie wir schon in einem friiheren 
Beispiel sahen (1. Beispiel des § 1), die Kreise, deren Mittelpunkte 
auf der z-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser senkrecht stehen. 
Die Integralflichen von A,f—=O sind folglich die Rotationsflichen 
um die g-Axe. Gemeinsame Integralflachen beider Differentialglei- 
chungen kénnen also nur die Rotationscylinder um die z-Axe sein: 

x? + y* = Const. 
Die totale Differentialgleichung lautet hier 

adx + ydy =0 
und giebt in der That sofort 

x* + y® = Const. 

3. Beispiel: Sei 


PG, of 
Afsert-+adl, 


fe of of 
ee oa kere 
sodass (A, A,) = 0, d. h. A,f = 0, A,f =O ein vollstindiges System 


ist. Wir werden, um die Integralflachen derselben zu finden, gut 
thun, statt A,f— 0 die einfachere Gleichung 


zu benutzen. A,f=O hat zu Charakteristiken alle Geraden parallel 
der (az)-Hbene, welche die y-Axe schneiden, A,f =0 alle Geraden 
parallel der (yz)-Ebene, welche die x-Axe schneiden. Die Integral- 
flachen von A,f = 0 sind somit die Regelflichen, welche durch Gleiten 
einer der (#2)-Ebene bestindig parallelen Geraden lings der y-Axe 
entstehen. Analog sind die Integralflichen von A,f —= 0 gewisse 
Regelflichen. Soll eine Flaiche Integralflache des vollstindigen Systems 
sein, so muss sie sowohl oot Geraden durch die y-Axe parallel der 
(az)-Ebene als auch oo’ Geraden durch die x-Axe parallel der (yz)-Ebene 
enthalten. Daher ist die Flaiche, wie man elementar einsehen kann, 
ein hyperbolisches Paraboloid: 


<! = Const. 
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Man kann auf systematischem Wege durch Integration des voll- 
stiindigen Systems dies verificieren: A,f—0O hat das allgemeine 


Integral coe y) und es ist 


Sieh as 
wenn & mit w bezeichnet wird. A,8&.=— 0 hat die Loésung wy 


oder a Die totale Differentialgleichung lautet hier: 


— yzdx — xzedy + cydz = 0 


oder, wenn durch wyz dividiert wird: 


yda + “dy di Mee ( 
ay say: ) 
und giebt integriert: 


xr 
=e == Const. 


§ 4. Die Jacobi’sche Identitat. 


Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Formel ent- 
wickeln, die von grosser Bedeutung fiir das Folgende ist und die wir, 
wie im vorigen Paragraphen den Klammerausdruck, sogleich in 
Veriinderlichen #,, %,+-+, darstellen, indem wir dem Leser anheim- 
geben, die Rechnung im Falle » = 5 durchzufiihren. 

Hs seien 


a n 3 
Agfa 5e tay Ep. + ay FE = Dey 2, 


a = pee + B, gh aa tang Pegg? 


o inet a, 
Of=nebtnet tng = Dn Z 
rm Cx, = Ou; 


drei solche Differentialausdriicke, wie wir sie nun schon vielfach be- 
trachtet haben. Die a, 6, y bedeuten irgendwelche Functionen der 
nm Verinderlichen 2, %--+ a. Zwischen den Klammerausdriicken, 
die sich aus Af, Bf, Cf herstellen lassen, besteht eine sehr merk- 
wiirdige Beziehung. Wenn wir wie oben A(Bf) — B(Af) kurz durch 
(A B) bezeichnen, so lautet diese Beziehung so: 


((AB)C) + (BC) A) + (CA) B) = 0. 


Diese Identitét rithrt von Jacobi her, der sie in noch allgemeinerer 
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Weise entwickelte. Wir werden sie deshalb die specielle Jacobi’sche 
Identitét*) oder auch kurz die Jacobi’sche Identitit nennen. 

Man kann sie auf verschiedenen Wegen beweisen. Der niichst- 
hiegende, aber umstandlichste wiire, die Ausdriicke ((AB)C) u. s. w. 
direct auszurechnen und dann zu zeigen, dass sich alle Glieder fort- 
heben. In zwei Veriinderlichen ist dies noch weniger umfangreich 
und der Leser mége deshalb die Formel fiir m= 2 wirklich aus- 
rechnen. 

Wir wollen die Identitit nach einer Bemerkung von Engel be- 
weisen: Ks ist 

(AB) = ABP) — BAP) 
und daher 
((AB)C) = A(BCCf) — BAC) — ABA) — BAP) 
= A(B(Cf)) — B(A(Cf)) — C(ACBP)) + CB(4P)). 
Durch cyklische Vertauschung der Buchstaben A, B, C gehen hieraus 
die Entwickelungen von ((BC)A) und ((CA)B) hervor. Addiert 
man dann die drei Formeln, so heben sich alle Glieder rechts paar- 
weis fort, denn z. B. A(B(Cf)) kommt in der ersten als erstes Glied 
positiv, in der zweiten Formel als drittes Glied negativ vor u. s. w., 
sodass die Identitat iibrig bleibt: 
((AB)C) + (BO) A) + (CA)B) =0. 
Diese specielle Identitét gilt also stets fiir drei Ausdriicke Af, Bf, 
Cf. Sie spielt eine wichtige Rolle in vielen Untersuchungen iiber 
infinitesimale Transformationen. 
ee i 


”) 0 0 
Afsana ity tart, Brats, Cfasit+ pe 
so ist: : : ; 
Me ii 
pe COS 2) Cj=ai +e, 
also ‘ 
0 0 
((AB)0)=— 2022, (BO)A)=0, ((CA)B)= 22 Z, 


und die Summe der drei letzten Ausdrticke verschwindet identisch. 


#) Die hervorragende Wichtigkeit der speciellen Jacobi’schen Identitdt trat . 
wohl zuerst in der Theorie der Transformationsgruppen deutlich hervor. 


Lie, Differentialgleichungen. 14 


Trans- 
formation. 
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Kapitel 11. 
Kingliedrige Gruppe in drei Verdnderlichen. 


Um die Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung, welche 
alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestatten, zu einem 
befriedigenden Abschlusse zu bringen, ist es notwendig, zunachst ein- 
gliedrige Gruppen in drei Verinderlichen zu betrachten. Der Leser 
wird finden, dass diese Betrachtungen in sehr vielen Punkten nur 
insofern von denen des 2. und 3. Kapitels abweichen, als jetzt die 
Zahl der Verianderlichen 3 statt 2 ist. Es mag deshalb auch gestattet 
sein, die Darstellung méglichst knapp zu fassen, und beziiglich der 
ausfiihrlichen Entwickelungen hiaufig auf jene beiden Kapitel zuriick- 
zuverweisen. 


§ 1. Definition der eingliedrigen Gruppe im Raume, Existenz einer 
infinitesimalen Transformation derselben. 


Drei Gleichungen von der Form 
(1) vy = 9(%, ¥,2), A= Pa, Y, 2), # = 1(2, Y) 2), 


von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach wz, y, 2 auflésbar 
seien, bestimmen allgemein eine Transformation der Veriinderlichen 
“x, Y, @ in die neuen Verianderlichen x,, y,, 2,. Wir fassen sie wie 
friiher begrifflich auf als eine Operation, welche alle Punkte (a, y, 2) 
des Raumes in neue Punkte (a, y,, 2) desselben tiberfiihrt. Hine 
Fliche wird also durch die Transformation wieder in eine Fliche, eine 
Curve wieder in eine Curve verwandelt. Will man die Gleichung 
der Fliiche aufstellen, in welche die gegebene Flache 


2(x, y, 2) = 0 


vermége der Transformation tibergeht, so hat man hieraus 2, y, 2 
vermége der Gleichungen (1) zu eliminieren, wodurch sich die gesuchte 


Gleichung 
WG, 1, %1) = 9 


der transformierten Fliche ergiebt. Man wird also zuniichst die 
Gleichungen (1) nach a, y, 2 auflésen, dies gebe et wa: 


(2) © = PLY, %1), Y=, 1), 2 =H, My, %), 
und dann diese Werte (2) in 2 = 0 einfiihren: 
Wa, Y1> 2) = 2(q, vy, x) = 0). 
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Die Auflésung (2) ist nicht nétig, wenn man umgekehrt nach der 
Fliche fragt, welche vermdge der Transformation (1) in die neue 
Fliche 

WG, Yr» %) = 0 
tibergefiihrt wird. Die betreffende Fliche hat offenbar die Gleichung 
“In 2, Y, 2: 
RX(a, Y; @) = Wg, Y, x) =. 


Die durch Auflésung von (1) nach den ursprtinglichen Veriinder- 
lichen a, y, 2 erhaltenen Gleichungen (2) stellen ebenfalls eine Trans- 
formation dar und zwar die zu (1) émverse, indem namlich beide nach 
einander ausgefiihrt alle Punkte (a, y, 2) des Raumes tiber die Stellen 
(%1, Y,, 2,) in ihre urspriinglichen Lagen (a, y, 2) zurtickfiihren. Die 
Aufeimanderfolge beider Transformationen ist demnach der édentischen: 


, 


“=o, y=Y, ae 
iquivalent. 


Wenn nun die Gleichungen einer Transformation der Punkte des 
Raumes noch eine willkiirlich annehmbare Constante, einen Para- 
meter a, enthalten: 


(3) ti p(x, Y, %, a), Lit w(a, Y, &, a), Cay 4 (a, Y, &, a), 


so stellen sie eine Schar von co! Transformationen dar. Insbesondere 
ist es denkbar, dass diese Schar die Gruppeneigenschaft besitzt, d. h. 
dass zwei Transformationen der Schar, wenn man sie nach einander 
auf die Punkte des Raumes ausfiihrt, durch eine einzige Transformation 
derselben Schar ersetzt werden kénnen, welche diese Uberfiihrung aus 
den Anfangs- in die Schlusslagen mit einem Schlage leistet. 

Analytisch stellt sich das Kriterium fiir das Vorhandensein der 
Gruppeneigenschaft so dar: Hine erste Transformation der Schar (3) 
mit beliebig gewahltem Parameterwert a fithrt die Punkte (a, y, 2) 
des Raumes in die Punkte (#,, y,, 2,) tiber, deren Coordinaten durch 
(3) bestimmt werden. Hine nach dieser Transformation (a) der Schar 
ausgefiihrte Transformation derselben mit dem Parameterwert 4,, 
welche die Punkte (2,, y,, 2,) weiterhin in die Lagen (a, yp, 2) 
bringt, besitzt die Gleichungen: 


(4) % = D(H; Yr» 1 Us)s Yo = Wy, Yay 21%), So = UV, Yt) Sty %)- 


Die Transformation nun, welche die Aufeinanderfolge von (3) und (4) 
ersetzt, wird durch Elimination der Zwischenwerte 7,, y,, 4 aus (3) 


und (4) bestimmt. Es ergiebt sich: 
14% 


Inverse 
Transfor- 
mation. 


Tdentische 
Transfor- 
mation, 
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( = yp (y(a, Y, @, a), v(a, Y; 4; a), u(a, Y, &, a), a) 
und analog: 
(5) | 
Yor v(g, W, % ay), 
ee “(y, Y,% ay). 


Diese Transformation (5) der Punkte (a, y, z) in die Punkte (a, Y,, 22) 
muss also, wenn die Schar der cot Transformationen eine Gruppe 
bilden soll, eine Transformation dieser Schar sein, d. h. es muss ein 
Wert 4 des Parameters existieren, sodass die Gleichungen (5) sich 
decken mit: 
€y = P(2,Y,%4), Yo=VGY, 24), & =4(4,Y, 4, 4); 
es muss daher sein: 
P(P(%, Y, 2 4), B(L, Y, 2, 4), U(%, Y, 2 a), a,) = 9(2, y, 44), 
w(pl.....- WC. e es a ees )» %) = VG, y, 4,4), 
UP... 2 eee Way Ame ee ), %) = 14, ¥, 2 4) 


und zwar fiir alle Werte der Veranderlichen x, y, 2 a und a, be- 
deuten hierbei beliebig angenommene Constanten und auch 4 soll 
eine Constante sein. A ist bestimmt, sobald die beiden nach einander 
auszufiihrenden Transformationen (a) und (a,) gegeben sind, d. h. a 
ist eine Function von a und a,: 


A = A(a, a,). 


Die Gleichungen (3) stellen demnach dann und nur dann eine Gruppe 
dar, wenn es eine Function 4 von a und a, allem giebt, sodass fiir 
alle Werte von x, y, 2, a und a, die drei letzten Identitiiten bestehen. 
Tee ee Insbesondere ‘nennen wir diese Gruppe (3) eine eingliedrige Gruppe, 
Raume. weil sie een Parameter a, also cot Transformationen enthilt. 
Man bemerkt, dass jede eingliedrige Gruppe der Ebene 


C= ~ (a, Y,%), Y= v (a, Y, @) 


durch Zufiigung von 2, = 2 eine eingliedrige Gruppe des Rawmes wird. 


Wir werden nunmehr die eingliedrigen Gruppen im Raume ge- 
nauer untersuchen und wollen — wie in der Hbene — immer voraus- 
setzen, dass die eigliedrige Gruppe auch zu jeder threr Transformationen 
die dazu wmverse enthalte, d. h. es soll eine Function @ von a geben, 
sodass die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameter- 
werten a und @ der identischen Transformation Aquivalent ist. 

Fiihren wir nach emander zwei Transformationen der Gruppe 
aus, die zu einander invers sind, so ergiebt sich die identische Trans- 
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formation, d. h. die Gruppe enthiilt die identische Transformation, mit 
anderen Worten: Es muss ein Wert a, des Parameters a@ vorhanden 
sein, fiir welchen sich die Gleichungen (3) der Gruppe auf die der 
identischen Transformation 7, =, y,—=y, 2, = reducieren, dass 
also fiir alle Werte von a, y, 2 


(6) P(X, Y, 2, My) = 2, Y(BY, 4% %) =y, 1%, Y, 2%) =e 
ist. 

Aus der Existenz der identischen Transformation schliessen wir 
— wie in der Ebene (§ 3 des 2. Kap.) — auf die Ewistenz einer tnimitesi- 
mfinitesmalen Transformation in der eingliedrigen Gruppe. Wenn formation. 
nimlich dem Parameter @ ein von a nur unendlich wenig abweichender 
Wert a) + da erteilt wird, so werden die Gleichungen (3) nicht die 
identische, sondern eine von ihr unendlich wenig verschiedene ‘T'rans- 
formation der Gruppe vorstellen, d. h. eine infinitesimale Transfor- 
mation der Gruppe. In der That, (8) giebt fiir a = a, + da: 


0 Tile Yoed) 
Ly = P(X, Y, 2, My + + da) = g(a, Y, 2, Ay) + aa ae Oa+---, 


= W(x, 2 Y, 2, Uy Od) == = v (a, Y, 4; Ay) =P Et) 40) OC cae 


(x, Y, %, a) ¥ 


fy = 4 (4, yy &% + 8a) = x(a, y, 4a) +2 ac aE OG =H an, 


oder wegen (6): 


0 »Y, 4, 

y= op PHEW) gq 4 ..., 
Ow (a, Y, 2, a 

y= yt PERM) ga+4.-., 


OH, Y, By M 
ty ep EBA ba ts 
Jeder transformierte Punkt (7,, y,, 2,) ist also seiner Anfangslage 
(x, y, 2) unendlich benachbart. Natiirlich ist es denkbar, dass in den 
Reihenentwickelungen die Glieder niedrigster Potenz in da identisch 
verschwinden. Jedenfalls aber wird eine Potenz da” von da als 
niedrigste wirklich auftreten und sie wihlen wir dann als unendlich 
kleine Grosse 0¢ = da”. Thre Coefficienten, die von #, y, 2 ab- 
hingen (a) ist ja nur eine bestimmte Zahl), wollen wir mit &(2, y, 2), 
(2, y, 2), €(a, y, 2) bezeichnen. Dann nimmt die infinitesimale Trans- 
formation, welche, wie wir wissen, der Gruppe angehort, die Form an: 


t= 2+ Ew, y, z)dt+:--, 
(7) y¥, = y + y@,y, 2)0t + -: ? 
oa =2-+ (a, y2)ot+---, 


Beispiel. 
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wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von héherer 
Ordnung sind. 

Satz 1: Hine eingliedrige Gruppe des Rawmes mit paarweis imversen 
Transformationen enthiilt die identische und sicher auch eine infinitesimale 
Transformation. 


Man kann noch auf einem allgemeineren Wege*) zu einer infini- 
tesimalen Transformation der Gruppe gelangen, in analoger Weise, 
wie es in der Ebene (in § 3 des 2. Kap.) geschah: Nach einer be- 
liebigen Transformation der Gruppe mit dem Parameter ¢ wird eine 
zweite ausgeftihrt, welche sich von der zur Transformation (¢) inversen 
Transformation (é) nur unendlich wenig unterscheidet, deren Parameter 
also etwa ¢-+ de ist. Diese Reihenfolge ist einer einzigen Transfor- 
mation der Gruppe Aaquivalent und zwar einer infinitesimalen Trans- 
formation, denn die Transformation (€ + d<) fiihrt die Punkte in 
Lagen zurtick, welche nur unendlich wenig von den Anfangslagen 
abweichen. 

Kann man so auf verschiedenen Wegen zu einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe gelangen, so bleibt noch die Frage offen, 
ob wir dadurch auch stets zur selben kommen. Hieriiber werden wir 
uns im niachsten Paragraphen Klarheit verschaffen. 

Beispiel: Die oo Transformationen: 


L, = x£ cosa —ysin a, 
y, =x sina + y cos a, 
4 =2+ mea 


mit dem Parameter « bilden eine eingliedrige Gruppe. (m soll eine 
bestimmte Zahl sein.) Zunichst sieht man dies rein geometrisch ein: 
Die Gleichungen stellen ja nichts anderes dar als eine Bewegung des 
Raumes, bei welcher der (starr gedachte) Raum um die zg-Axe um 
den Winkel « gedreht und gleichzeitig lings der zg-Axe um die 
Strecke ma verschoben wird. Hs ist dies also eine Schraubenbewegung. 
Variiert a, so hat man oo! solche Schraubenbewegungen, aber alle 
mit derselben Steighéhe, weil das Verhiltnis zwischen Drehwinkel « 
und Verschiebung me constant ist. Zwei solche Schraubungen nach 


*) Erst durch diese zweite Methode erkennt man in voller Strenge, dass 
jede eingliedrige Gruppe des dreifachen Raumes mit paarweis inversen Trans- 
formationen eine infinitesimale Transformation 

On = E(x, Y; aot eee: oy = n(x, Y, 2) Ot minke +, 02 = § (a, Y; “0b Bese 


enthilt, deren Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von dt fortschreiten 
und Glieder erster Ordnung in Ot wirklich enthalten. 
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eimander ausgefiihrt sind natiirlich einer einzigen aiquivalent mit eben- 
derselben Steighdhe. Wenn « und a, die Drehwinkel der beiden nach 
einander ausgefiihrten Schraubungen sind, so ist offenbar « + 0, der 
Drehwinkel der dieser Aufeinanderfolge ‘quivalenten Schraubung. 
Auch analytisch erhellt dies: Fiihren wir nach der Schraubung 

(a), welche die Punkte (x, y, 2) in die Lagen (x, y,, 2,) tiberfiihrt, 
eine zweite (c,) aus, welche die neuen Punkte (#,, y,, 2,) weiter nach 
den Stellen (x, yp, 4) bringt, so haben wir ausser den drei obigen 
Gleichungen diese: 

Ly = Ly COS @, — Y; Sin a,, 

Yo = @, Sin a, + Y, COs er, 

fg = 2, + ma,. 


Hliminieren wir 2,, ¥,, 2,, so liefern die ersten beiden Gleichungen- 
paare, wie wir schon von der Gruppe der Rotationen um den An- 
fangspunkt in der (xy)-Ebene wissen (vgl. § 2 des 1. Kap.): 


Le = « cos (a + a,) — ysin (a + «@,), 
Yo = « sin (a + a) + y cos (a + %), 
und ausserdem kommt: 
2 = 2+ m(a + a,) 


und dies ist wieder eine jener Schraubungen, naimlich die mit Dreh- 
winkel « + a,. 7 

Also bilden jene oo! Transformationen eine eingliedrige Gruppe 
des Raumes. « =O giebt ihre identische, also « = d¢ eine unendlich 
kleine Transformation der Gruppe, nimlich: 


t= 2 —Yyot+---, Yy=ytuvot+-:-., 4 = 2+ mot+-- 


Hier ist also 
E=—y, =z, =m. 


§ 2. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer infinitesi- 
malen Transformation; Nachweis, dass sie nur eine solche enthalt. 


Ausgehend von der vorgelegten eingliedrigen Gruppe des Raumes 
sind wir zum Begriff einer infinitesimalen Transformation des Raumes 
gelangt. Es liegt uns jetzt ob, diese niher zu untersuchen. Wir 
werden dabei vollig parallel mit den Entwickelungen des § 4, 2. Kap., 
zu Werke gehen, also zunachst den Gruppenbegriff beiseite lassen und 
annehmen, es sei irgend eine infinitesimale Transformation des Rawmes 
definiert durch drei Gleichungen von der Form 
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(8) aber ected ae yy t nla, yadteton, 
re 2, = 2+ E(x, y, 2)0t+-->, 

welche die Punkte (a, y, 2) der Ebene in ihnen unendlich benach- 
barte Punkte (2, y,, 2,) tiberfiihrt, da hierbei v, y, 2 nur um un- 
endlich kleine Gréssen 
(9) du —=§(x,y,2)0t-+---, dy = (x,y, Z)0b++, d2= (x,y, 2)0t-+-- 
zunehmen. Die nicht geschriebenen Glieder denken wir uns als con- 
vergente Reihen nach ganzen Potenzen von dt. 

Diese infinitesimale Transformation ordnet jedem Punkte (a, y, 2) 
des Raumes eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke zu. Ihre Linge 


Va? + dy? + de = 0t- VE +o + ©, 
mit den Projectionen €d¢, ndt, €d¢ auf die drei Axen, variiert 
ebenso wie ihre Richtung im allgemeinen von Punkt zu Punkt. 
aes Indem wir wie in § 4, 2. Kap., hiernach einer kinematischen 
Weise Vorstellung folgen dadurch, dass wir die Punkte des Raumes diese 
ihnen durch die infinitesimale Transformation zugeordneten Fort- 
schreitungsstrecken wirklich durchlaufen lassen im Zeitteilchen 0% und 
diese Bewegung unendlich oft wiederholen, also die infinitesimale 
Transformation als Definition einer stationdren Bewegung einer com- 
pressibelen Fliissigkeit auffassen, erkennen wir wie damals, dass die 


endlichen Gleichungen 
t= D(a, Y, 4, t), Uy P (a, Y, 4, t), CS eae! X (a, Y, &, t) 


der stationairen Bewegung eine eingliedrige Gruppe bestimmen. Da 
jedoch diese kinematische Betrachtung ohne analytische Hiilfsmittel 
nicht streng zu formulieren ist, wollen wir sie hiermit nur angedeutet 
haben und ein rein analytisches Verfahren einschlagen, um zu einer 
eingliedrigen Gruppe zu gelangen. 


Analytische Wir stellen naimlich das simultane System von drei gewohnlichen 
Terstellung Re . A 2 
einer ein- Differentialgleichungen in 2,, y;, 2, und ¢ auf: 
gliedrigen 
Gruppe. ada ada dz 
(10) 1 "1 1 dt 


EG yi, es) | 20, Ws, %) a § (215% 21) ict 
und denken uns dasselbe integriert, also 2,, y,, 2, als Functionen 
von ¢ bestimmt. Diesen Functionen kénnen wir die Anfangsbedingung 
vorschreiben, sich fiir ¢=0 auf x, y, 2 zu reducieren. Es mégen 
sich etwa die Integralgleichungen ergeben: 
(11) U, = D(2, y, 4, t) n= P(x, y, 2, t), = X(a, Y; %; t). 


Fiir ¢ = 0 geben dieselben also einfach x, =a, y, =y, 2, = %. 
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Diese Gleichungen (11) sind nun der analytische Ausdruck einer 
Schar von co! Transformationen des Raumes und diese bilden eine 
eingliedrige Gruppe mit dem Parameter {, 

Zum Nachweis dieser Behauptung miissen wir auf die Art der 
Integration des simultanen Systems (10) naher eingehen. Zunichst 
besitzen die beiden Gleichungen 

dx, ee dy, ae dz, 
5(@1) Yr» 1) (2 Y1>%) $1, 15%) 
zwei von einander unabhingige Integrale 2,(#,, y,, 2,) und 2,(a,, y,, 2,), 
die, weil sie frei von ¢ sind, natiirlich auch Integrale des ganzen Sy- 
stemes (10) sind. Um nun noch ein Integral des letzteren zu finden, 
das ¢ enthalt, werden wir etwa y, und z, vermdge 


2 =, %M=e 


aus 
ax, 

E (1141 > 41) 
eliminierep. Dadurch wird die linke Seite ein Ausdruck in. 7, und 
den Constanten ¢,, c,. Diese Gleichung wird folglich eine gewéhn- 
liche Differentialgleichung zwischen a, und ¢, die sich durch eine 
Quadratur integrieren lasst. Thr Integral hat die Form: 

F(a, C1, C,) Sih 
Wenn man ¢, und ¢, wieder durch 2, und 8, ersetzt, so geht hier- 
aus ein. Integral des Systems (10) hervor und zwar in der Gestalt 

Wa1, 41» %1) — & 

Da sich fiir {=O die Functionen 2,, y,, 2 von ¢ auf x, y, 2 redu- 
cieren sollen, so ergeben sich also die gesuchten Functionen durch 
Auflésung der drei Gleichungen: 
25 (4, V1, 1) = 2 (%,y, 2), 
(12) 82, (Hi) Yi> 4) a 2,(a, Y, 2); 
W(%4, Yt) %) ee Wa, Y, ) 
nach 2, y,, 4. Die Auflésungen sind die obigen Gleichungen (11), 
von denen wir behaupteten, dass sie eine Gruppe vorstellen. Diese 
Behauptung wird durch die Form der Gleichungen (12) leicht dar- 
gethan. 
Eine Transformation namlich der Schar (11) oder — unaufgelést 
— der Schar (12), welche dem Parameterwert ¢ zugehort, fiihrt die 
Punkte (a, y, 4) in die Punkte (#,, y,, 2,) tiber. Hine zweite Trans- 
formation derselben Schar, deren Parameterwert ¢, sei, wird diese 
Punkte (#,, ¥,,%) weiterhin an die Stellen (a, y,, %) gelangen lassen, 
die sich aus den Gleichungen bestimmen: 


=e 
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2, (Lp, Yo) 2) ae 2X, Yi) a), 
(13) 2, (Hs Yo, 2) = 23 (1, M1» 41), 
W (22) Yo, %) — t = Wa, M1) %)- 
Die Transformation also, welche die Punkte (#, y, 2) direct in die 
Endlagen (a, Y, 4) tiberfiihrt, geht durch Elimination von %, y,, 4% 
aus (12) und (13) hervor. Diese Elimination ist ausftihrbar, es kommt 
einfach: 
$2, (2, Yo> &) os 2,(a, Y, 2), 
2, (Xe, Yo, 2) = 2,(H, y, 2), 
W (225 Yo, #2) — (t + 4) = Wa, y, 2), 
und diese Transformation gehért ebenfalls der Schar an; es ist die 
zum Parameterwert ¢-+ ¢, gehérige. Insbesondere giebt die Reihen- 
folge der Transformationen (¢) und (— ?#) die Transformation ¢ = 0, 
d. h. die identische. Also: 
Satz 2: Integriert man ein beliebiges simultanes System von der Form 
dn, hitiy dy, hte de, pak 
E15 Yr 9%) 1 (% > Yrs 21) S(Lp5 Yr» %1) 
mit der Anfangsbedingung #,=%, ¥,=—Y, 4 =2 fir t=O, s0 be- 
stimmen die hervorgehenden Integralgleichungen 
Lig Seay D(x, y,%,t), ¥, = Py, 2,1), y= X(a, Y; 4; t) 
eme eimghedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 
Da die Integration des simultanen Systems 
dik, me ay, i ae, at 
E(@1, %1> %) (yy Yr > %) § (81> Yio #1) 
vermoge der Maclaurin’schen Entwickelungen von 2, y,, 2, nach Po- 
tenzen von ¢ die Reihen mit den Anfangsgliedern: 


t= 0+ £(a,y,2)t-+- 9 Yi=Y+tn@yeite, a = 8 ab E (x,y, 2)t-- 
liefert, so hat die infinitesimale Transformation der construierten Gruppe 
die Form: 


a= a+ Edt+---, yy t+ ndtt---, 2 = 2+ Cdt---:. 

Sie stimmt also mit der urspriinglichen infinitesimalen Transformation ~ 
(8) in den Gliedern erster Ordnung iiberein, und auf diese allein kommt 
es an, da 0¢?,--- gegen dt zu vernachlissigen sind. Die Coefficienten 
der Glieder zweiter Ordnung in unseren Reihenentwickelungen ergeben 
sich in derselben Weise wie friiher in der Ebene (§ 4 des 2. Kap.). 

Wir sagen daher: 

Theorem 13: Jede infinitesimale Tranformation | 

nee + Ea, y, 2)0tc ps, Y=yt ny, 2ot+---, 

a= e@-+ E(u, y, 2)0¢ + ie 
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gehort, wenn von unendlich kleinen Groéssen zweiter und hiherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens ciner eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems: { 
dx, vr dy; dz, 
Ce Ce eee Yy > %) 
mit der Anfangsbedingung, dass x, = 2, ¥, = Y¥, 4 = 2 fiir t=0 
sein soll, in der Form: 
£2, (a, 1» 4) = 2, (a, Y, 2), 
2 (a4, Y1> 4) ror 2, (x, Y; 2), 
Wa, 41.4%) —t = WO, y, 2) 
oder, nach x,y, nea und nach t entwickelt, in der Form: 


S55 hs 


x, = 0 + E(a,y, 2) > +(é tage tte) fate 
n=y+nyaet (ett ge +65 ee 2 a ad 


2 

a=etseudat (5, +13 ee) 2, 
Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitest- 
male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung mit 
der gegebenen infinitesimalen Transformation tibereinstimmt. 


Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation 
a= a—ydt, 4=ytacot, 4=2+ me. 
Wir fragen nach der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe. Hier 
lautet das simultane System: 


dn, =f dy, — dz, pie 
ety xy m 


Das System 
dz, dy 


; neh ay 
wurde schon friiher in der Ebene integriert (Beispiel in § 4 des 2. Kap.). 
Wir fanden die [ntegralgleichungen: 


* 


x,—=xcost— ysint, 
y¥, =x sin t + y cost. 


Es bleibt also nur noch 


mit den Anfangswerten ¢, 0 von 2, und ¢ zu integrieren. Dies giebt: 


Beispiel. 
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oder 

24,= 2+ mt. 
Die drei gefundenen Integralgleichungen stellen die im Beispiel zu 
§ 1 schon betrachtete eingliedrige Gruppe von Schraubungen mit con- 
stanter Steighéhe um die z-Axe dar. 


Im vorigen Paragraphen gingen wir von einer beliebig gegebenen 
eingliedrigen Gruppe des Raumes mit paarweis inversen Transforma- 
tionen aus und fanden, dass sie sicher eine infinitesimale Transfor- 
mation enthalt. In diesem Paragraphen betrachteten wir umgekehrt 
eine infinitesimale Transformation als vorgelegt und zeigten, dass sie 
eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen erzeugt. 

Jetzt fehlt nur noch der Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe 
des Raumes nur eine infinitesimale Transformation enthalt, sowie dass 
jede infinitesimale Transformation des Raumes aur einer eingliedrigen 
Gruppe angehort. Dies werden wir jetzt zeigen. 

Vorher aber eine Bemerkung: Wenn bei zwei infinitesimalen 
Transformationen des Raumes: 


t= 2 PE (@, y, 200 oe) yp 0d aa = BC 0t 


und 
of = ao+ Ey, adits, ¥ =y+ Hott, J =e fdt+-- 


die Coefficienten &, 1, € und &, 7, € von O¢ einander im ganzen Raume 
in der Weise proportional sind, dass 


Ce, =e, eo eG 

ist, wo x eine Constante bedeuten soll, so sagen wir, wie friiher in 
der Ebene, diese beiden infinitesimalen Transformationen seien von 
einander abhdngig, und betrachten sie ais im Grunde identisch. In 
der That, d¢ ist ihrem Begriffe nach nur eine gegen Null conver- 
gierende Grosse, 0¢ und xd¢ sind also als &quivalent aufzufassen. Auch 
ordnen die beiden infinitesimalen Transformationen dem Punkte (a, y, 2) 
Fortschreitungsstrecken O¢V& + y? + @ und «dtV#+ 7? + 2 au, 
welche fiir irgend einen Wert von d¢ dieselbe Richtung habeh und 
deren Liingenverhiltnis im ganzen Raum constant ist. 


Nachweis, Um nun den. versprochenen Nachweis zu liefern, verfahren wir 


d. e. eingl. = E 5 : ° 
Gouppe nur Wie “In § 5 des 2. Kapitels. Wir gehen aus von einer vorgelegten 
eine inon, 


wf hat. eingliedrigen Gruppe des Raumes: 
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(14) Cee p(*, Y; &, a), YW. = O(a, Y, &, a), aaa g(a, Y; %, a) 

mit dem Parameter a und nehmen an, es sei 

(15) wo =2+ §(a,y, e)dt+---, y=y+ nay, 2dt+--- 
get G(x, y, 2)0t + «> 

eine infinitesimale Transformation derselben. Dass eine solche existiert, 
ist ja bewiesen. 

Nun ftihren wir nach der Transformation (a) der Gruppe, welche 
die Punkte (a, y, 2) in die Lagen (a,, y,, 2) tiberfiihrt, die infinitesi- 
male Transformation (15) aus, welche die Punkte (a,, y,, 2,) weiter 
in neue Lagen (2%, Y2, 2) gelangen lasst: 
(16) Wy = Hy + EH, 1, 1 )OE +, Yo= 4 + UG, 1, %)0t+- 

= 2 + 6(%1,41,%)0b+--- 

Diese Reihenfolge der Transformation (a) und der infinitesimalen ist 
einer einzigen Transformation der Gruppe (14) adquivalent, die natiir- 
lich nur unendlich wenig von der Transformation (a) abweicht, also 
etwa den Parameter a+ da besitzt, wo da eine infinitesimale Con- 
stante bedeutet. Die Gleichungen dieser Transformation (a -+ da), 
welche die Punkte (w, y, 2) direct in die Punkte (a, y,, 2) verwan- 
delt, lauten: 


0 
Ly = (4, ¥, Z,a+ 0a) = p (a, ¥, 44) + =* da+- 
0 
(17) th = (4,4, 20+ 0a) = ve, y, 2,0) + 5% da+-- ; 


a) 
lo = 4 (4, Y, 2,4 + Oa) = 7 (4, y, 2, @) te OG ee es 


Andererseits mtissen sie sich auch ergeben durch Elimination von 
ty, Y1, 2, aus (14) und (16). Diese Elimination wollen wir nur zum 
Teil wirklich durchftihren. Es kommt: 

Ly = D(H, Y, 2, a) + EC, 41, %1)Ob + - 
= U(%, Y, 2, 4) + U(X, Yi, %) Ot + - 
= 4%, Y, 2, 4) + EH, Yyr%) Ot + - 
Die hieraus fe nicht entfernten x,, y,, 2, sollen also ae durch (14) 


bestimmten Functionen von 2, y, 2 und @ sein. 
Der Vergleich der letzten Relationen mit (17) liefert: 


0 DL ELIE 
E (Or, Wy 2) OEP PEED gq + ..., 


1 x éZ 0 t + ee ae wp Ly Y y @, a) >) 
( ) ( 1) Yi ? 1) Ow (x, a a Sa 
c 1) / i) t + oe cae Te (#, Y, “, &, a) 
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Wir kénnen nun genau so wie in § 5 des 2. Kapitels erkennen, 
welche Form die Gleichung hat, die da als Function von d¢ und 
a darstellt. Um sie zu finden, werden wir wie damals die Verinder- 
lichen a, y, 2 zunichst specialisieren, indem wir ihnen bestimmte Werte 
geben. Alsdann erhalten wir wie damals eine Relation von der Form 

da=w,ot+ wo? +---, 
Wo W,, W,+++ Functionen von a allein sind und w, == 0 ist. 

Nun verstehen wir wieder in (18) unter w, y, 2 beliebige Ver- 
anderliche. Sobald unter 2,, y,, 2, die Functionen (14) von a, y, 2 und 
a verstanden werden, miissen die Gleichungen (18) identisch bestehen, 
sobald da = w,0¢t-+ --- gesetzt wird. Diesen Wert fiihren wir wirk- 
lich in (18) ein. Alsdann lisst sich rechts und links 0¢ einmal fort- 
heben. Da oO¢ unendlich klein ist, so miissen die sich ergebenden 
Relationen auch noch bestehen, wenn d¢ gegen Null convergiert. Dies 
liefert: 

COME Mik, o) 


(a, 1,2) = da W, (a), 
0 i) ? ? 

(19) (Gis Hy) OLS yp (a), 
0 ? ? 9: 

SG, Vis 2h) a oe 2m) w, (a) . 


Aus diesen Formeln folgt nun ohne weiteres, dass unsere ein- 
gliedrige Gruppe nur eine infinitesimale Transformation enthalt. Fiihrt 
man nimlich noch die aus (14) folgenden Werte von a, y, 2, aus- 
gedriickt in x,, y,, 2,, ein, so erhilt man drei Relationen von der Form: 

E (2, Yi» 41) = X(ax,, Yr» *15 a) ; w,(a), 
(21) Yr» %) = YC", Yi, %1, 4) + W, (a), 
G15 Yi 1) = ZG, My 1, MM (@)- 

Erteilen wir hierin der Grésse a einen bestimmten Wert @, so 
gehen X(%, 41, 41,4), YQ, 4,4), 2%, 41, %,%) im bestimmte 
Functionen von %,, y,, 2, allein iiber: 

XH, 1, %41,) = X(%,, Yi» 21), 
V(x, Yr» Ay a) ie Y(x;, Yi» #1), 
Z (4,91, %1, 4) = Z(a,, Y1> 21), 
wihrend w,(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind 


E(X1) Yt» 21), U(X, Yay 2), €(%,, Y,, 2,) bestimmt bis auf einen constanten 
Factor K: 


E(21, 41) 41) = K X(a,, Ya» 21), 
0 (a; 41, 2) =K YG, Y> 2), 
(1, 1, 4) = LAB; Ys) Bi); 
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und zwar gilt dies fiir jede infinitesimale Transformation (15) unserer 
Gruppe. Daher kénnen sich zwei infinitesimale Transformationen der 
Gruppe in ihren Gliedern erster Ordnung nur um einen constanten 
Factor unterscheiden, d.h. sie sind als identisch aufzufassen. Also 
ergiebt sich: 

Satz 3: Hine eingliedrige Gruppe des Rawmes mit paarweis inversen 
Transformationen enthalt nur eine infinitesimale Transformation, exacter 
ausgesprochen: Alle infinitesimalen Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe des Rawmes stimmen bis auf einen blossen Zahlenfactor in den 
Gledern erster Ordnung tiberein. 


Um unsere Gleichungen (19) von dem Factor 2, (a) zu befreien, 
fiihren wir an Stelle des Parameters a in die Gruppe (14) den durch 
die Gleichung 


“4 
a 
(pe pe 

w, (4) 

Qo 

definierten Parameter ¢ ein, indem wir fiir a die hierdurch bestimmte 
Function a von ¢ setzen. a soll hierbei der Wert von a sein, dem 
die identische Transformation zugehért. Dann werden 4%, y,, 2, Fune- 


tionen von @, y, 2 und ¢:' 
(20) cy pt D(x, Y,2,t), W= B(a, y, 2,1), = X (a, y, 2, t), 


die sich fiir {=O auf aw, y, 2 selbst reducieren. Nun werden die 
Gleichungen (19) einfach diese: 


a = F(X, Ms 1) ats = 1(X,) 1541), tbe = F(%, 141), 
d. h. die endlichen Gleichungen (20) der Gruppe sind die Integral- 
gleichungen des simultanen Systems: 
dx, “45 ay, , ae dz, ai 
F(X.) Yrs 21) 1 (45 Yr > %) G(r, Yrs %) A 
wenn die Anfangswerte xz, y, 2, 0 von %, 4, 2, ¢ vorgeschrieben 
werden. 

Da dieses simultane System durch die Glieder erster Ordnung 
der infinitesimalen Transformation (15) vollstindig bestimmt wird, so 
ist auch die Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation véollig 
definiert. 

Unser Schlussergebnis ist also unter Berticksichtigung des Theo- 


rems 13: 
Theorem 14: Jede eingliedrige Gruppe des Raumes mit 
paarweis inversen Transformationen enthdlt eine und nur eine 
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infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans- 
formation des Raumes gehort einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transformationen. 
oes Wir kénnen demnach wie friiher in der Ebene auch im Raume 


zeugt v.e. von emer eingledrigen Gruppe, erzeugt von emer gegebenen infinitesimalen 
infin. Trf. 
Transformation, sprechen, ohne Unklarheiten befiirchten zu miissen. 


§ 38. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 
entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe 
im Raume. 


Gleichwie wir in der Ebene eine infinitesimale Transformation 
durch ein Symbol charakterisierten, werden wir auch hier im Raume 
verfahren. Liegt die eingliedrige Gruppe im Raume vor: 


(21) = 9(%,Y,2 8), W=—V4Y,24,1), 4 = 1(@yY, 4 2), 

deren identische Transformation etwa dem Parameterwert ¢ =O ent- 
spreche, so kann jede Function f(#,, y,, 2) vermége (21) als Function 
von ¢ und den Anfangswerten x, y, 2 aufgefasst werden, die mit 
variierendem ¢ sich auch im allgemeinen indert und sich fiir t = 0 
auf f(x,y, 2) selbst reduciert. In dieser Auffassung woilen wir nach 
dem Differentialquotienten der Function /(«,, y,, 2) nach ¢ fragen. 
Lassen wir ¢ bis ¢ + dt wachsen, so wachsen die von ¢ vermiége (21) 
abhiingigen Veranderlichen 2,, y,, 2, um die Incremente, welche sie 
bei der infinitesimalen Transformation der Gruppe: 


(22) a =a + §(@,y, 2)0t+s, y =y+ not, &=2-+ Edt+.- 
erfahren, nimlich um 

On, = (@,,y,,%) 0b, OY, = NH, 41, %)Ot, Je, = £(x,,y%,, %) Ot, 
sodass die gleichzeitige Anderung von f(@1, 41, %) sich so darstellt: 


0 2419 “4 oa Cha 
OF (215 1) 21) = ee tf M2 Fa) 9 Ror cry f OU ae F - ~ de 


— (74 7 + 5m, + z3 ag) ae 


Der Index 1 soll hier tiberall aaa dass 2, 4, 2, die Argumente 
sind. Der gesuchte Differentialquotient lautet also 


ue Of, Oh; Of, 
fs = 6 tne +e ) 


*) Man kénnte hierin das Variationszeichen 0 durch das Differentiations- 
zeichen d ersetzen. Wir finden es jedoch bequemer, das erstere Zeichen beizu- 
behalten, 
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Insbesondere fiir t= 0 wird f, = f(a, y, z) und also ist dann: 


df@ Y,#) __-¢ Of of 0 
oy MN a a 
Wir fiihren demnach meine 
pe ones OF 0F Transform. 
=o n>, ; Ae im Raume. 


als Symbol der infinitesimalen Transformation (22) unserer Gruppe ein. 
Uf stellt den durch die infinitesimale Grésse d¢ dividierten Zuwachs 
dar, den f(a”, y, 2) vermége der infinitesimalen Transformation (22) 
der vorgelegten Gruppe erfihrt. Ist Uf gegeben, so ist auch die in- 
finitesimale Transformation gegeben, denn setzt man in Uf die will- 
ktirliche Function f= 2, y, 2, so giebt Uf die Coefficienten & 7, ¢ der 
infinitesimalen Transformation. Es ist also auch 


iy ue" we + Uy st + ues 
So ist z. B. 
0 
Ups —y stash + mst 


das Symbol der in § 1 und § 2 als Beispiel betrachteten infinitesi- 
malen Schraubung: 


“@=a—yot, y=ytuot, ¢=2z+ moe. 


Wir werden nun untersuchen, wie sich das Symbol Uf gegeniiber 
der Hinfiihrung neuer Verianderlicher in die Gruppe verhalt. 
Es bedarf zunichst keines besonderen Beweises, dass, wenn wir Meno Vere 
anaderliche 


in die Gruppe ia det 
(21) ig = pa, Y; 4, t), = p (a, Y; 4, t), a (2; Y, &, t) 
vermoge zweier cogredienter Gleichungensysteme: 
= D(z, Y, 2); ) = Ba, Y; 2), g= X(z, Y; 4); 

= D(H, 4,21), Yr = Py, Yay 21), Br = Xr My &1) 
neue Verinderliche x, ), 3 und z,, ¥,, 3, eimfiihren, dann die so ent- 
stehenden Gleichungen, welche y,, ),, 3, durch x, ), 3 und ¢ aus- 
driicken, wieder eine eingliedrige Gruppe darstellen. Hs ist dies ja 
selbstverstandlich, wenn wir die Gleichungen (24) nicht als die zweier 
Ortsverinderungen, sondern als die einer Coordinateniinderung auf- 
fassen, vermdge deren die Punkte (a, y, 2) und (a, y,, 4) im neuen 
System die Coordinaten x, 9, 3 und x, ,, 3, haben. Zur weiteren 
Ausfiihrung dieser Auffassung brauchen: wir nur auf die Bemerkungen 


des § 1, 3. Kap., zuriickzuverweisen, Wir sprechen den Satz so aus: 
15 


(24) 


Lie, Differentialgleichungen. 


Hinftihrung 

neuer Ver- 

ainderlicher 
in das 
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Satz 4: Fihrt man in die eingliedrige Gruppe 
oe p (a, Y, &, t), a pa, Y; &, t), ee! ACE Y; &; t) 
vermoge der Gleichungensysteme 
ee D(x, Y; £), f ar P(x, Y, 2), § = X(H, Y, 2); 
Li = D4, 1, 1), Yr = PH, M1), br = XH, Ys %) 
die neuen " Veriinderlichen im i 4 und bi , U1. 31 em, so stellen die her- 
vorgehenden Gleichungen 


0S ae 9 (x, Y, 35 t); Di v(t, Y), 3, t), Sie cae jACe Y, 3) t) 


wieder eine einghedrige Gruppe dar. 


Die so entstehende Gruppe in (zx, , 3) besitzt nun eine gewisse 
infinitesimale Transformation und diese ein gewisses Symbol, das wir 


Symbol. mit Uf bezeichnen wollen. Es fragt sich, ob dies Symbol Uf aus 


dem Symbol Uf der infinitesimalen Transformation der urspriinglichen 
Gruppe direct durch Hinfiihrung der neuen Veriinderlichen yx, y, 4 er- 
halten werden kann. Wenn man, wie wir dies oben gethan haben, 
Uf als Differentialquotienten von /(#%,, y,, 4) nach ¢ an der Stelle 
t=O auffasst, so ist die Bejahung dieser Frage selbstverstandlich, 
denn wird f in den neuen Verdnderlichen y,, ,, 3, geschrieben, die 
als Functionen von x, y, 4 und ¢ aufzufassen sind, und nach ¢ differen- 
mert an der Stelle ¢ =O, so ergiebt sich offenbar ein Ausdruck Uf, 
der direct aus dem Differentialquotienten Uf durch Hinfiihrung der 
neuen Verinderlichen x, y, 3 hervorgehen muss. 

Ubrigens kénnten wir wie in § 2 des 3. Kapitels zur Klirung 
dieser Frage auch rein analytisch vorgehen. Doch iiberheben wir uns 
dieser Rechnungen durch den Hinweis auf das damals Gesagte. Wie 
damals kénnen wir, entweder indem wir die Gruppe in den neuen 
Verinderlichen schreiben und dann ihre infinitesimale Transformation 
Uf suchen, oder indem wir direct Uf in Uf verwandeln, zu der Formel 
velangen, dass 


(25) Up = Urs + Uy + Oy 


ist, wo natiirlich 


Use b pe hig, iui 
Uy und Uz durch yx, », 3 allein ausgedrtickt werden miissen. 
So finden wir 
Satz 5: Iihrt man in eine eingliedrige Gruppe: 
pe ests p(x, Y, %, 0), Uo wa, Y, @; t), Cie. (2, Y, 4; t) 
an Stelle von x, y, 2 und a, Y,, 2, durch zwei cogrediente Gleichungen- 
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systeme neue Verdnderliche x, y, § und %,, Y,, 3 em, so geht das Symbol 
ree7 of of 
Uf = ban t 1 Gy 1 Sas 


der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol 
Uf der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe tiber. Es er- 
giebt sich also: 


é 7) oO 
Uf = Ur 5h + Uy ge + Us5, 


wo natirlich Uy, Uy, Ux in den neuen Vertinderlichen x, ), 3 2 
schreiben sind. 


Hiernach ist leicht einzusehen, dass man eine gegebene infini- 
tesimale Transformation Uf nebst der von ihr erzeugten eingliedrigen 
Gruppe durch Hinfiihrung neuer Veriinderlicher x, , 3 stets auf eine 
beliebig angenommene Form bringen kann. Wollen wir z. B. Uf in 
die infinitesimale Transformation 


UF, 9,8) oT (EY, 8) # + &(t, 9, i 


iiberfiihren, so haben wir zur Bestimmung der Functionen x, y, 3 von 
x, y, 2 nach (25) die Gleichung anzusetzen: 


FOF sy, a Ohoqes Oho a. af of af 


Sie soll fiir jede Function f gelten, zerfillt also in die drei einzelnen 


Forderungen: 
(26) Ug=&, Uy=in, Us=é 


oder ausfiihrlich geschrieben: 
6 ck CL atigl 7. 
eae tay tS ae 
; 6 0 0 es 
(26’) bet age th HIGHS), 


Dies aber sind drei simultane Differentialgleichungen zur Bestimmung 
von f, Y, 3 als Functionen von 2, y, 2, die sich immer erfiillen lassen, 
vorausgesetzt natiirlich, dass nicht etwa £, 7, € simtlich identisch 


gleich Null angenommen werden. 
Da die hierdurch bestimmten neuen Verinderlichen x, ), 3 die Uber. 


fiihrung 


infinitesimale Transformation Uf in Uf tiberfiihren und gleichzeitigeiner Gruppe 


in eine 


die von Uf erzeugte Gruppe gerade in die von Uf erzeugte tibergeht, andere. 


so hat sich ergeben: 
dias 
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Satz 6: Durch Hinfiihrung neuer Variabeln kann man jede ein- 
gliedrige Gruppe des Rauwmes in jede andere eingliedrige Gruppe des 
Raumes verwandeln. 


ate Als Corollar hierzu entwickeln wir Folgendes. Nehmen wir ins- 
cmonische hegondere die neue Transformation Uf in der einfachen Form an: 
of 
Uf=-=- 
f 0% ? 


so geht die urspriingliche Gruppe tiber in die Gruppe mit dieser neuen 

infinitesimalen Transformation. Uf erteilt x, y, 4 die Incremente: 
Ov 07 0) — 0 0% —=100, 

ist also eine infinitesimale Translation langs der 3-Axe, wenn fiir den 

Augenblick x, ), 4 als rechtwinklige Punktcoordinaten aufgefasst wer- 

den. Die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten Gruppe sind: 


Ls ere Onan 
wie man sofort durch Integration des simultanen Systems 


dy, dy, dy 
Tori sean Mee mae’ 


mit den Anfangswerten x, y, 3, 0 nach Theorem 13 (§ 2) erkennt. 
Theorem 15: Jede eingliedrige Gruppe in drei Verdnder- 
lichen kann durch passende Wahl der Verdnderlichen in eine 
Gruppe von Translationen tibergeftihrt werden. Insbesondere 
also kann thre infinitesimale Transformation in den neuen 


Verdnderlichen x, y, 4 auf die Form as gebracht werden. 
Zur Bestimmung der hierzu notigen Variabeln yx, y, 3 dienen nach 


(26) oder (26’) die drei Differentialgleichungen: 


ra) 0 ra) 
Uta 8 el gto) 
' o ra) a) 


7) é ero) 
Use yin apts Sep mull 


Die neuen Verinderlichen yx, ), 3, welche die Verwandlung der Gruppe 
Uf in eine Gruppe von Translationen ermédglichen, nennen wir ca- 
nomische und die dadurch erhaltene Form der Gruppe ihre cano- 
nische Form. 

Wir hatten zu demselben Ergebnis auch auf einem Wege gelangen 
kénnen, der sich eng an das in der Kbene benutzte Verfahren an- 
schliesst (§ 1 des 3. Kap.). Wir haben ja in Theorem 13 (§ 2 dieses 


Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 299 


Kapitels) gefunden, dass sich die endlichen Gleichungen der von Uf 
erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Integration eines simultanen 
Systems in der Form ergeben: 
QL, 1, %) = 2,(@, y, 2), 
Qs (Wy, 1, 21) = 2o(H, Y, 2), 
Was, 41, 1) —t = Wa, y, 2). 
Wenn wir also 
= 2, y, 2), Y= 2GY,2), 3 =We,y, 2) 
und analog 
ty = 2%, Ys 41), Y, = 22(%, Ys %), Cina Wa, Y1) 4) 
setzen, so lauten die endlichen Gleichungen der Gruppe in den neuen 
Verinderlichen: 
Fi es eS ar ie ir 
und dies ist die gewtinschte einghedrige Gruppe von Translationen 
lings der 3-Axe. 


1. Beispiel: Wir wollen die eingliedrige Gruppe von Schraubungen Beispiele. 
lings der z-Axe, die wir schon in § 1 und § 2 als Beispiel benutzten: 


L, =x cost—ysint, 
y, =a«xsint-+ y cost, 
=ée+ mt, 
in eine Gruppe von Translationen iiberfiihren. Die infinitesimale 
Schraubung hat das Symbol: 


0 l 
payed a wil. 
Es ist hier also §=— y, n=2@, = m. Die Were (27) fiir 
die neuen Veranderlichen z, y, 4 lauten demnach: 
Pee aac oO) 
(27) raat Be ep ns © a eas m ° = 0, 


Ee tat iy 


da bi pale da 
— 1 x Mt 


Ein Integral derselben ist offenbar: 


r= Vert y 
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Da ferner 
ady—ydue _ dz 
fT SS ait) 
ist, so lhefert dies als ein zweites Integral: 


y Zz 
= are tg — — —. 
y Ky m 


Die dritte Gleichung (27) wird offenbar befriedigt durch 


——— Zh 


“ Pe oma(eay sre, 5 e g 
p=VeFy, yooctgt—*, 3-4 


m ? m 
vermitteln also den Ubergang zur Gruppe von Translationen: 
Ce hy ag 
Dass in der That y und y durch die Schraubungen lings der z-Axe 


nicht geiindert werden, erhellt tibrigens auch aus ihrer geometrischen 
Bedeutung, denn x ist der Abstand des betreffenden Punktes (a, y, 2) 


von der Schraubenaxe, are tg 2 ist der Winkel dieses Abstandes mit 


‘ , . . . (Poe 
der (wz)-Ebene, der sich bei der Schraubung genau so wie nm andert, 


sodass auch ) = arc tg 2 ae = ungedndert bleibt. Schhesslich kann 


dies auch rechnerisch eingesehen werden. Denn es ist: 


m= Vey +9," =V (weost—ysint)? + (wsint +ycost) = Va? + y=, 


d z % sin t cost 2+ mt 
Y, = are tg A — A = are tg — met BS aR 
1 cost — y sint m 
tg t + ue 
c z 
= arc tg ti pom t 
1—tgt- a 


=t+artig?—— _} 


ne 


= arc tg x -— = \. 
Dagegen ist 
Et tai te 
2. Beispiel: Die drei Gleichungen: 
ee VAC) 50), 
w= yt tte + 0), 


=e+t 


oS 


01 


ci) 
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bilden eine eingliedrige Gruppe in a, y, 2. Wir suchen ihre cano- 
nischen Veranderlichen. Es ist hier die infinitesimale Transformation 
(die sich fiir ¢ = dt ergiebt): 


oreell a ofl 40 


Daher bestimmen sich y und y nach (27) als Lésungen f der Gleichung: 


ee ey ae) 


“0x cy 04 
Dieselbe ist dem simultanen System 


aquivalent und hat die beiden Lésungen: 
pe}, yoy — 40 
Die dritte neue Verinderliche 3 bestimmt sich aus: 
a iy a ge 
oS “ba als ” oy ny Ce 


und kann offenbar gleich z a werden. Wenn wir also vermoége: 


ie yey — 42, Oa o5 


a 1» 2 ee ices a 
ee ie UC 2-1 eC ME 


die neuen Verinderlichen x, ), 3; 2%,, Y,, 4, in die vorgelegte Gruppe 
einfiihren, so ergiebt sich ihre canonische Form: 


Lo = Uy ai Vey Sgt 
Man verificiert dies ohne Schwierigkeit. 


Wie in zwei Veranderlichen die endlichen Gleichungen einer ein- Sciverent 


gliedrigen Gruppe in Form von Reihenentwickelungen mit Hiilfe des sinvt be 
Symbols der infinitesimalen Transformation der Gruppe geschrieben Pcton- 
werden konnten (vgl. § 3 des 3. Kap.), so kénnen wir nun auch die 
endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf des Raumes mit 
Hiilfe des Symbols Uf entwickeln. 
Wie wir wissen, giebt die Integration des simultanen Systems 
Ra is a ee _ dy, ee dé, a Lge 
E(H15 Yr5 4%) (@r 5 Yrs 1) S(@1 1 Yay %) 
mit den Anfangswerten «, y, 2, 0 die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 


j ' af 
UpHestag +o a 


] 1 p nekt als {\ z) 
erzeugten eingliedrigen Gruppe, also 7, ¥,, % ausgedriickt als Func- 
tionen des Parameters ¢ und der Anfangswerte w, y, 2 fiir ¢= 0. 
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Hine beliebige Function f, = /(#,,4%,,%,) kann also, wie wir auch 
schon bemerkten, als Function von ¢ aufgefasst werden, die sich fiir 
t=O auf f=f(w,y, 2) reduciert. Die Maclaurin’sche Entwickelung 
giebt folglich: 


wey Hale be ake 
fi =f Ms %1) =F, Y @) + + (Qt) re) (S4)_.+ cae © 
Nun ist, wie wir friiher sahen: 
Cf yeaee Oh, of, a — 
me an leo + & 4 RUT iy 


wo der Index 1 iiberall anzeict, dass x,, y,;, 2, die Veranderlichen 
sein sollen. Hieraus kénnen wir nun wie in § 3 des 3. Kapitels die 
allgemeine Formel ableiten: 


qi” es . , 
Th U, (U. (0 (Uf) *-9)- 
——— ee 
m-mal 


Setzen wir hierin insbesondere ¢=0, so gehen 2%, y,, 2, in &, y, 4, 


f; in f, Uf, in Uf u.s. w. iiber.) Es bleibt also: 

q’” fs z. ; 

( ) =U (U(--(Uf)--») 
1=0 


d ite 
ee, ee 
m-mal 


und die obige Entwickelung giebt daher: 
A=fen wa) =fey%e+— Wis eee SU) 


Diese Formel gilt fiir jede Function f(a, y,, 2,), insbesondere also 
auch fiir 2,, y,, 2,- Daher kénnen wir sagen: 


Theorem 16: Die endlichen Gleichungen der von der infini- 
tesimalen Transformation 


meee OT df of 
Ue Alas | oy AS ae 
evzeugten eingliedrigen Gruppe kénnen in Form von Rethen- 


entwickelungen nach dem Parameter t der Gruppe so geschrieben 
werden: 


“=a + : Ue + ig U(Ue) + ne U(U(Ux)) + 
yay ty Uy +7 Cy) je a pry CUCU) ars 


=e +4 Ua+ 75 Ue) 4+ os Ua) + --, 
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und gede Function f(a,,y,, %) hat die Form: 
t8 


fi 91 4) =F, y, ) + UF +, UO) + UU) +. 


An dieser Stelle wollen wir noch eine Ausdrucksweise einfiihren, 
die sehr bequem ist: Liegen mehrere infinitesimale Transformationen 
U,f, U,f--.U,f des Raumes vor, so nennen wir sie von einander 
unabhdngig dann und nur dann, wenn zwischen ihnen keine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten besteht, dagegen abhangig, wenn 
eine solche Relation: 


6, U,f +.¢@U,;f +--+: + ¢U,f = 0 
identisch stattfindet. 


1, Beispiel: Wir wollen die endlichen Gleichungen der von der 
infinitesimalen Transformation 


= of of 
Uf=—y Aan +25, +m a 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von Schraubungen lings der g-Axe 
vermoge der Reihenentwickelungen darstellen. Die Entwickelungen 


von x, und y, sind hier genau dieselben wie im 1. Beispiel des § 3, 
3. Kap., sodass sich ergiebt: 


ie (1 t? tt jets ae ees ) 
re ia 1s 9a IA eS RSIS , 


t ae Te y ( i? ) 
n= 0 (> Wes) ee ed ee 
oder 
x, =xcost — ysint, 
y, =xsint + y cost. 
Ferner ist 


Uz=m, U(U2)=0, U(U(U2))=09,---, 
sodass als dritte Gleichung hinzutritt: 
4=e+ mi, 
was mit den friiheren Ergebnissen tibereinstimmt. 
2. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der yon der in- 
finitesimalen Transformation 


aan Ota ae OF 
Oe aoa gy, ede 
erzeugten eingliedrigen Gruppe vermittelst Reihenentwickelung finden. 
Hier ist: 


Ute= 2, UUaj==1, U(U(Uz)) = 0,. u. s. w.; 
igje=as, UC 0Y = he O(U(Cy)) =9, u.s. w5 
Ural, UU2)=290, us. w. 


Beispiele. 
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Also kommt: 
ev =2+2t+ tel’, 
Yai 2h =| ae, 
22+. 
Man veriticiere, dass diese Gleichungen eine Gruppe darstellen. Es 
ist dies die im 2. Beispiel zu Theorem 15 benutzte Gruppe. 
3. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der 
infinitesimalen Transformation 


up=y—-)f + G—o) Ft @-ne 


erzeugten eingliedrigen Gruppe durch MReihenentwickelung finden. 
Wollte man hier Ux, U(Ux), u. s. w. berechnen, so wiirde die Aut- 
findung der Gesetzmissigkeit dieser Ausdriicke schwierig sein. Be- 
quemer ist es, nicht die Ausdrticke von 4,, y,, 4, sondern die gewisser 
linearer Functionen derselben zu berechnen. Hs ist nimlich 


Ua+ty+2a=0, YUety+z2)=0, us. w., 
also nach Theorem 16, wenn darm f==«+y-+ 2 gesetzt wird: 


tye =e +y+e. 


Ferner ist: 
U(a@—y)=y—2—(¢—a)=2+y—2, 
U(U(x etz2—“2—2(¢@—y)=— 30+ 3y=—3(a—y). 
Daher wird: 
U(U(U(@ — y))) =— 3U(@—y), 
U(U(U(U@ — y)))) = — 3U(U@ — y) = (— BP @ 


u. 8s. Ww. Theorem 16 liefert demnach, wenn darin f= «— y gesetzt 
wird: 


mh =o—-yti@ty—2#4+5,Cd@—y)t 
eee Gt 
+oa gq (3 @-—y+-- 
=-)i- eee 
i feels 1 = ae cers oy MS ) 
= (%@ —y) cos tV3 nity) a ery 28 sin tV3. 


Wir haben also gefunden: 
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aa ee a 
Ly — Y, = 2 (cos tV3 + 7 sin ¢ v3) = 
— cost V3 + -— jz sin V3) — _gsint V3. 
V3 V3 


Analog kommt: 


+2 


Da ausserdem: 


+9f 
= 4 (cos tV3 + rye sin ns ae 
‘Ss 


- sin Ais = " ysin tV3. 


Be Weep ye 
ist, so giebt die Addition der ersten und dritten und Subtraction der 
zweiten Gleichung: 


3a, = a(1 + 2cost V3) + y(1 — cost V3 + V3 sint V3) + 
+ 2(1 — cost V3 — V3 sint V3). 


Indem man nun @, y, 2 cyklisch vertauscht, erhalt man auch die 
Function y, und 2, von 2, y, z und 0. 

Die in diesem Beispiele betrachtete infinitesimale Transformation 
und eingliedrige Gruppe ist einer einfachen geometrischen Deutung 
fahig. Man bemerke nimlich, dass bei der infinitesimalen Trans- 
formation 

= es Ie ce ay “ 


erhalten. Erstere Function ist ah Abstand des Panktes Le y, 2) vom 
Anfangspunkt. “Der Abstand des Punktes von der Geraden « = _= 
ist gleich: 


V@+P+2)—tet+y +e. 

Er erhalt also bei Uf auch das Increment Null. Daher folgt, dass 
Uf die infinitesimale Rotation um die Gerade 7 = y = ¢ vorstellt. 

4, Beispiel: Man bestimme die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 
ts of 
p= ye ty Zh fg ag 
erzeugten eingliedrigen Gruppe durch fatie Mee tees Man veri- 
ficiere schliesslich auch, dass die endlichen Gleichungen eine Gruppe 
darstellen. 
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Kapitel 12. 


Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes 
invarianten Funetionen, Curven und Flichen, insbesondere der 
Bahneurven. 


Die Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes 
invarianten Functionen weicht in keiner wesentlichen Hinsicht von dem 
entsprechenden Problem der Ebene ab (§ 1 des 4. Kap.). Dagegen 
tritt bei der Bestimmung der invarianten Gebilde insofern ein Unter- 
schied gegen friiher auf, als wir jetzt zweierlei Gebilde, namlich 
invariante Fldchen und invariante Curven, zu betrachten haben. 


§ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 


Soll eine Function (a, y, 2) bei allen Transformationen der vor- 
gelegten eingliedrigen Gruppe 


(1) cS y (a, Y, 4; t); 4 = v(a, Y, 4, t), 2 (oe 4 (a, Y, &, t) 
mit der infinitesimalen Transformation 
aed it of of 
Tratiante ungedndert bleiben, also fiir jedes ¢ stets: 
Q(x, Yt» 2) — Qa, Y; 2) 


sein, so liefert die Reihenentwickelung nach Theorem 16 (§ 3 des 
11. Kap.) leicht die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir. 
Denn nach jener Entwickelung ist: 


t 
21, 1, %) = AH, y, 2) + T U2(x,y, 2) s+ 
Soll dies gleich 2(a, y, 2) sein fiir jedes ¢, so muss zunichst notwendig 
U2Q(a, y, 2) =90 


sein. Dann verschwinden aber auch die hoheren Glieder U(U&) u. s. w. 
in der -Entwickelung. Das gefundene notwendige Kriterium ist somit 
auch hinreichend. 


Theorem 17: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 
Uf in drei Verdnderlichen «x, y, 2 sind die Lésungen der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf=0, und umgekehrt. Es 
lasst sich also auch jede Invariante der Gruppe als Function 
zewerer beliebiger, aber von einander unabhdingiger Invarianten 
derselben darstellen. 
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=] 


1. Beispiel: Die Gruppe der Schraubungen lings der z-Axe: 
v, =x cost— ysini, 
Y,=xsnt+ ycost, 
4, =e+mt 


hat die infinitesimale Transformation 


0 
Up=—y tat pms 


Die Invarianten 8 sind also die Lésungen der linearen partiellen 
Differentialgleichung 


ae) oe 02 
Schon im 1. Beispiel zu Theorem 15 (§ 3 des 11. Kap.) fanden wir 
als Lésungen der partiellen Differentialgleichung: 
z 


spp iyo) Y) 
Ve2+y? und arctg a: 


™m 


Die allgemeinste Invariante unserer Gruppe ist also: 
avery, aie! — 2). 


Dass wir zwei Invarianten schon damals bestimmten, hat seinen 
Grund: Die in Theorem 15 mit x und y bezeichneten neuen (canoni- 
schen) Verinderlichen sind ja nichts anderes als zwei von einander 
unabhingige Invarianten der Gruppe. 

2. Beispiel: Man soll die allgemeinste Invariante der von der 
infinitesimalen Rotation 


ae oy eae aay o 


erzeugten eingliedrigen Gruppe von Rotationen um die Gerade 
x= y =z aufstellen. Schon im § 3 des vorigen Kapitels im 3. Bei- 
spiel zu Theorem 16 bemerkten wir, dass 


atyte und Ve +y+? 


von Uf ungeindert gelassen werden. Demnach ist die allgemeinste 
Invariante: 
Qty +e, a+ y + 2) 
3. Beispiel: Man bestimme die allgemeinste Invariante der von 
der infinitesimalen Transformation 


Upsesete set of 


erzeugten eingliedrigen Gruppe. (Vgl. 2. Beispiel zu Theorem 15 und 
2. Beispiel zu Theorem 16 in § 8 des 11. Kap.) 


Beispiele. 
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$ 2. Die Bahnecurven einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 


Zur geometrischen Deutung der Invarianten bediirfen wir des 
Begriffes der Bahneurven, der auch sonst hervorragende Wichtigkeit 
besitzt. 

Indem wir auf einen beliebigen Punkt yp, des Raumes mit den 
Coordinaten 2%, Y%, % alle Transformationen unserer eingliedrigen 
Gruppe ausftihren, gelangt er in cot Lagen (a, y, 2), die sich durch 
Elimination von ¢ aus den drei Gleichungen: 

(2) © = Q(X) Yor %rb), Y= Voy Yor 201 t)1 % = L(Lor Yor 2 #) 
Rahacurve. ergeben und eine Curve erfiillen. Diese Curve soll die Bahneurve des 
Punktes p, heissen. 

Wenn p, irgend ein Punkt auf der Bahneurve von yp, ist, so hat 
p, genau dieselbe Curve zur Bahneurve; denn ist Z, die Transfor- 
mation der Gruppe, welche p, nach p, fiihrt: 


(Po) Tu = (Pr); 
so ist auch, wenn JZ, irgend eine Transformation der Gruppe be- 
zeichnet: 


(p) Lal, = (p) 1 - 
Shel A = Tas. 


d. h. gleich einer Transformation der Gruppe ist, so folgt: 


(Po) Liar) = (1) Lr 
die beliebige Transformation 7, fiihrt also den Punkt p, auf der 
Bahneurve von p, in einen Punkt (p,) Z(av) tiber, der ebenfalls auf der 
Bahneurve von p) hegt. Wir haben uns hier ganz kurz ausgedriickt, 
da diese Betrachtung nur eine Wiederholung der in der Ebene an- 
gestellten ist. (Vgl. § 2 des 4. Kap.) 


Satz 1: Ist bei emer emngledrigen Gruppe des Raumes p, ein Punkt 
auf der Bahneurve von py, so hat p, eben diese Curve auch zur Bahn- 
curve. Die Gruppe besiizt also co? Bahneurven. 

Hs hat ja jeder Punkt, der nicht etwa ausnahmsweise bei allen 
Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, eine Bahncurve, wiihrend 
umgekehrt eine Bahncurve fiir alle ihre cot Punkte Bahncurve ist. 


Da 


Denken wir uns nun eine beliebige Transformation 7), der Gruppe 
auf alle Punkte » einer Bahncurve ausgefiihrt, so gehen sie in Punkte 
(p) TZ, tiber, welche auf derselben Bahncurve liegen, denn (p) 7, ist 
ja ein Punkt der Bahncurve von p und diese Bahncurve ist eben die 
urspriingliche Curve. Also folgt 
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Satz 2: Jede Bahneurve einer eingliedrigen Gruppe des Raumes bleibt 
envariant bei allen Transformationen der Gruppe. 
Oben fanden wir, dass sich die Gleichungen der Bahneurven in 
der Form (2) ergeben. Daraus folgt: 
Satz 3: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eimgledrigen 
Gruppe des Raumes, so kennt man auch ihre Bahneurven. 
Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, 
wenn nur die infinitesimale Transformation 
C 0 7) 
upset ttn ea 
der eingliedrigen Gruppe bekannt ist, so hat man zu beachten, dass 
ein Punkt (a, y, 2) vermdge der infinitesimalen Transformation Uf in 
einen benachbarten Punkt seiner Bahncurve tibergefiihrt wird, d. h. 
dass wz, y, 2 auf der Bahncurve um Incremente dz, dy, dz zunehmen, 
welche proportional § ym, € sind, was wir in einem Satz aussprechen: 
Satz 4: Die Bahneurven einer eingliedrigen Gruppe des Rawmes 
ordnen ihren Punkten gerade die Richtungen zu, welche thnen vermoge 
der infinitesimalen Transformation der Gruppe sugehoren. 
Die Bahncurven sind also auch die Integralcurven des simultanen 
Systems: 
da“ dy dz 


ames: 


g ) $ 
das gerade oo? Integraleurven besitzt, oder, was dasselbe ist, die 
oo? Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung: 


ra) 0 0 
Uf= oP tn sete ar. 


OL 


Satz 5: Die Bahncurven der von der infinitesimalen Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Rawmes sind identisch mit den 
Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf = 0. 


Betrachten wir endlich die Gleichungen 
d . dz rs 
Fe Bt Yar 1): = (yy Yar 1) Fe Shy Yu» 41) 


‘als Definitionsgleichungen einer stationiiren Bewegung eines com- 
pressibeln Fluidums, so werden die Strémungscurven der stationaren 
Bewegung die Bahnewrven der infinitesimalen Transformation: 


0 0 Of 
E(, Y) ) a AE n(a, Y, 2) oe + Ea, Y, 2) ae 


Im Laufe der Bewegung wird jede Balncwrve in sich verschoben. 
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Erinnern wir uns nun daran, dass nach Theorem 17 des vorigen 
Paragraphen die Invarianten $2 der Gruppe die Lésungen / der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf = 0 sind, so erhellt, dass zwei von 
einander unabhangige Invarianten der Gruppe gleich Null gesetzt 
eine Charakteristik dieser Differentialgleichung, also eine Bahncurve 
darstellen. 

Satz 6: Sind 2, und 8, zwei von emander unabhdngige Invarianten 
emer einghedrigen Gruppe des Rawmes, so stellen die Gleichungen 

8, = Const., ~ 2, = Const. , 
die co” Bahneurven der Gruppe dar. 

Beispiel: Wir fanden bei der von der infinitesimalen Trans- 
formation 


me of of of 
Uf = — V5q 1% ay + 5p 
erzeugten Gruppe von Schraubungen lings der z-Axe (vgl. 1. Beispiel 
des § 1) die Invarianten 


Q2=Ve+y7, 24= arctg © — es, 
daher stellen die Gleichungen: 
& 


ot yt == 77, arctg # wae 

wenn 7 und ¢ darin Constanten bedeuten, ihre co? Integraleurven dar. 
Die erste Gleichung sagt aus, dass die Bahneurven auf Rotations- 
cylindern um die z-Axe liegen, die zweite: 

y g 

arctg £ =c+ me 

dass der Winkel, den das Lot vom Punkte (a, y, 2) einer Bahneurve 
auf die z-Axe mit der (wy)-Ebene bildet, in arithmetischer Progression 
mit der Héhe z wachst. Der betreffende Punkt beschreibt also seine 
Bahncurve, wenn er bestiindig auf einem Rotationscylinder um die 
z-Axe gleichférmig lings der z-Axe weitergehend diese mit gleich- 
formiger Geschwindigkeit umkreist. Die Bahncurve ist also eine 
Schraubenlinie, Aus den endlichen Gleichungen der Gruppe: 


“,=xcost—ysini, 
Y, = asin t+ ycost, 
2,=e+ mt 
ergeben sich die Gleichungen der Bahneurven durch Elimination von ¢. 
Die beiden ersten liefern die Cylinder 
ay? fy,” = a? + y? = Const. 


. gh 
und wegen der letzten ist ¢ == ~'— 


a ° . 
m2 eso, da die beiden ersten 
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y 
‘tee give 
Ly feu. 
1 7 et 


oder 
u) 
arctg Ya oe arcte tery} 
; Abe ae 
ergeben, ist auch: 
a ¥y Pasa 2 
arcte — = arctg — Se 
So. Beech tis 
oder: 


arctg “ — % — Const. 
Ls m 


§ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
des Raumes invarianten Curven und Flichen. 


Wie wir schon oben in Satz 2 ausgesprochen haben, sind die 
Bahncurven der eingliedrigen Gruppe invariante Curven. Wir 
wollen uns nun die Frage vorlegen, welche Curven tiberhaupt bei der ™ysriaate 
eingliedrigen Gruppe mvariant bleiben. 

Sobald eine derartige Curve wenigstens einen Punkt enthalt, der 
nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, ist sie 
eine Bahnceurve, denn dann gelangt dieser Punkt bei allen Transfor- 
mationen der Gruppe nur nach Punkten seiner Bahncurve. Da er 
aber auf der invarianten Curve bleiben soll, muss diese also auch die 
Bahncurve des Punktes sein. 

Die zweite Méglichkeit ist nun die, dass alle Punkte der Curve 
einzeln ber der Gruppe invariant bleiben. Wenn ein Punkt (2, y, 2) bei ™enate 
allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleiben soll, so muss er 
zunachst bei der infinitesimalen Uf invariant sein, d. h. die seinen 
Coordinaten x, y, 2 durch Uf erteilten Incremente &d¢, ndt, Edt 
miissen Null sein. Die Coordinaten (a, y, 2) eines invarianten Punktes 
miissen demnach das Gleichungensystem 


(3) & (2, Y, 4) = 0, n(x, Y, ) = 0, b(a, Y, D) = 0 


erfiillen. Alsdann bleibt er aber auch bei allen Transformationen der 
Gruppe invariant, wie man genau so, wie wir es friiher in der Kbene 
machten, einsieht. (Vgl. § 3 des 4, Kap.) Hs kann nun zuniichst 
vorkommen, dass die Gleichungen (3) nicht nur von einer discreten 
Anzahl von Punkten, sondern von allen Punkten einer oder einiger 
Curven erfiillt werden und in diesem Falle sind diese Curven invariante 
Curven der gesuchten Art. Aber es kann fernerhin sogar vorkommen, 
dass die Gleichungen (3) von allen Punkten einer oder einiger Lldchen 
Lie, Differentialgleichungen. 16 


oo? 
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erfiillt werden und in diesem Fall ist jede beliebige auf einer dieser 
Flichen gelegene Curve eine invariante Curve. 

Theorem 18: Dreierle: Curven kinnen bet einer eingliedrigen 
Gruppe des Raumes, welche von der infinitesimalen Transfor- 
mation 


7) 0 7) 
Upset nse te ot 


erzeugt wird, in Ruhe bleiben. Die einen (stets vorkommenden) 
sind die ~? Bahncurven, d.h. die Charakteristiken der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf =0. Zweitens kann es vor- 
kommen, dass die Gleichungen 
E(2, Y; 2) a n (2, Y, Z) = §(a, Y; ) a) 

von allen Punkten einer oder einiger Curven erfullt werden. 
Alsdann sind diese Curven ebenfalls invariant, Drittens ist 
es moglich, dass diese drei Gleichungen von allen Punkten 
einer oder einiger Fldachen erftillt werden. In diesem Falle 
ist gede Curve auf einer dieser Flachen eine invariante. 

Die in den beiden letzten Fallen auftretenden invarianten 
Curven bestehen aus lauter einzeln invarianten Punkten. . 


1. Beispiel: Fragen wir uns, ob bei der von der infinitesimalen 

Transformation 
Uf=— yee + x ot i+ m & 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von RA langs der z-Axe, 
deren Bahneurven wir in § 2 als Schraubenlinien bestimmten, in- 
variante Curven der zweiten oder dritten Art existieren. Wir miissten 
zu dem Zweck 
L=y=m=—0 

setzen. Hs existieren also einzeln invariante Punkte (im Endlichen) 
nur dann, wenn m=O) ist. In diesem Falle sind es die Punkte der 
z-Axe. Dies ist selbstverstindlich, denn fiir m =O reduciert sich die 
infinitesimale Schraubung Uf auf die ee aan Rotation 


—y tod 


um die z-Axe, die natiirlich bei ihr invariant bleibt. Die Schrauben- 
linien, welche friiher die Bahncurven waren, sind zu Kreisen dege- 
neriert. 

2. Beisel: Die von der infinitesimalen Transformation 


Oe aps, ap 
Upsasty gta gt 
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erzeugte Gruppe ist die der Ahnlichkeitstransformationen (ahnlicher 
Vergrésserungen und Verkleinerungen) vom Anfangspunkt aus, bei 
welchen der Anfangspunkt in Ruhe bleibt. Denn ihre endlichen 
Gleichungen bestimmen sich durch Integration des simultanen Systems 


dx, ae dy; ast dz, ales 
x 4 a 


mit den Anfangswerten 2, y, z, 0 in der Form: 

=r, y, = ye, 2 = cel 
oder, wenn e' =a gesetzt wird: 

= ak, y= ay, % = ae. 
Die Bahneurven sind die Geraden vom Anfangspunkt aus. Soll ein 
Punkt (@, y, 2) invariant sein, so miissen § =a, y= y, €=—z fir ihn 
verschwinden. Also bleibt nur der Anfangspunkt einzeln invariant. 


Hs giebt demnach keine invariante Curve der zweiten oder dritten Art. 
3. Beispiel: Die Bahncurven der von der infinitesimalen Trans- 


formation 


erzeugten eingliedrigen Gruppe: 
H = Xt, Y= Y, =e 
sind offenbar die Geraden y = Const., 2 = Const. parallel der v-Axe. 
Setzen wir & = 7 = € = 0, so erhalten wir fiir die einzeln invarianten 
Punkte hier die Ebene 
x=). 
Es giebt also invariante Curven der dritten Art: Jede Curve in dieser 


Ebene ist invariant. 
4, Beispiel: Es stellt, wie wir wissen, 


of of 
Pl es, 
eine infinitesimale Rotation um die z-Axe und 
ECT: OT ys Oh 
® oa TY oy T * oe 
eine infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus 
dar. Von Interesse ist nun diejenige infinitesimale Transformation, 
die wir aus beiden zusammensetzen, indem wir die erste mit — 1, 


die zweite mit einer Constanten x multiplicieren und darauf beide 
addieren. Die dadurch entstehende infinitesimale Transformation 


0 0 
Up=(y + x0) E+ (— 0 + my) gh + mes! 
16* 
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bewirkt gleichzeitig eine unendlich kleine Rotation und eine Ahnliche 
Vergrésserung oder Verkleinerung vom Anfangspunkt aus. Wir nepnen 
sie eine infinitesimale Almlichkeitsformation im weiteren Sinne des Wortes 
oder auch eine infinitesimale Spiraltransformation. 

Die Bahncurven der zugehérigen eingliedrigen Gruppe sind nim- 
lich doppelt gekriimmte Spiralen. Sie ergeben sich ja als Charakte- 
ristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf=0, d. h. 
durch Integration des simultanen Systems: 


dx dy __ dz 
ytue —“2+tuy xz 
Hinmal folgt hieraus: 
xdy — ydx _ de 
e+ y? He 


und dies lasst sich sofort integrieren. Hs kommt so die Invariante: 


2, = arctg £ +e = lg 2. 
Andererseits ist: 
adx + ydy dz 
a+ y? ee 


und dies liefert integriert die Invariante: 


Q,=lgVev+y —lg z. 
Setzen wir die beiden Integrale 2, und 8, Constanten gleich, so 
haben wir die Gleichungen der 


Bahncurven. Wir kénnen sie offen- 
bar so schreiben: 


lg Va? + y? + x arctg 4 = Const., 
x* + y* = zg*- Const. 


Die erste Gleichung stellt die Pro- 
jectionen der Bahncurven auf die 
(xy)-Ebene dar. Es sind dies oot 
einander congruente logarithmische 
Spiralen. Die zweite Gleichung ist 
die eines geraden Kreiskegels, 
/ dessen Spitze der Anfangspunkt, 
dessen Axe die z-Axe ist. Man 
erhalt demnach die Bahneurven 
als die Curven auf diesen oo! Kegeln, deren Projectionen auf die 
(wy)-Ebene jene logarithmischen Spiralen sind. (Fig. 22.) 


Fig. 22. 
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Hinzeln invariante Punkte mitissen in dem jetzigen Beispiel die 

Gleichungen 
y¥+ur=—0, —ae+uy=—0, 2=—0 

erftillen. Ist %?==— 1, so liefern sie = y—z =O, also nur den 
Anfangspunkt. Wenn aber x 7 ist, wodurch allerdings die Trans- 
formationen imaginir werden, so giebt es eine Gerade, die aus lauter 
einzeln invarianten Punkten besteht, nimlich in der (xy)-Ebene zg = 0 
die Gerade: 


y tix =O. 
Ist x = 7, so bleibt auch die dieser Geraden imaginir conjugierte: 

y — ix =0 
invariant, aber als Bahncurve (eine zur Geraden degenerierte Spirale), 
indem mcht alle ihre Punkte einzeln invariant sind. 


Fragen wir nun nach den Fldchen, welche alle Transformationen 
der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gestatten. Wir betrachten also 
eine Flache, deren Punkte bei allen Transformationen der Gruppe 
immer wieder in Punkte auf ihr selbst tibergefiihrt werden. 

Es sind zwei Falle denkbar. Zuniichst ist es méglich, dass alle 
Punkte der Flaiche einzeln invariant bleiben. Dies kann nur dann 
eintreten, wenn die drei Gleichungen 

E(2, y, #) = (2, y, 2) = €(#, y, 2) = 0 
von allen oo? Punkten einer oder einiger Flaichen erfiillt werden. 

Liegt dieser Fall nicht vor, so wird ein allgemein gewihlter 
Punkt p der invarianten Flaiche von allen Transformationen der Gruppe 
in die Punkte seiner Bahncurve iibergefiihrt und diese muss, da der 
Punkt die Flache nicht verlassen soll, ganz auf der Flache liegen. 
Zieht man also durch jeden Punkt der Flache die hindurehgehende 
Bahneurve, so liegen alle diese Curven auf der Flache, d. h. die 
Fliche enthilt coo' Bahncurven. 

Wenn umgekehrt eine Fiche von oo’ Bahncurven der Gruppe 
erzeugt wird, so leuchtet ein, dass sie bei der Gruppe invariant sein 
muss, denn alsdann liegt ja die Bahncurve jedes Punktes p der Flache 
auf ihr und der Punkt p, der bei den Transformationen der Gruppe 
immer nur in Punkte seiner Bahncurve iibergefiihrt wird, bleibt be- 
stindig auf der Flache. 

Theorem 19: Hs giebt zweierle: Fldachen, welche bei allen 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe des Raumes in- 
variant bleiben. Hine solche Fliche kann entweder aus lauter 
einzeln invarianten Punkten bestehen — wenn soviele vorhanden 


Invariante 
Fliche. 
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sind — oder aber sie ist erzeugt von co Bahneurven der Gruppe. 
Umgekehrt ist jede von co Bahneurven der Gruppe erzeugte 
Fldche invariant. 
1. Beispiel: Bei unserer oft schon benutzten Gruppe von cot 

Schraubungen lings der z-Axe: 

x, = «2 cost— ysint, 

y, =axsin t+ y cost, 

4 =2+ mt 
existiert (wenn m-==0) kein Punkt im Endlichen, der invariant ware. 
Es giebt also keine invariante Flaiche der ersten Art. Da die Bahn- 
curven Schraubenlinien sind (vgl. § 2), so sind die von solchen 
Schraubenlinien mit gleicher Steigung erzeugten Flachen die einzigen 
bei der Gruppe invarianten Flichen. Offenbar kann man eine solche 
Flache dadurch herstellen, dass man von einer beliebigen Curve aus 
alle dieselben schneidenden oo! Schraubenlinien, welche Bahncurven 
sind, zieht, oder also dadurch, dass man diese beliebige Curve in 
Schraubenbewegung mit der richtigen Steigung lings der z¢-Axe 
hinfiihrt. 


2. Beispiel: Anders verhilt es sich bei der von x ot erzeugten 
eingliedrigen Gruppe: 
t= hb, Y= YU, m= % 


Die Bahncurven sind hier die Parallelen zur w-Axe. Demnach ist 
jede Flaiche, welche von oo! dieser Geraden erzeugt wird, also jede 
Cylinderflache parallel der w-Axe invariant. Hs giebt aber noch «? 
einzeln invariante Punkte, nimlich die der Ebene «=O, die also 
auch eine invariante Fliche ist. 


Da man aus der Schar der co? Bahncurven der eingliedrigen 
Gruppe auf unendlich vielfache Weise je cot herausgreifen und zur 
Erzeugung einer invarianten Flache zusammenfassen kann, so giebt 
es bei jeder eingliedrigen Gruppe des Raumes co” invariante Flachen. 

Wenn nun insbesondere die durch 

(x, y, 2) = Const. 
dargestellten oot Flachen simtlich invariante Flachen sind, so muss, 
wenn (a, y, 2) ein Punkt einer dieser Flichen, etwa der Flaiche 
Q(x, Y, z)=C 
ist, dieser Punkt durch die allgemeine Transformation 


XL, = V(2, y, 2, t), Y, = VG, y, 2, 4), 2, = (4, y, 2, t) 
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der Gruppe in einen Punkt (2,, y,, 2,) derselben Fliche iibergefiihrt 
werden. Es muss also 

: 21, 41, %) = € 
sein, sobald 

R(x, Y, ‘=e 
ist. Da dies fiir jede einzelne Fliche 2 = Const., also ftir jedes ¢ 
gelten muss, so folgt, dass fiir alle w, y, 2: 


2215 M1, 4) = Q(x, y, 2) 
sein muss. 2 ist daher eine Invariante der Gruppe. 
Umegekehrt erhellt ohne weiteres, dass jede Invariante 2 der 
Gruppe, gleich Const. gesetzt, oo! einzeln invariante Flachen darstellt. 
Hiermit haben wir die Invarianten geometrisch gedeutet: 


Satz 7: Setzt man eme Invariante einer eingliedrigen Gruppe des 
Raumes gleich Const., so stellt sie cot emzeln invariante EF lichen dar, 
und umgekehrt ist die linke Seite der Gleichung 


(a, y, 2) = Const. 


einer Schar von cot einzeln invarianten Flidchen stets eine Invariante der 
Gruppe. Sind u und v irgend ewer von einander wnabhdngige Invarianten 
der Gruppe, so ist W(u,v) =O die allgemeine Form einer invarianten 
Fliche, deren Punkte nicht séimtlich emnzeln mvariant sind. 
Selbstverstandlich ist im allgemeinen die Flache 


2Q(2, Y, 2) a G 


nicht von einzeln invarianten Punkten gebildet, denn sonst wiirden 
ja, da jeder Punkt (7, y, z) im allgemeinen auf einer der Flachen 
2 = Const. liegt, alle Punkte des Raumes einzeln invariant sein. Die 
Flache 2 =c enthilt also bei allgemein gewahltem c oo’ Bahneurven 
der Gruppe. 

Der obige Satz stimmt sonach mit der geometrischen Deutung der 
linearen partiellen Differentialgleichung 


2 o 0 
Uf = Eg 4g ot 0 


iiberein, welcher die Invarianten 8 geniigen. Denn wir erkannten in 
§ 1 des 10. Kapitels, dass eine Lésung f= 8 dieser Differential- 
gleichung, gleich Const. gesetzt, oo' Flachen darstellt, deren jede von 
oo! Charakteristiken dieser Gleichung erzeugt wird, und diese Charakte- 
ristiken sind nach Satz 5 des § 2 die Bahncurven der Gruppe. 
Bekanntlich stellen zwei Lésungen 8, und 9, der obigen linearen 
partiellen Differentialgleichung gleich Const. gesetzt eine Charakteristik, 
also eine Bahncurve der Gruppe dar. Es ist aber auch geometrisch 
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klar, dass die Schnittlinie der beiden invarianten von je co’ Bahn- 
curven erzeugten Flachen 
Ry =e, 8. = b 
eine Bahncurve ist, denn die Bahncurve eines Punktes dieser Schnitt- 
linie muss sowohl der einen als auch der anderen Fliche angehoren. 
Ausnahmsweise kann es natiirlich allerdings auch vorkommen, dass 
alle Punkte der Schnittlinie einzeln invariant sind. Dann ist sie 
natiirlich eine bei der Gruppe invariante Curve der zweiten oder 
dritten Art des Theorems 18. 
Beispiel:; Bei der Gruppe von oo! Rotationen um die ¢-Axe: 

L, =x cost —ysint, 

y, =«sint+ yocost, 

a == 25 
deren infinitesimale Transformation ist: 

Ufs—y seta, 
sind die Invarianten Lésungen der Differentialgleichung 

—y a +2 a = 0. 

Zwei unabhingige Losungen derselben sind: 

Q2=7+7, 2, =2, 
und jede andere Lésung ist, wie bekannt, eine Function dieser beiden. 
Mithin wird eine von Bahncurven der Gruppe erzeugte invariante 
Flache in allgemeinster Weise dargestellt durch 


D(a? ys D) = 0 


a= o(@ +4). 

Es ist dies die allgemeine Gleichung einer Rotationstliche um die 
g-Axe. Zwei solche Rotationsflichen schneiden sich, wenn sie sich 
iiberhaupt treffen, in einem Kreise,dessen Ebene zur z-Axe senkrecht 
ist und dessen Mittelpunkt auf der ¢-Axe liegt. In der That ist jeder 
derartige Kreis Bahncurve. Hine aus lauter einzeln invarianten Punkten 
bestehende Fliche giebt es hier nicht, denn nur die Punkte vy = y = 0 
der z-Awe sind invariant. 


oder: 


§ 4. Analytische Kriterien fiir die Invarianz einer Curve oder 
Flache bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 


In dem vorangehenden Paragraphen bestimmten wir alle Flichen 
und Curven, die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
invariant bleiben. Wir fanden zwe Arten invarianter Curven, nimlich 
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die Bahneurven und die aus lauter invarianten Punkten bestehenden 
Curven. Andererseits fanden wir gwet verschiedene Arten invarianter 
Flachen, namlich die von Bahncurven erzeugten Flichen zusammen 
mit denjenigen Flichen, die aus lauter invarianten Punkten bestehen. 

Es ist nun bemerkenswert, dass alle invarianten Curven sich 
durch ein einziges analytisches Kriteriwm definieren lassen; dieses gilt 
ftir die beiden Arten invarianter Curven und ftir keine andere Curve 
des Raumes. Noch wichtiger ist es, dass sich fiir die Invarianz einer 
Flache ein eingiges Kriterium aufstellen lasst, welches von allen in- 
varianten Flachen und von keiner andern Flache erfillt wird. Dies 
wollen wir jetzt zeigen. 

Vorher haben wir jedoch einige Bemerkungen tiber gewisse zuUnstatthafte 


Darstellun- 

vermeidende analytische Darstellungsformen von Flachen und Curven ee 
, acnen u. 

zu machen. Curven. 


Man kann voraussetzen, dass die Gleichung einer beliebigen 
Flache 
2 (2, Y; 2) il 
Ou?’ dy’ dz 
der Flache verschwinden. Denn man braucht sich z. B. die Gleichung 
nur nach einer der darin vorkommenden Veranderlichen, etwa nach 2, 
aufgelést zu denken: 


so geschrieben ist, dass nicht s4mtlich fiir alle Punkte 


a— F(a, y) = 0, 

um zu erreichen, dass der Differentialquotient der gleich Null gesetzten 
Function nach z verschieden von Null, nimlich gleich 1, wird. Fir 
die bertihrte Ausnahmeform ist dies cin Beispiel: Die Gleichung einer 
Kugel mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt kann offenbar so 
geschrieben werden: 


o=(e+y+2—1)?=—0. 


Hier: ist: 
Cote 2 2 2 
ag = Sule +y Sew =a), 
also gleich Null fiir alle Punkte der Kugel, analog a und oe Hine 


solche Darstellungsform soll also, da sie stets vermieden werden kann, 
als ausgeschlossen gelten. 

Hine ganz ahniche Bemerkung gilt fiir die Darstellung einer 
Raumcurve durch zwei Gleichungen 


0, (a, Y; ) mal 0, 0, (a, Y, ) = 0. 


Wir diirfen voraussetzen, dass die Gleichungen derselben so gewahlt 
sind, dass nicht alle zweireihigen Determinanten der Matrix 
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00, 00, 0a, 
| On Oy O02 | 
| 00, 00, Ga, | 
0x Oy 2 


oder also der Ausdruck 

00, Ow, 0m 00, 

Oy 02 Oz Oy 
und die beiden durch cyklische Vertauschung von 4“, y, 2 daraus 
hervorgehenden Ausdrticke samtlich fiir alle Punkte der Curve ver- 
schwinden. In der That kann man dies stets vermeiden, wenn man 
z. B. die Gleichungen nach zweien der in ihnen vorkommenden Ver- 
anderlichen, etwa nach y und 2, auflést: 


y—F,@)=0, 2— F(a) =0, 


denn dann ist 


o,=y —F,(%), o,=2— F(x) 
und also 


Oy 02 02 Oy 


Unzulassig ist z. B. das Gleichungenpaar 


00, Co, 00, 0a, 1 = 0: 


YN) ye) 
zur Darstellung der v-Axe. 


Nach diesen notwendigen Vorbemerkungen kommen wir nunmehr 
zur Sache. 
Invarianz- 1 - 
Kriterium Kine Flache 0 
fiir eine (a = 
Vache. (2, Y, 2) 
bleibt bei allen Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen 
Gruppe, welche x, y, 2 in %, y,, 4, tiberftihren, invariant dann und 
nur dann, wenn die Gleichung 
@(%1,%, %) = 9 
stets nur eine Folge von 
(a, y, 2) =9 
ist. Nach Theorem 16 des § 3, 11. Kap. kann die erste Gleichung 


auch so geschrieben werden: 
t t? 


Da sie fiir alle Werte des Parameters ¢ eine Folge von (a, y, 2) = 0 
sein soll, so folgt als eine erste, notwendige Bedingung, dass: 
Units y, 2) = 0 


sein muss vermoge a(x, y, 2) = 0. 
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Diese Bedingung ist nun aber auch hinreichend. Zum Nachweis 
dieser Behauptung deuten wir sie geometrisch. Es soll 


Seay, a @ 
Uo='s +15, +6 5, =9 


sein fiir alle Punkte der Fliche. Da wir nach den vorangeschickten 
Bemerkungen voraussetzen diirfen, dass nicht ftir alle Punkte der 
Oa? Dy? de 
so sagt diese Gleichung aus, dass entweder § = y = £ = (0 ist fiir alle 
Punkte der Fliche, d. h. alle Punkte der Flache einzeln invariant 
sind (nach § 3) — und dann ist auch die ganze Flache invariant —, 
oder aber dass fiir eimen allgemein gewiahlten Punkt der Flache 


—, 7, € proportional den Richtungscosinus einer Tangente der Fliche 
in diesem Punkte sind, denn = i oe sind proportional den Rich- 
L? OY’ C2 : 
tungscosinus der Flaichennormale des Punktes. In diesem Falle ent- 
halt also die Flache die Richtungen, welche die infinitesimale Trans- 
formation Uf der Gruppe ihren Punkten zuordnet, und folglich auch 
die Bahncurven dieser Punkte (vgl. Satz 4 des § 2). Die Flache ist 
daher von oo’ Bahncurven. erzeugt und invariant. 


Also kénnen wir sagen: 


Fliche die Differentialquotienten gleichzeitig verschwinden, 


Satz 8: Hine Fldche oder Gleichung (a, y, 2) =O gestattet alle 
Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Rawmes 
dann und nur dann, wenn Uo =O ist fiir alle Punkte der Fldche, 
resp. Wertsysteme der Gleichung, vorausgesetzt, dass die Gleichung so ge- 


2 : ; BOS” OC GAG) ce ae “e 
waihlt ist, dass mcht etwa al By? Oe. stimtlich vermoge o =O ver- 


schwinden. 


An dieses Kriterium kniipfen wir noch einige Bemerkungen an. 
Da hiernach das Verschwinden von Uw vermége w =O eine rein 
begriffliche Deutung hat, naimlich die, dass w = 0 eine bei der Gruppe 
invariante Flache ist, und da diese Deutung von der Wahl der Ver- 
finderlichen und der speciellen analytischen Darstellungsform der Flache 
unabhangig ist, so folgt: 

Satz 9: Ist ber emer infinitesimalen Transformation Uf im drea 
Verinderlichen x, y, 2 der Ausdruck Uo (a, y, 2) =0 vermoge w(x, y, 2) = 9, 
so gilt das Entsprechende auch bei Einfiihrung anderer Verdnderlicher 
und unabhiingig von der Darstellungsform der Gleichung o = 0, voraus- 
gesetet nur, dass nicht mit wo auch die partiellen Differentialquotienten 
von o nach den drei Verdnderlichen stimtlich verschwinden. Natiirlich 


Tnvarianz- 


Kriterium 
fiir eine 
Curve. 
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wird auch angenommen, dass die Transformation fiir die in Betracht 
kommenden Wertsysteme regular ist. 

Das Kriterium Uo =0 vermége wo = 0 ergab sich zunichst als 
notwendig, indem wir die Reihenentwickelung (4) nur in ihren ersten 
Gliedern betrachteten. Hs liegt danach nahe, die Redeweise: eine 
Fliche @ = 0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, zu ge- 
brauchen, sobald Uw = 0 vermége w =O ist. Alsdann kénnen wir 
Satz 8 so aussprechen: 

Satz 10: Hine Fldche gestattet alle Transformationen emer ein- 
gliedrigen Gruppe des Rawmes, sobald sie thre infinitesimale Transfor- 
mation gestattet. 


Soll die durch die beiden Gleichungen 
©, (%, Y, #) = 0, (2, y, 2) = 0 
dargestellte Curve alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf 
gestatten, so miissen auch die durch eine beliebige dieser Transfor- 
mationen nach den Stellen (7,, y,, 2,) tibergefiihrten Punkte der Curve 
auf derselben liegen, d. h. es muss 


CO, (X15 Yr, %) =O, 9 (H,, Y,, 2,) = 0 
sein, sobald 
00, (2%, Y, 2) = 0, (.(H, Y, 2) =0 


ist. Wegen der Reihenentwickelungen: 
t ta 
0, (, Y) @) =F cn Uo, (2, y, 2) zs iho D U(Ua, (4, Y) 2) alk aa ae 0, 


t P 3 
0,(t, Y, @) ++ > Uo (my, 2) + gy UUor,(a, y, 2)) +--+ = 0 


der beiden ersten Gleichungen, und da dies ftir alle Werte des 
Parameters ¢ gelten muss, ergiebt sich zunachst als notwendige Be- 
dingung, dass 


(5) 


Ua, (a, y, 2) = 0, Ue,(a, y, #)=0 
sein miissen, sobald gleichzeitig @, = a, = 0 ist. F 
Dass dieses Kriterium auch hinreicht, wird durch seine geometrische 
Deutung klar: Die beiden Gleichungen 


(Vo, = 6 ga ge 
ie) eee) fan 4 ie 


die fiir alle Punkte der Curve bestehen sollen, sagen aus, dass ent- 
weder fiir alle Punkte der Curve § = 4 —=€ =O ist, d. h. dass alle 
Punkte derselben einzeln invariant sind, oder nicht. Da wir nach der 


(6) 
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zweiten der vorangeschickten Bemerkungen annehmen diirfen, dass 
die zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix 
do, 00, Ca, 


CL OY 10k 
00, OW, Os, 
On oY 04 


nicht samtlich fiir alle Punkte der Curve verschwinden, so sind die 
Gréssen 
0a, 00, 00, 


De? On? Tele 


und 

Ba Ba Bay 

Of. OU 02 
proportional den Richtungcosinus zweier verschiedener Normalen der 
Curve. Die Gleichungen (6) sagen demnach in dem zweiten Falle, 
dass §, » und € nicht fiir alle Punkte der Curve verschwinden, das 
aus, dass §, 7, € den Richtungscosinus der zu diesen beiden Normalen 
senkrechten Geraden, d. h. der Curventangente, proportional sind. Die 
Curve hat also in jedem ihrer Punkte die demselben von der infini- 
tesimalen Transformation Uf der Gruppe zugeordnete Richtung, mit 
anderen Worten: sie ist Bahncurve (vgl. Satz 4 des § 2) und als 
solche invariant. 

Satz 11: Eine Curve 
0,(@, Y, 2) = 0, (2, ¥, 2) = 0 

gestattet dann und nur dann alle Transformationen der von Uf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe des Raumes, wenn Uw, und Um, fiir alle Punkte 
der Curve verschwinden, vorausgesetzt, dass die Gleichungen der Curve 
so gewdhlt sind, dass nicht etwa alle zweweiigen Unterdeterminanten 
der Matrix 


00, 00, da, 
Ou oy Oz 
ae Ga, 9a, 
ig CG SOY e~ Oe 


fir alle Punkte der Curve verschwinden. 

Wie oben beim Satze iiber die Invarianz einer Flache bemerken 
wir auch hier, dass, da nach dem eben gefundenen Satze das Ver- 
schwinden von Uw, und Uw, vermége wo, = w, = 0 eine rein begriff- 
liche Bedeutung hat, dies Verschwinden unabhingig ist von der 
Wahl der Verdnderlichen und der speciellen Darstellungsform der 
Curve. Also: 

Satz 12: Ist be: einer infinitesrmalen Transformation Uf m x, y, @ 
sowohl Uw,(a, y, 2) als auch Ua,(a, y, 2) gleich Null vermoge 
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0; (a, Y) Z) Pate (2, Y; 2) =O, 
so gilt das Entsprechende, wenn neue Verdnderliche eingefiihrt werden, 
und bei jeder Darstellungsform des Gleichungssystems o, = 0, = 0, 
vorausgesetzt, dass diese Darstellungsform nicht etwa so gewahlt ist, dass 
die Differentialquotienten von a, nach den drei Verdnderlichen denen von 
a, nach denselben proportional werden vermoge wo, = 0, = 0. 

Die Redeweise: eine Curve , = @, =O gestattet die infinitesi- 
male Transformation Uf, sobald Uw, = Uw, = 0 ist fiir alle Punkte 
der Curve, liegt auch hier ausserordentlich nahe, da wir ja das Kri- 
terium zunichst als notwendiges ableiteten, indem wir in den Reihen- 
entwickelungen (5) nur die ersten Glieder beriicksichtigten. Deshalb 
sprechen wir Satz 11 auch so aus: 

Satz 13: Hine Curve gestattet die von der infinitesimalen Transfor- 
mation Uf erzeugte eingliedrige Gruppe des Raumes, sobald sie diese 
infinitesimale Transformation Uf zuldsst. 


§ 5. Hinige geometrische Beispiele. 


Im Anschluss an die auseinandergesetzten Theorien wollen wir 
beispielsweise alle Curven und Flichen bestimmen, welche die von 
einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugte eingliedrige 
Gruppe gestatten. Unter einer projectiven Transformation des Raumes 
versteht man eine solche, welche jeden Punkt des Raumes in einen 
Punkt und alle Punkte einer beliebigen Ebene des Raumes wieder in 
die Punkte einer Ebene, also auch alle Punkte einer Geraden — als 
der Schnittlinie zweier Ebenen — wieder in die Punkte einer Geraden 
tiberfiihrt. Man kann zeigen — worauf wir jedoch hier nicht ein- 
gehen — dass es unter diesen projectiven Transformationen auch 
solche giebt, welche vier ein Tetraeder bildende Punkte in Ruhe lassen. 
Wir wiahlen einen dieser Punkte zum Anfang und die drei anderen 
als die unendlich fernen Punkte der drei Axen. Man findet dann, 
dass das Symbol einer derartigen infinitesimalen ‘projectiven Trans- 
formation die Form pues 


Uf = an ot pe Cob ye ae 


wie wir ohne nihere Begriindung ies (Vgl. die verwandte 
Betrachtung in § 4 des 4. Kap.) 

Wir wollen also die bei dieser infinitesimalen Transformation Uf 
oder, was nach Satz 10 und 13 des vorigen Paragraphen dasselbe ist, 
die bei der eingliedrigen Gruppe Uf invarianten Curven und Flachen 
aufsuchen. 
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Die endlichen Gleichungen unserer Gruppe ergeben sich durch 
Integration des simultanen Systems 
ax di 
ree 
eo 1 1 
in der Form 
By == Te = yePt gi = Zert, 


Daher ergeben sich die Bahncurven durch Elimination von ¢ aus; — Bakneurven © 


e. inf. proj. 
Trf. d 
LES He, y=y er’, 2—zZ,er! Haeaned 
” SS, ORS 0 
in der Form: 
ae + 4 
(5) =(2)" =@)’ 
a) Yo % 


oder in der Form: 
1 at 


1 

a® = Ay? = Ber 
und sind im allgemeinen transcendente Curven. Bei besonderer Wahl 
der im Symbol Uf auftretenden Constanten a, 6, y sind sie jedoch 
algebraisch, so fir a=1, B=2, y=3 die Raumeurven dritter 


Ordnung: 
; y = Const. a, 2 = Const. 2°. 


Um sich eine Vorstellung vom Verlauf der Bahncurven unserer ein- 
gliedrigen Gruppe Uf zu machen, erweist sich folgende Bemerkung 
als ntitzlich. Die Gleichung 
ax? + By? + ye? = Const. 

stellt oot einander ahnliche und dhnlich gelegene Flaichen zweiten 
Grades mit gemeinsamem Mittelpunkt dar, deren Axen die Coordi- 
natenaxen sind. Die Gréssen ax, By, yz sind proportional den Rich- 
tungscosinus der Normalen der durch den Punkt (a, y, 2) gehenden 
Flache aus dieser Schar. Mithin sind die oo? Curven, welche alle 
jene oo! Flachen senkrecht treffen, die Integralcurven des simultanen 


Systemes 
dz dy dz 
woe By ye? 


also die Bahncurven unserer Gruppe*). 


*) Allgemeine Untersuchungen iiber gewundene Curven und Flachen, welche 
unendlich viele vertauschbare projective Transformationen gestatten, wurden zu- 
erst angestellt von Klein und Lie in den Comptes rendus 1870 sowie im dritten 
Bande der Mathematischen Annalen. Sodann gab Lie die Bestimmung aller 
Flichen, welche eine continuierliche projective Gruppe gestatten. — Die im 
Text gegebene einfache geometrische Definition aller gewundenen Curven, die 
eine allgemeine infinitesimale projective Transformation gestatten, riihrt von 
Scheffers her. 


Bei einer 
inf. proj. 
Trf. in- 
variante 
Flichen. 
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Ausser den Bahncurven kénnte es noch invariante Curven geben, 
die aus lauter invarianten Punkten bestehen. Aber da wegen 


ra) 7) 7) 
Ups awh + py Eh + ye of 


fiir diese Punkte die Bedingungen 
ax = py = ye=0 


bestehen, so ist klar, dass es im Endlichen nur einen invarianten 
Punkt, nimlich den Anfang, giebt, sobald «, 6, y alle drei verschieden 
von Null sind. Ist nur eine dieser Constanten gleich Null, etwa y, 
so bleiben alle Punkte der z-Axe einzeln in Ruhe. Die ¢z-Axe ist 
dann die einzige invariante Curve der gesuchten Art. Sind zwei Con- 
stanten gleich Null, etwa B und y, so bleiben alle Punkte der (yz)- 
Ebene in Ruhe. Jede in dieser Ebene gezogene Curve ist dann in- 
variant. 

Wir fragen nun nach den bei unserer eingliedrigen projectiven 
Gruppe Uf invarianten EF ldchen. 

Zunichst giebt es eine aus lauter invarianten Punkten bestehende 
Flache nach unseren letzten Bemerkungen nur dann, weun zwei der 
Constanten a, 6, y, etwa 6 und y, verschwinden. Hs ist dann die 
Hbene x = 0. 

Um sonstige invariante Flichen zu construieren, haben wir oco* 
Bahncurven zu einer Flache zusammenzufassen. Nun lassen sich die 
Gleichungen einer Bahncurve so schreiben: 

ge te 
Y= ax*, €=bx"*, 


B 


sobald, wie wir annehmen diirfen, « == 0 ist. Hier sind , a durch 


die infinitesimale Transformation Uf gegebene bestimmte Zahlen, a 
und b dagegen kénnen beliebig angenommen werden. Man erhilt ins- 
besondere oo’ Bahncurven, wenn man zwischen a und 0 eine Relation 


festsetzt: 
b= g(a). 


Alsdann erftillen diese oo! Curven die Flache: 


= “3 
ax *=gly-a *) 
oder: 
xy 
£= 2% Wly%- a8), 


Dies ist also die allgemeine Gleichung einer bei allen Transformationen 
der vorgelegten eingliedrigen projectiven Gruppe invarianten Fiche. 
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Wir wollen einige flachentheoretische Bemerkungen in betreff der 
Hauptiangentencurven dieser Fldchengattung ankntipfen. Leser, welche 
mit der Flachentheorie noch keine nahere Bekanntschaft gemacht 
haben, kénnen ohne Beeintrachtigung des Spiteren den Rest dieses 
Kapitels tiberschlagen. Bekanntlich hat eine Haupttangentenrichtung 
in einem Flachenpunkt die Higenschaft, dass, wenn der Punkt sich 
lings derselben bewegt, seine Tangentialebene um diese Richtung sich 
dreht. Jede Transformation unserer Gruppe Uf hat nun die Higen- 
ttimlichkeit, Geraden in Geraden, EHbenen in Ebenen itiberzufiihren. 
Da sie die Flache 

v . 

a= 2% wly"-a-?) 

in sich tiberfiihrt, so ergiebt sich, dass sie jede Tangentialebene der 
Flache wieder in eine Tangentialebene verwandelt. Wegen der obigen 
(rein projectiven) Definition der Haupttangentenrichtungen muss die 
Transformation auch jede Haupttangentencurve der Flache wieder in 
eine Haupttangentencurve derselben tiberftihren. Hs giebt somit eine 
bekannte infinitesimale Transformation Uf, welche die oo Haupt- 
tangentencurven der Flache unter sich vertauscht. 

Wir konnen z und y als Parameter auf der Flache 


se 
p= a® ylyt-a-P) 
betrachten und also die Differentialgleichung der Haupttangentencurven 
in a, y allein schreiben. Sie ist in dw und dy quadratisch und es sei 
Xdy — Ydx« = 0 


einer ihrer beiden linearen Factoren. X, Y sind hierin bekannte Func- 
tionen von « und y. Da die zu Xdy — Ydx =O gehorige Schar 
von Haupttangentencurven unsere projective Transformation Uf ge- 
stattet, so folgt, dass die Differentialgleichung: 

Xdy — Ydx = 0, 


die ja auch die der Projection jener Haupttangentencurven auf die 
Ebene z= 0 ist, die infinitesimale Transformation: 


0 0 
Vpsan sh + By fe 


galisst und daher den Integrabilitatsfactor: 


1 
pBXy—aYe 


besitzt (vgl. Theorem 8, § 1 des 6. Kap.). 


Lie, Differentialgleichungen. 17 
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Man kann also die Haupttangentencurven der Flichen von der Form 


ue 
so yly"-a-0) 
durch Quadratur bestummen. 
Bei der praktischen Ausrechnung wird es bequemer sein, so zu 
verfahren: 


Zunichst wollen wir £ mit 0 bezeichnen, also die Haupttangen- 
tencurven der Fiche 
gua oh -y*) 
bestimmen. Bekanntlich lautet die Differentialgleichung der Haupt- 
tangentencurven: 


rdxz® + 2sduady + tdy? =0, 


wo 

r= 55 8() — 1) oy BOI B— Lah Pty Brat Heyy", 
ae DONE. yor iste. O—2 ly 2a—1 

ie oy ee ON en wv, 

i= 7a ale = 1) aie UO 2 a)" A. g2g9— 28 yro—2 yr 


ist. Jeder der beiden linearen Factoren, in welche die Differential- 
gleichung zerfallt, stellt gleich Null gesetzt eine der beiden Scharen 
von Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die (vy)-Hbene 
dar und gestattet die infinitesimale Transformation: 


Vir Fo py oF 


Ks ist nun bequem, die Integration ne Hinfitihrung canonischer 
Verinderlicher nach § 5 des 6. Kapitels zu leisten. Es lassen sich 
namlich sehr leicht canonische Veranderliche angeben, z. B. diese: 


le x 


bea ey, Baas 
denn es ist dann: 


of 7 of 
VP=Ve- set Pape oe 
In den neuen Verinderlichen x, ) wird: 


1 
6= Ca i eb» 
und also: 


r= {d0(0 — 1) — B.(20— Bp — Lew’ 4 Brey’) x29, 


1 
ed { «(0 — B)ew Lane a Bry” A yr @ ead — @— 8) 
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— { o(a — ry’ ot ayy} rt a clad — 28)0, 
da earners ay: 
il 


1 
dy = r=" 8 dy + Br oF dy, 


sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven die Form 
annimmt: 


Ady? + 2Bdx dy + Cdy? = 0, 
wo: 


| 


1 wi iad 
7 (@— lw + ary’), 
(ad ae B)v’, 
a {wd(d — 1)b + Bla — Bey} 
ist. Man bemerke, dass A, B, C frei von y sind, denn auch 

v(a-" y*) = (x) 
enthalt nur y. Die beiden linearen Factoren: 

B Bt AC 

dye sol Ae) a= 0; 

in welche die Differentialgleichung zerfallt, ist also frei von y. Dies 
hatten wir nach Satz 9 des § 5, 6. Kapitel voraussehen kénnen. Die 
Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die Ebene z= 0 
haben also, geschrieben in yx, y, die Gleichungen: 


y + [FE AS az = Const 


Setzen wir hierin nach ausgefiihrter Quadratur wieder 


lea 
- y—f aye : 
Cis YU bia urs 


A 
B 
C 


lll Ill 


ein, so erhalten wir die Gleichungen geschrieben in den rechtwinkligen 


Coordinaten 2, y. 


Wir haben im Vorstehenden eine eingliedrige Gruppe betrachtet, 
welche von einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugt 
war. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass diese infinitesimale Trans- 
formation vier ein Tetraeder bildende Punkte invariant lasse. Es giebt 
aber auch projective Transformationen (Transformationen also, welche 
Ebenen in Ebenen iiberfiihren), bei denen es keine vier invarianten 
Punkte giebt, die ein Tetraeder bilden. Hierher gehért z. B. die a- 


finitesimale Schraubung lings der 4- Axe: 


of Of of. 
Uf a= a VGe +2 OY +m az 


Schrauben- 
flichen. 


Infinit. 
Spiraltrans- 
formation. 


Spiral- 
flichen. 
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Offenbar fiihrt dieselbe jede Ebene wieder in eine Ebene iiber. Wir 
fanden im 1. Beispiel zu Theorem 19 (in § 3), dass bei der von Uf 
erzeugten eingliedrigen Gruppe alle Schraubenflichen von gewisser con- 
stanter Steigung invariant bleiben, alle Flaichen also, welche durch 
Verschraubung einer beliebigen starr gedachten Curve lings der 2-Axe 
entstehen. Da die Schraubungen projectiv sind, so gilt fiir die Haupt- 
tangentencurven dieser Flichen dasselbe Raisonnement, wie friiher fiir 
die Flachen z= 2° p(a—6- y®), d. h.: 

Die Haupttangentencurven einer Schraubenfliche lassen sich durch 
Quadraturen bestimmen. 

Dies lisst sich auch so einsehen: Die Schraubungen lings der 
z-Axe sind sogenannte Bewegungen des Raumes, d. h. bei ihnen be- 
wegen sich alle Punkte so, als ob sie starr mit einander verbunden 
waren. (Vel. § 4 des 1. Kapitels.) Wenn eine Flache bei diesen 
Schraubungen invariant bleibt, so gestattet sie eine Bewegung in sich 
und bei einer solchen miissen natiirlich die Haupttangentencurven unter 
einander vertauscht werden. Dasselbe gilt aber offenbar auch von den 
Kriimmungslinien und den Minimalecurven der Schraubenfliche. Also 
gestatten die Differentialgleichungen dieser drei Curvenscharen, wenn 
sie in #@ und y allein geschrieben werden, die infinitesimale Trans- 
formation 


Thre Integration verlangt demnach nur Quadraturen. 

Die Haupttangentencurven, Kriimmungslinien und Minimaleurven 
emer Schraubenfldche lassen sich durch Quadraturen bestimmen. 

Wir erinnern, um eine dhnliche geometrische Anwendung zu geben, 
an die im 4. Beispiel zu Theorem 18 (in § 3) betrachtete dnfinitesimale 
Abmlichkeitstransformation in weiterem Sinne oder Spiraltransformation: 


Uf=yy + x0) SF 4 (— a pny) Et ne 
Man kann sie in der Weise herstellen, dass man eine unetidlich kleine 
Rotation um die z-Axe und gleichzeitig (oder darauf, was bei unend- 
lich kleinen Anderungen gleichgiiltig ist) eine unendlich kleine Ahn- 
lichkeitstransformation (dhnliche Vergrésserung oder Verkleinerung) 


vom Anfangspunkte aus ausftihrt. Die Flachen, welche bei der Spiral- 
transformation Uf invariant bleiben, nennen wir Spiralfldchen,*) insofern 


*) In den Math. Ann. Bd. 5 bemerkt Lie gelegentlich, dass auf Flichen, 
die eine infinitesimale projective Transformation gestatten, welche den imaginiren 
Kugelkreis in Ruhe lasst, sich die Kriimmungslinien sowie die Haupttangenten- 
curven bestimmen lassen, Gleichzeitig fiihrte er die Bestimmung ihrer geodatischen 
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als sie von oot Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf, die doppelt- 
gekriimmte Spiralen sind (vgl. das citierte Beispiel), erzeugt werden. 
Natiirlich fiihrt die infinitesimale Transformation Uf, als Verbindung 
einer infinitesimalen Rotation und infinitesimalen Ahnlichkeitstrans- 
formation, jede Haupttangentencurve, Kriimmungslinie und Minimal- 
curve der Flache wieder in eine Curve derselben Art iiber. Wenn 
also die Differentialgleichungen dieser Curvenscharen nur in 2, y ge- 
schrieben werden, so gestatten sie die infinitesimale Transformation, 


die aus Uf durch Fortlassung der Glieder in ue hervorgeht: 


08 
gate of ; of 
Vp(yt+ x0) E+ (a tay) F, 
und sind also nach Theorem 8 des § 1, 6. Kapitel, durch Quadraturen 
integrierbar: 
Die Haupttangentencurven, Kriimmungslinien und Minimalcurven 
emer Spiralfldche lassen sich durch Quadraturen bestimmen. 


Kapitel 13. 


Erweiterte Gruppe von Punkttransformationen der Ebene. Endgiiltige 
Erledigung der Probleme, betreffend die Differentialgleichungen 
erster Ordnung, welche eine infinitesimale Punkttransformation 
zulassen. 


Wir erinnern an die zu Beginn des 11. Kapitels gemachte Be- 
merkung: Damals hoben wir hervor, dass die in der zweiten Ab- 
teilung entwickelte Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung 
in zwei Variabeln w, y, welche eine infinitesimale Transformation ge- 
statten, noch nicht zu einem vollig befriedigenden Abschluss gebracht 
wurde, dieser vielmehr zunachst noch die Betrachtung von eingliedrigen 
Gruppen in drei Veranderlichen erfordere. Nunmehr werden wir bald 
erkennen, inwiefern solche Gruppen in drei Veranderlichen mit der 
Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung in zwei Verinder- 
lichen zusammenhingen, Wir werden nimlich die drei Variabeln 


Curven auf die Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung zuriick. 
Die Bezeichnung Spiraifliche fiihrte er gelegentlich im norwegischen Archiv 
1878 ein. Die auf Spiralflichen abwickelbaren Flichen betrachtete zuerst Levy; 
Darboux zeigte, dass diejenige Differentialgleichung erster Ordnung, welche 
nach Lie’s Untersuchungen die geodiitischen Curven einer auf eine Spiralflache 
abwickelbaren Flache liefert, Riccati’sche Form erhalten kann. 
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nicht wie bisher als Punktcoordinaten im Raume deuten, sondern von 
einer eigentiimlichen und sehr fruchtbaren Interpretation derselben als 
Coordinaten eines sogenannten Linienelementes in der Ebene Gebrauch 
machen. Unser Nichstes ist daher, diese Deutung auseinander zu setzen. 


§ 1. Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene. 


(1) ty = 9, y); Y= Ve, y) 
eine vorgelegte Transformation der Punkte (a, y) der Ebene in die 
Punkte (x, y,) derselben, indem wir unter w, y rechtwinklige Punkt- 
coordinaten in der Ebene verstehen. 

Fiihren wir diese Transformation (1) auf irgend eine vorgelegte 
Curve ¢: 


(2) y — F(a) =0 
aus, so geht diese Curve ¢ in eine in 2, y, geschriebene Curve ¢: 
(3) DI GH EA 


tiber. Durch die Gleichung (2) aber wird jedem Punkte (a, y) der 
ersten Curve c eine tangentiale Fortschreitungsrichtung zugeordnet, 
deren Neigung 


, ai Ui 
J =a =F) 


ist. Auch dem Punkte (#,,y,), in welchen dieser Punkt (x, y) der 
ersten Curve c bei der Tranformation (1) iibergeht, gehért als Punkt 
der transformierten Curve ¢, eine gewisse tangentiale Fortschreitungs- 
richtung zu: 


r__ ay, , 
Ae gid some Fy’ (%): 
Ks ist nun zu bemerken, dass sich diese durch a, y und die Neigung 
y im urspriinglichen Punkte (a, y) allein ausdriicken lasst. 
Ks ist namlich nach (1): 


C8) POD a TO ae, 
4) yf ah deen _ Fa OF Gy MY _ Ga T By® 
it Sp eo San : 


dx, dg (x, y) CF ae fe ae dy oe + sey 
Man kann hiernach y,’ berechnen, sobald die Transformation (1) vor- 
gelegt ist und die Werte von x, y, y’ gegeben sind, ohne dabei die 
Gleichung (2) der urspriinglichen Curve ¢ zu benutzen. 

Denken wir uns also eine zweite Curve c gegeben, welche die 
erste c in dem betrachteten Punkte (a, y) beriihrt, so hat sie in diesem 
Punkte dasselbe y'. Durch (4) ergiebt sich daher fiir die Curve ¢,, 
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in welche ¢ durch die Transformation tibergefiihrt wird, in dem Punkte 
(%;,%), der den beiden Curven ¢, und ¢,' angehért, genau dieselbe 
tangentiale Fortschreitungsrichtung y,’ wie fiir die erste transformierte 
Curve ¢,, d. h. auch die transformierten Curven ¢, und ¢,/ beriihren 
sich daselbst (Fig. 23). 

Eine Punkttransformation (1) fihrt also Curven, die sich beriihren, 
m ebensolche tiber. : 

Diese Thatsache wird dem Leser schon bekannt sein, wenn wir 
auch frtther nicht ausdriicklich darauf hingewiesen haben (— wohl 
aber haben wir sie in einigen geo- 
metrischen Beispielen bereits stillschwei- 
gend als bekannt vorausgesetzt —). Sie 
erscheint ja auch ziemlich selbstver- 
standlich. Ihre analytische Erklirung 
liegt in der Formel (4), welche die 
nicht sofort als ganz selbstverstindlich 
erscheinende Thatsache ausdriickt, das 
die transformierte Richtung y, nur von 
x“, y und y’ und natiirlich der Trans- 
formation (1) selbst, nicht aber von der angenommenen Curve abhinet. 

Wir werden dies Ergebnis deshalb ganz von der Annahme einer 
Curve ablésen und bediirfen dazu eines naheliegenden geometrischen 
Bildes: Wir wollen den Inbegrijf emes Punktes (@, y) und einer hin- 
durchgehenden Richtung, deren Winkel mit der x-Axe die trigonometrische 
Tangente y' habe, em Linienelement nennen und «, y, y als die Bestum- 
mumgsstiicke oder Coordinaten desselben bezeichnen. 

Unter y' haben wir uns also nicht notwendig einen Differential- 


d : 
quotienten oA vorzustellsn, sondern nur eine Zahl zur Bestimmung 


einer Richtung. Z. B. cz =y=y =O stellt den Inbegriff des An- 
fangspunktes und der durch ihn gehenden Richtung langs der x- Axe 
dar, 7 =0, y= 1, y = 1 den Inbegriff des Punktes y = 1 der y-Axe 
und der hindurchgehenden zur z-Axe um einen halben rechten Winkel 
geneigten Richtung u. s. w. 

Das Linienelement (x, y, y’) ist, so kénnen wir auch sagen, der 
Inbegriff des Punktes (#, y) und der hindurchgehenden Richtung lings 
der Geraden, welche die Gleichung hat: 


by-—y—y¥E—2)=4, 


wo t, ) die laufenden Coordinaten bedeuten sollen. 
Nunmebr kénnen wir unsere friihere Betrachtung so zusammen- 


Linicn- 
element, 
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fassen: Bei einer vorgelegten Punkttransformation (1) der Ebene werden 
auch die co* Linienelemente (x, y, y) derselben in emer ganz bestimmten 
Weise transformiert, ndmlich durch die drei Gleichungen: 


6 7 
ear 
(5) X= 9(%,%) A= 44%) W=35 Goo 
aT By 4 


prweiterte Wir nennen diese Transformation der Linienelemente die erwedterte 
formation. Punkttransformation (1). 
Will man bei vorgelegter Transformation (1) den Wert von y;,’ 
bilden, so hat man also zu berechnen: 
dy 
, an 
(6) abe dx, ? 


da 


indem man hierbei wahrend der Differentiationen von x, und y, nach 


w die Veranderliche y als Function von x auffasst, also Law setzt. 
y ) ne y 


Fassen wir nun alle oot Linienelemente einer Curve y = I(x) 
ins Auge. Sie werden dargestellt durch die beiden Gleichungen 


y= F(a), ¥ =F’ (a). 


Die vermége (5) transformierten Linienelemente (w,, y,, y,/) werden 
gegeben durch: 


= (a, Fa), 4 =0@,F@), W=|55 45 

de Oy > lee 
Die beiden ersten Gleichungen, welche x, und y, durch eine Variabele x 
ausdriicken, stellen die Curve dar, in welche die vorgelegte Curve bei 
der Transformation iibergeht. Der Punktort der transformierten Linien- 
elemente ist also der transformierte Punktort der urspriinglichen Linien- 
elemente. Die Richtungen y, der neuen Linienelemente werden ge- 


geben durch 
Cp (x, y) ali Op (a, y) yf 


y aa fi Ox Oy x4 
t 09 (a, Ya Og (x, Y) 
Ox Oy y= (e 
y = F(a) 


Aber diese Gleichung giebt die Tangentialrichtung der Curve 


. t= p(a, 1) 1 p(w, Ey, 
Somit folgt: 
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Satz 1: Die Linienclemente einer Curve y = F(x) verwandeln sich 
bei einer erweiterten Punkttransformation 


ow . Ob , 
: Mn ees oy 
2 yp (a, Y); Uh = W(x, Y), y= Ee aE 

ox ' Oy ! 


in die Linienelemente der Curve, in welche y = F(x) vermige der Punkt- 
transformation 


a ae : Uy p(x, Y); Uh = pz, y) 
tibergefiihrt wird. 


1. Beispiel: Bei der Translation langs der x-Axe Beispiele. 
Marta Ay 
wird: 
dy, 
; dx D 
Ui Gao 4d 
da 


Die erweiterte Transformation lautet also: 
%=H£+a, W=Yy nh =y. 

Das Linienelement (4, y, y’) wird dem- y 

nach durch diese Transformation pa- | 


rallel mit sich verschoben, was geo- 
metrisch einleuchtet (Fig. 24). 


2. Beispiel: Bei der Rotation: 


“L,=xXcosa —ysina, ae 


Se 
<4 Ya 
=—= # Sin & COS & ‘ 
; YW Tae Fig. 24. 
wird 
dy, 
pe dx sina+t+y cosa 
I. ~ da, — cosa — yf’ sin aw’ 
Lx 


sodass die erweiterte Transformation lautet: 


L,=xLcosa—ysing, 
y, =x sina + ycosa, 
Teme Tia 


UA ers Bee y’ te oo 
Man bemerkt, dass hier y,’ ganz frei von a und y ist, d. h. dass alle 
Linienelemente, welche dasselbe y’ haben, also einander parallel sind, 
durch die Rotation in ebensolche tibergeftihrt werden, was auch geo- 
metrisch einzusehen ist. 
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5. Beispiel: Bei der affinen Transformation 


rae AS pt) ea | 
ergiebt sich 


ayy 
a ae y ; 
1 aa Fm 
dix 
Die erweiterte Transformation ist also: 
ihe 
De IE Oy ni ac Pe 


4. Beispiel: Bei der Ahnlichkeitstransformation 


L,= ML, Y, = my 


ist 
dy, 
; dx my’ , 
M1 — dee a ar? 
dx 


also die erweiterte ‘'ransformation: 
if lA 
L, = ML, 4, = My, y=. 
5. Beispiel: Die Transformation: 


w= 42 -+ — raga? Y=9Y+ i 


verschiebt alle Punkte um die Sik Strecke @ auf ihren Radien- 
vectoren. Hier ist 


Wipe ec age y Ver +yet aay — ya 
da, Yat + — yay — ya 


Hier hangt also y,’ von y’ und auch von w und y ab. 


S$ 2. Erweiterung einer eingliedrigen Gruppe von Punkttrans- 
formationen der Ebéne. 


Nehmen wir jetzt an, es sei eine eingliedrige G rruppe von Punkt- 
transformationen in der Ebene vorgelegt: 


(7) Ly = (4, Y,4), Y= VY, a) 

mit dem Parameter a. Die Schar dieser oo! Transformationen soll 
also die Higentiimlichkeit haben, dass zwei Transformationen derselben 
nacheinander ausgeftihrt, also etwa (7) mit bestimmtem Parameter- 
wert @ und darauf die Transformation 


(8) Ly = P15 411%), Yo = P(X, My) 
mit dem Parameterwert a,, aquivalent sind einer gewissen einzigen 
von @ und a, abhingigen Transformation der Schar: 
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(9) Yoo p(x, Y; b), UP re p(a, Y, b), 
wo also b eine gewisse Function von a und a, bedeutet: 
6 = A(a, a,). 


Wir konnen alsdann jede dieser oo! Punkttransformationen in 
der im vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Weise erweitern. 
Jede liefert dann eine Transformation der Linienelemente (a, y, y’) 
der Ebene. Es liegt die Vermutung sehr nahe, dass diese co! erwei- 
terten Transformationen ebenfalls eine eingliedrige Gruppe, und zwar in 
den drei Verdnderlichen x, y, y’, bilden. 
Zum Beweise dieser Vermutung erweitern wir die beiden nach- ee 
einander auszuftthrenden Punkttransformationen (7) und (8). Dies giebt: fer Brvet 
dy, __ dp(x, y, a) 


Gruppe 


da, Ape, y, 4) 


(7) = p(x, Y, a), y= (4, Y) a), y= 
und 

hor ' A Ys Aw(%,, Y,, a 

(8°) % = P(X, %1, %), Yo = V(Zi, M1, %), yy = Gt — eget 
Die Differentiationen sind hier natiirlich so zu verstehen, dass nach 


der Bildung der Differentiale — =y und 7 


Die Gleichungen (7), (8) und (9) geben nun: 
dYs ee dp (x,, >» a,) —— d(x, Y; b) 
di, = dp (x, , Yr» a) we dg (x, Y, b)’ 
d. h. eliminiert man aus (7) und (8’) die Zwischenwerte w,, y, und 


ay, __ Y,, so kommt: 


an, 


=—¥, zu setzen ist. 


(9’) a aes gy (x, Y) b), = va, Y; b), Y2 = ee 7 R . 
Also ist die Aufeinanderfolge der erweiterten Transformationen (7’) und 
(8’) aquivalent der Erweiterung (9°) von (9), mit anderen Worten: 
Die erweiterten Transformationen der vorgelegten Gruppe bilden 
wiederum eine Gruppe. 

Bezeichnen wir die Transformation unserer vorgelegten Gruppe, 
welche dem Parameterwert a zugehort, mit Z,, die erweiterte Trans- 
formation mit 7,’, so haben wir also bewiesen, dass aus 


wh) thes ae Shes 


folgt: 

1 ES Sd 
in Worten: Ist die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 7, und Ty, 
der urspriinglichen Gruppe Aquivalent der Transformation Ti,q,) der- 
selben, so ist die Aufeinanderfolge der beiden aus 7, und 7, erweiterten 
Transformationen 7, und Z,,/ aquivalent der aus Za a,) erweiterten 
Transformation 7, a): 
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Es moége insbesondere @ der Parameter der zu 7, «versen 'Trans- 
formation J; der gegebenen Gruppe sein. Ihre Reihenfolge 7,7; 
hefert die identische Transformation 


a cae or NG BO aa te 
Erweitert man diese, so kommt: 
' dy dy 7 
Ui ernment UE 
d. h. die identische Transformation in 2, y, y': 
=f, w=) W=y- 


Demnach ergiebt sich, dass die Aufeinanderfolge 7, 7; der aus 7, und 
der dazu inversen Z'; erweiterten Transformationen der identischen 
Transformation in a, y, y’ aquivalent, d. h. dass 7; zu T,/ invers ist. 

Theorem 20: Erweitert man eine eingliedrige Gruppe der 
Ebene mit paarweis inversen Transformationen: 


@, = 9(2,%%), 4 = ¥@Yy, 4) 
durch Beriicksichtigung der Transformationen des Differential- 


ee?) :. 
quotienten y = aoe so bilden die erweiterten Transformationen 
a + ge y’ 
d 4 Ox oy 
f= 9(%,Y,%), 4, =¥(%Y,%), = ena 
Cx Cy y 


wieder eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen im Gebiet der drei Verdnderlichen x, y, y. Giebt 
die Reihenfolge zweier Transformationen der urspriinglichen 
Gruppe, welche den Parameterwerten a, a, entsprechen, eine 
Transformation mit dem Parameterwert b=A(a, a), so gilt 
dasselbe von den entsprechenden Transformationen der erwei- 
terten Gruppe. 

Unser Theorem kann in mehr geometrischer Hinkleidung auch so 
ausgesprochen werden: 

Satz 2: Werden die Punkte (x, y) der Ebene durch eine eingliedrige 
Gruppe transformiert, so werden gleichzeitig die Linienelemente (x, y, y’) 
der Ebene durch eine eingledrige Gruppe, die sogenannte erweiterte 


Gruppe, transfornuert. 


Geome- 
trische Ver- 
anschau- 

lichung. 


Wir wollen die obige Beweisftihrung noch anschaulich geometrisch, 
wenn auch in nicht ganz scharf formulierter Weise wiedergeben: 

Hine Punkttransformation T, der gegebenen Gruppe von oo! Punkt- 
transformationen der Ebene fiihrt die Punkte p derselben in Punkte 
p, tiber. Man kann die zugehérige Transformation der Linienelemente 


= 
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geometrisch so herstellen: Kin Linienelement, bestehend aus p und 
emer beliebig gewahlten hindurchgehenden Richtung g, wird durch 
die erweiterte Transformation 7, in ein Linienelement, bestehend aus 
p, und einer gewissen durch p, gehenden Richtung g,, transformiert. 
Um diese Richtung g, zu construieren, nehmen wir auf g einen dem 
Punkte » unendlich benachbarten Punkt g an. Er wird durch 7, in 
emen dem Punkte p, unendlich benachbarten Punkt q, auf der ge- 
suchten Richtung g, iibergefiihrt, und 


g, kann hiernach bestimmt werden. Sei I 
nun 7,, eine zweite Transformation der 

gegebenen Gruppe, welche wir nach 7, Gi 
ausfiihren. Sie bringt p, und q, in ve were 
neue einander unendlich benachbarte aes. NS 


Lagen p,, g, und die zu 7, gehdrige 7 
erweiterte Transformation 7,’ fiihrt dem- |” : 
nach das Linienelement (p,, g,) in das “| / Tae) 
Linienelement (p,, g,) tiber, dessen Rich- P Gl es 
tung g, die von p, nach q, ist. (Fig. 25.) 
Da nun 7, 7,, = Tw,«), 4. h. Aquivalent einer anderen Transformation 
der vorgelegten Gruppe ist, so wird Ziq, die Punkte p, q direct 
nach p,, g, fiihren. Die aus Ta,., erweiterte Transformation TZ(, 4) 
muss deshalb notwendig das Linienelement (yp, g) in das Linien- 
element (p,,9_) tiberfiihren. Dies gilt fiir alle Linienelemente (y, g) 
der Ebene, und so folgt, dass mit 


LaLa, rez Ta, a) 


Fig. 25. 


auch 
oj , / 
Iv Lin, tk La, a.) 
ist, was zu beweisen war. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von Ahnlich- 
keitstransformationen: 
Li ~ Yea Y. 


Die erweiterten Transformationen ~ 
i= AL, Y= ay, Y=y 
bilden offenbar ebenfalls eine eingliedrige Gruppe. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige canpee von Rotationen 
um den Anfangspunkt: 


%, = £ cos ao — y sin @, Y, = @ Sina + y cos a 


Die erweiterten Transformationen sind hier (vgl. 2. Beispiel des § 1): 


Beispiele. 
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: : , sina + y' cosa 
Xv, =X COS a — y SIN & = SIU Y COS @ Fg ei sis st ae F 
1 Y ek es +Yy > WN Conon usin 


Wir verificieren, dass sie eine Gruppe bilden und fihren zu dem 
Zwecke diese und die Transformation: 

sin a, + y,cos a, 
Cos a, — y,'sin o, 


. * ct 
Ly =X, COS & — Y, SING, Yo—= A, SING, + Y, COS H,, Yo= 


nach einander aus. Eliminieren wir 4, y,, y, hieraus vermége der 
drei ersten Gleichungen, so kommt zunichst bekanntlich: 


y = x cos (a + a,) — y sin (a + «a,), 
Yo = & Sin (a + a) + y Cos (@ + oy) 
und tiberdies: 


, sin ot, (cos w — y’sin o) + cos a, (sina + ycosa) 
2 ~ cos a, (cos « — y’ sin oe) — sin o, (sin w + cos a) 


__ sin(e + a) + y/cos(e +e), 
~~ cos(« + o,) — y’sin(@ + 0) 


§ 3. Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe. 


Hat man aus einer eingliedrigen Gruppe von Transformationen 
der Punkte (w, y) die erweiterte eingledrige Gruppe der Linien- 
elemente (x, y, y’) der Ebene construiert, so ist die letztere eine 
Gruppe in den drei Veranderlichen x, y, y’. Wir stellen uns die 
Aufgabe, alle Gleichungen (x,y, y’) == 0 zu finden, welche die er- 
weiterte Gruppe gestatten. Um diese Aufgabe anschaulich zu erledigen, 
werden wir bis auf weiteres x, y, y nicht gerade als Coordinaten 
eines Linienelementes, sondern als Cartesische Coordinaten eines Punktes 
im gewohnlichen Raume auffassen. Natiirlich bleibt die erweiterte 
Gruppe auch dann noch eine Gruppe, und zwar wird sie zu einer 
eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen des Raumes («, y, y’). 
Diese Deutung liefert zu jedem Linienelemente («, y, y’) der (wy)-Ebene 
einen bestimmten Punkt (#%, y, y) des Raumes und umgekehrt. Die 
Linienelemente der Ebene sind also dadurch eindeutig auf die Punkte des 
Raumes bezogen, auf sie abgebildet*). Im Raume besitzt nun die erweiterte 
Gruppe — diese also aufgefasst als eine Gruppe von Transformationen der 
Punkie (x, y,y) des Raumes — gewisse invariante Curven und Flachen, die 
wir nach den friiher gegebenen Regeln zu bestimmen vermégen. Diesen 


*) Diese Abbildung der Linienelemente der Ebene auf den Punktraum be- 
nutzte Lie in grosser Ausdehnung in seinen Untersuchungen im norwegischen 
Archiv, 1878 u. 1879, tiber Gruppen von Beriihrungstransformationen. Dass man 
es hierbei erreichen kann, dass die Linienelemente jeder ebenen Curve sich als 
die Punkte einer Raumcurve abbilden, deren Tangenten einem linearen Linien- 
complexe angehéren, hatte er schon 1874 in den Géttinger Nachrichten angedeutet, 
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Curven und Flachen entsprechen vermége unserer Abbildung gewisse 
aus Linienelementen (x, y, y’) bestehende Gebilde in der Ebene, die 
bei der erweiterten Gruppe — diese jetzt als eine Gruppe von Trans- 
formationen der Linienelemente aufgefasst — invariant sind. 

Es eréffnet sich hiermit also ein Weg, die bei einer erweiterten 
Gruppe vorhandenen invarianten Gebilde von Linienelementen vermége 
uns schon bekannter Regeln zu bestimmen. Dazu aber bediirfen wir, 
wie bekannt, der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe; 
zunichst werden wir daher diese aufsuchen. 


Es sei Sos 
eae 7) re 7) if rr wel ia 
Upc E(a, y) Ox ahi n (2, y) Oy es Gus 


die infinitesimale Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe 
von Punkttransformationen der Ebene. Bekanntlich kénnen wir dann 
die endlichen Gleichungen der Gruppe in Form von Reihenentwicke- 
lungen schreiben (vgl. Theorem 4 des § 3, 3. Kap.): 


=o + te + 75 UUs) +- 
= y+ tn t+ p53 Uy) +-- 
Demnach kommt: 


ee (On One, 
Fee ig ON iy eel tag?) 
yy; dx, dx +tdé+.--. ae pee say onl 
x 


Nun lisst sich der reciproke Wert der Potenzreihe nach 2: 
0 Of ? 
14+¢(24+ Fy) +p56)+- 


bekanntlich ebenfalls in eine Potenzreihe nach ¢ entwickeln und zwar 
beginnt sie mit den Gliedern: 

0€ 0é 

1 (5 al Oy 


y) + tel oh 
Also ergiebt sich: 

, , On on , 

sirifpietitlachigy A) te o3} (Ut lGa ob ge) boon) a 
, 0 s 0g 

=y+i(1+$ Ty — sey — any) +: 
Gehen wir nun zur infinitesimalen Transformation der erweiterten 
Gruppe tiber, so haben wir den Parameter ¢ unendlich klein, gleich 


Ot, anzunehmen und die Glieder zweiter und héherer Ordnung in d¢ 
za vernachlissigen. Daher folgt dann: 


Zt2 Kapitel 13, § 3. 


On 0g Cea ian G 
n= a+ dt(5 le al egg ) 


Bei der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe erfahren 
also 2, y und y’ die Incremente: 
Ox = Edt, dy = 701, 


’ On 0g , 0g 19 
ov—=(52 be( spor aig i meg» ) oe. 
Mithin hat diese infinitesimale Transformation das Symbol: 
ees eNO, of on On CENT ees 7eNOT 
ieee ocean (nee ae ay lay 
das wir gelegentlich abkiirzend auch so schreiben: 
ee eG 0 
upaetn ta of, 
sodass also 7’ den Ausdruck bezeichnen soll: 
o& ’ 0g 192 
i= 54 b Ge ga) — 350" 


Satz 3: Wird eine eingledrige Gruppe von Punkttransformationen 
der Ebene (x, y) von der infinitesimalen Transformation 
ee ee ence 
upsetting 
erzeugt, so wird die erweiterte Gruppe der Linienelemente (a, y, y) von « 
der infinitesmalen Transformation 


« 


' 0 0 1 Oo 
Up=trtage tt oy 


erzeugt, wo 


7 oF (3 Jy i 
ist. 

Man sieht, dass zur Berechnung dieser infinitesimalen Trausfor- 
mation U’f der erweiterten Gruppe nur die Kenntnis von &, , also 
die Kenntnis der infinitesimalen Transformation Uf der ursprtinglichen 
Gruppe erforderlich ist. Wir kénnen demnach auch sagen, dass die 
infinitesimale Transformation U’f der erweiterten Gruppe direct als die 
Erweiterung der infinitesimalen Transformation Uf aufzufassen ist. 

Um sich die Form von U’f, insbesondere also um sich den Aus- 
druck y’ zu merken und fiir Berechnungen beqrem zur Hand zu 
haben, ist die Bemerkung von Nutzen, dass 7’ in der Form geschrieben 
werden kann: 

an dé 


te opsioy. Ulan 


Die infinitesimale Transformation der crweiterten Gruppe. ilies 


€ 


wenn man nur bei der Differentiation nach w die Verinderliche y als 


Function von x auffasst, also ee =y setzt. 


Ks erscheint zweckmissig, zur Ableitung der erweiterten infini- Bone 
: . . A : , bleitung 
tesimalen Transformation eine zweite Methode zu entwickeln, da sie dieser int: 


sich durch Ktirze auszeichnet, wenn sie auch nicht so elementar wie ce 
die obige ist. Sind 
v= (ay, t), y= v(z,y,t) 
die endlichen Gleichungen der Gruppe Uf, so sind bekanntlich £ und 
y als die Ableitungen von x, und y, nach ¢ fiir den Wert von #, 
welcher der identischen Transformation entspricht, also etwa fiir 
t= 0, aufzufassen. (Vel. § 5 des 2., § 2 des 3. Kapitels.) In den 
Incrementen: 
Of = £01, Oy =a 0t 
oder in 
Ox Ces 
rap tee g, Sb oe 
kann also das Zeichen 0 als Differentiationszeichen nach ¢ fiir ¢ = 0 
aufgefasst werden. Nun ist: 
,_ dy 
Ys dx? 
also 
dy 0) C) 
dy a aN AA ier aa Bs 
Grrr SOs ey aC ES 
Die Operationen d und 0 diirfen nach einem Satze der Variations- 
rechnung vertauscht werden und es kommt also: 
0) Oe 
Te dr=d St -- gag 3 
of ae 
DE atl i 
oder wegen pater HIE 
byd Midnunidy Aaya bh ats 7 AS 
Ot dx  dxdsz da * dx’ 
und dies ist in der That der oben fiir x’ erhaltene Wert. 
1. Beispiel: Erweitert man die infinitesimale Translation: Bolsptele’ 
of 
oy’ 


so erhilt man offenbar genau dieselbe infinitesimale Transformation, 
da hier £=0, 4 = 1, also 7/=0 ist. Andererseits wissen wir, es 


ist a die infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe 


Lie, Differentialgleichungen. 18 
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M= 2, y-=yrt, 

deren erweiterte Gruppe lautet: 

t=2, W=ytt way 
und auch 5c zur infinitesimalen Transformation hat. 
2. Beispiel: Die Erweiterung der infinitesimalen Rotation: 
Seer of 

Oe ae 


liefert die infinitesimale Transformation der Linienelemente: 


i a a sth 
UfS—ys tet ty gy 
denn hier ist = — y, 4 = 2, also Ae ye ioe 


Man kann sie auch so erhalten: Uf ist infinitesimale Transformation 
der Gruppe von Rotationen: 
“,—=xeost—ysint, y,—=xsint+ y cost, 
bei der, wie friiher berechnet, 
,__ sint + y'cost 
1 cos t — y' sin ¢ 
ist. Fir ¢ = d¢ giebt dies bis auf unendlich kleine Gréssen héherer 


Ordnung: 


2 Ot i / , £ "2 
y= td = (OF) + bt) =o + + 9) 8, 


sodass in der That 


dy=(1+y*)dt 
wird. 


§ 4. Neues Kriterium dafiir, dass eine Differentialgleichung erster 
Ordnung in 2, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. 


Jetzt sind wir soweit, dass wir tiefer auf die Theorie derjenigen 
gew. Differentialgleichungen erster Ordnung in 2, y eingehen kénnen, 
welche eine gegebene eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
gestatten. Wir nehmen also gewisse Probleme der zweiten Abteilung 


hier wieder auf. 
Hine Differentialgleichung erster Ordnung in w, y hat die Form 


(10) 2(2, Y; y) = 0). 

(Friiher nahmen wir sie immer in aufgeloster Form Xy’— Y = 0 an.) 
Wahlt man 2, y ganz beliebig, so bestimmt sie y’. Diese Gleichung 
wird daher von oo? der co® Linienelemente der Ebene erfiillt. Diese 
hingen mit den Integralcurven eng zusammen, denn die Tangente der 
durch den Punkt (w, y) gehenden Integralcurve hat eine Neigung y/, 
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welche mit # und y zusammen die Differentialgleichung erfiillt, d. h. 
Jene oo* Linienelemente, welche der Gleichung & = 0 geniigen, stellen 
sich dar als die co? Linienelemente, deren Richtungen die Integral- 
curven in ihren Punkten beriihren. (Fig. 26.) Die Integraleurven 
sind also die oot Curven, welche von jenen oo? Linienelementen ein- 
gehiillt werden. 

Wenn insbesondere die Gleichung (10) y’ selbst gar nicht enthilt, 
stellt sie allerdings keine Differentialgleichung mehr vor, aber sie 
definiert dann immer noch oo? Linienelemente. Wahlt man nimlich 
in diesem Falle x beliebig, so wird durch die Gleichung y bestimmt, 
wahrend y’ ganz willkiirlich bleibt. Hine Gleichung zwischen x und y 


Fig. 26. Fig. 27. 


allein, die in gewohnlicher Auffassung eine Curve darstellt, wird also 
als Gleichung zwischen den Coordinaten der Linienelemente die co’ 
Linienelemente darstellen, deren Punkte auf jener Curve liegen, deren 
Richtungen aber beliebig sind. (Fig. 27.) 

Wir werden voraussetzen, dass die Gleichung (10) die Variabele . 
y wirklich enthalt. 

Verlangen wir nun, dass die vorliegende Differentialgleichung (10) 
die Punkttransformation 

Digs p (2, y), Ss p(x, y) 

gestatte, so soll das heissen, dass die Differentialgleichung, geschrieben 
in den durch diese Transformation eingefiihrten Variabeln dieselbe 
Form wie die urspriingliche hat. Fiihren wir aber die neuen Verander- 
lichen #,, y, ein, so haben wir fiir x und y die Auflésungen der 


2 Be ateire hay si 
Transformation zu setzen; ferner ist y= oe vermoge: 
ow , Oy, 


durch «,, y, und y, auszudriicken. Die Gleichung (10) in den drei 
Veriinderlichen a, y, y’ muss also invariant sein gegeniiber der Trans- 


formation: 
18* 
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ov ov, 
7 Ox oy 
%= 92,9), 2 =V4G9) HW = ap , Op ,? 
da! by" 


Diet Lo, die aber nichts anderes ist als die Hrweiterung der Punkttransfor- 


bei erweiter- 
ter Punkitr? ation. : 
Dies Ergebnis ist ganz unabhingig davon, ob die betreffende 


Differentialgleichung in aufgeléster Form 

Xy —Y=0 
vorliegt, wie in der 2. Abteilung, oder nicht. Hs gilt daher all- 
gemein der 

Satz 4: Hine Differentialgleichung erster Ordnung 

R(x, Y; y) = 

zwischen «, y gestattet die Punkttransformation 
t, = (a, Y); i pa, y) 

dann und nur dann, wenn die Gleichung 

2a, y, ¥) = 9 
in den drei Verdnderlichen x, y, y’ die erweiterte Transformation 


% = 9%), = Ve, Y, A= aki, 


2uldsst. 

Dieser Satz hat einen einfachen geometrischen Sinn: Dass nimlich 
die Punkttransformation x, =, y¥, = die Differentialgleichung 
8 == 0 in sich iiberfiihrt, bedeutet ja, dass sie ihre Integralcurven 
unter einander vertauscht. Dass andererseits die erweiterte Trans- 
formation die Gleichung 8 =O invariant lasst, heisst, dass sie ihre 
co”? Linienelemente unter einander vertauscht. Der aufgestellte Satz 
beruht nun darauf, dass die erweiterte Transformation nach Satz 1 
(§ 1) die oo’ Linienelemente einer Integralcurve in die oo! Linien- 
elemente derjenigen Integralcurve iiberfiihrt, in welche die erstere Curve 
vermége der Punkttransformation 2, =, y, = w iibergeht. 


Wenn wir nunmehr verlangen, dass die vorgelegte Differential- 
gleichung 
(10) R(x, Y; y) ==0) 


alle Transformationen der von der infinitesimalen Transformation 


0 
Ufaesi ay ot 


oy 
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erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte, so kommt dies nach dem 
eben Bemerkten darauf hinaus, dass die Gleichung (10), aufgefasst po 
als eine Gleichung zwischen ee Veranderlichen a, y, y’, bei allenbe Ge 
Transformationen der erweiterten Gruppe, die von FE infinitesimalen 


Transformation 


r of 0 p-OT 
Upset age 3 
erzeugt wird, invariant bleiben soll. 

Hin soleches Problem aber haben wir schon in der dritten Ab- 
teilung behandelt. Fassen wir namlich 2, y, y’ als rechtwinklige 
Punktcoordinaten im Raume auf, so stellt die Gleichung (10) eine 
gewisse Flaiche dar und wir verlangen, dass sie bei allen Transforma- 
tionen der eingliedrigen von Uf erzeugten Gruppe des Raumes in- 
variant bleibe. Nach Satz 8 des § 4 im 12. Kapitel ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass U’ vermége =O verschwinde. Erinnern 
Wir uns nun noch an die im vorigen Paragraphen entwickelte Form 
von U’f, so kénnen wir also den Satz aussprechen: 

Theorem 21: Die Differentialgleichung erster Ordnung zwi-ine 


Kriterium e. 


schen «x und y: Diffgl. 1. 0. 
Q(z, y, ¥) = 0 
gestattet die eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
Lg OD of 
Up == & Aa =) oy 


dann und nur dann, wenn der Ausdruck 
pee, 2 DOA Ombre Of) a. 08 NOR 
Se ae ieee erie aa) Y ay) By 


vermoge S& =O verschwindet, vorausgesetet dabei, dass die 


Differentialgleichung 2=—=0O nicht in einer solchen Form ge- 


; take LO TO ty. . a 
schrieben ist, in der ~, By Oy simtlich vermoge 2 = 0 


verschwinden. 


Vergleichen wir dies Kriterium mit dem friiher gefundenen 
(Theorem 9, § 2 des 6. Kap.), so erhellf unmittelbar ein bedeutender 
Vorzug des jetzigen: Damals nahmen wir die Differentialgleichung in 
aufgeléster Form 

Xy —Y=0 
an, jetzt kann das Kriterium aufgestellt werden, ohne dass diese Auf- 
lésung nach y/ notig ware. Hiermit findet also auch cine Bemerkung 
ihre Bestitigung, die wir friiher gelegentlich eines Beispiels machten 
(siehe 2. Beispiel des § 3, 6. Kap.). Wir wollen jenes damals durch- 
gerechnete Beispiel nach der jetzigen Methode behandeln. 


Beispiele. 
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i. Beispiel: Es handelt sich darum, zu beweisen, dass die Diffe- 
rentialgleichung der Schar der oo’ Kreise 
CO) pg tors 8) 
mit gleichem Radius 7 die infinitesimale Translation 


gestattet. Zuniichst ist die Differentialgleichung zu bilden. Zu dem 
Zweck differenzieren wir die Gleichung der Kreisschar: 
x—atyy=0 
und eliminieren also vermége z—a—=— yy den Parameter a aus 
ihr, wodurch die Differentialgleichung in der Form hervorgeht: 
2=/1+y7?%)—r =0. 
Die aus Uf erweiterte infinitesimale Transformation U’f ist, wie be- 


kannt, gleich Uf = ae und somit kommt sofort: 
, 62 

U2= = 0, 
denn 2 enthilt 2 gar nicht. Hiermit ist der Nachweis gelietert und 
zwar viel ktirzer als friiher. 

Recht deutlich tritt der Vorzug der jetzigen Methode auch bei 
den beiden folgenden Beispielen zu Tage. 

2. Beispiel: Die Schar der co’ Kreise, welche die beiden Coordi- 
natenaxen bertihren: 


(@— P+ y—o—e 


bleibt offenbar bei der infinitesimalen Ahnlichkeitstransformation 
Nee of 
Ufje= ta ty By 


invariant. Wir wollen verificieren, dass ihre Differentialgleichung diese 
infinitesimale Transformation gestattet. Um diese Gleichung zu bilden, 
haben wir ; 


(@— oh +o =e 
“ty —2caty)+e=0 


oder 


zu differenzieren: 

z+yy—ci+y)=0 
und ¢ zu eliminieren. Dies giebt die Differentialgleichung: 
2=(¢e+yPd+y%)—2e+tyy)@e@+yd+y+et+yy)=0. 


Uf giebt erweitert wie bekannt: 


(Pee gee OY, of 
OT UT ae ey Oy 
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Also ist: 
Fee OL DiQy 
UQ=2 ae ay = 
== eae Oa) ey) 2 yy) + ¥) + 
+2(@+yy)} + 
y91+ y= 2y¥@+yAd+y)—2e+ yy) A+y) + 


+2y(@+yy)} 
= 2. 


Also verschwindet in der That U’Q2 vermége 2 = 0, 

3. Beispiel: Die Schar der co* Tangenten des Kreises 7? + y?=1 
gestattet offenbar die eingliedrige Gruppe von Rotationen um den 
Anfangspunkt: 


1 3 2 
OS Sg ee 


Zur Verification dessen an der Differentialgleichung der Geradenschar 
haben wir erst diese zu bilden. Die Gleichung der Tangenten ist: 
ax + by—1=0, 
wo 
a 6? == | 
ist. Wir differenzieren: 
a+ by =0 
und eliminieren aus diesen drei Gleichungen a und 6. Dadureh geht 
als Differentialgleichung der Geraden hervor: 
reg (ey): al: 
Es ist hier 
. c= eet Dee Chita) sh, 
sodass sich ergiebt: 
U'Q= —y-Ay—ay jy —a2-2y—ay) ++ y%)2y +2y — vy) a) 
==2 9 (Ly? = y = 0) za2y& 


und dieser Ausdruck verschwindet vermége 8 = 0. 

Selbstverstandlich muss das in unserem Theorem 21 aufgestellte ne ae 
Kriterium sich mit dem friiheren decken. Wir werden es auf das foun tk 
friihere zurtickfiihren, indem wir die Differentialgleichung 82 = 0 in“ Mihere. 
der aufgelésten Form 

2= Xy¥—-Y=0 


annehmen. Dann kommt: 


Reduction 
auf cin 
friiheres 

Problem. 
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Gia ¥— D4 a(S oi ns 
PS a als ay.) x. 


COX 


Dies soll vermége 2 —0O, d. h. vermége y= > verschwinden. Es 
soll also die Identitét bestehen: 
ax ay ax OY Vue 
s( ¥—-sex) 405 Y-Z at Ret 


—5.)X¥-F v= 


oder, da . 
) Xx 


oy?’ 


OX 
peat tn 


und, wenn wie friiher 


oY oY 
Viz ba ath tae 


Af=xX5t+y¥5t 
gesetzt wird, auch 


eas 0& a on on 
Be ee ee 


ist: 
Y-UX—X-UY+X-An—Y-Ag=0O, 
doh. 
UX—AtE UY — Ay 
Xi ie me RN 
Dies aber ist das Kriterium in der zuerst aufgestellten Form*) (siehe 
Formel (7) des § 2 im 6. Kapitel). 


§ 5. Bestimmung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in 
“, Y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten. 


Wie wir es schon zu Beginn des § 3 ausgesprochen und auch 
im vorigen Paragraphen gestreift haben, kénnen wir jedes Linien- 
element (a, y, y’) der Ebene als einen Punkt (a, y, y’) des Raumes 
deuten. Die Differentialgleichung 


Xa, 4, y¥/) = 0 
stellt in dieser Auffassung eine gewisse Flache dar. Die Aufgabe, 
alle Differentialgleichungen erster Ordnung 2 = 0 zu finden, welche 
eine vorgelegte eingliedrige Gruppe Uf gestatten, kommt also auf 
das Problem des Raumes (a, y, y’) zurtick, alle Flachen oder Glei- 
chungen 820 zu finden, welche die von der erweiterten infinitesi- 
malen Transformation U’f erzeugte Gruppe des Raumes gestatten. 


*) Die im Texte ausgeftihrte Rechnung ist, wie der Leser leicht tibersieht, 
nicht wesentlich verschieden von der auf Seite 103, 104 durchgefiihrten. 
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Krinnern wir uns daher an das Problem, alle Flichen oder Glei- 
chungen 2 = 0 zu finden, welche eine eingliedrige Gruppe des Raumes 
(x,y, y') gestatten. Wir fanden frither (vgl. Theorem 19 des § 3, 
12. Kap.), dass es zweierlei invariante Flichen giebt, einmal die yon 
oo* Bahneurven der Gruppe erzeugten und dann die aus lauter in- 
varianten Punkten bestehenden. Von letzteren kann hier nicht die 
Rede sein. Da namlich den Punkten einer solchen Flache oo? Linien- 
elemente der Ebene entsprechen, so wiirden die oo? durch die be- 
treffende Gleichung (a, y, y’) =O definierten Linienelemente bei der 
infinitesimalen Transformation U’f in Ruhe bleiben. Diese kénnen 
aber nicht tiber die ganze Ebene verteilt sein, denn sonst miissten 
die co? Punkte dieser Linienelemente, d. h. alle Punkte der Ebene bei 
der infinitesimalen Transformation Uf invariant sein. Die oo? in- 
varianten Linienelemente miissten vielmehr so liegen, dass ihre Punkte 
nur eine Curve bilden. Dies aber kime, wie wir zu Beginn des § 4 
sahen, darauf hinaus, dass die Gleichung Q(z, y, y’) =O ganz frei 
von y’, also gar keine Differentialgleichung wire (vgl. Fig. 27). 

Wir haben also nur solche invariante Flichen 2(a, y, y’) =0 zu 
suchen, die yon oot Bahneurven der Gruppe U’f des Raumes (a, y, y’) 
erzeugt werden. 

Nach dem Friiheren (vgl. Satz 7, § 3 und Theorem 17, § 1 des 
12. Kap.) ergeben sie sich in allgemeinster Weise, indem wir zwei 
Invarianten der Gruppe U’f, d. h. zwei von einander unabhingige 
Lésungen wu, v der linearen partiellen Differentialgleichung U‘f = 0 
bestimmen und irgend eine Function derselben gleich Null setzen. 
Die entstehende Gleichung kénnen wir immer so schreiben: 

y — f(u) = 0. 
Natiirlich kann man eime der beiden Lésungen, etwa w, frei von y 
wahlen, denn nimmt man w frei von y an, so reduciert sich die Be- 
dingung U'u = 0 auf: 

Dee tay) 
On oy 

und diese lineare partielle Differentialgleichung ist auch frei von y’. 
Sie bestimmt « als Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf von 
Punkttransformationen, und uv = Const. stellt also die Bahncurven der 
Gruppe Uf in der Ebene dar. Nehmen wir an, diese Bahncurven seven 
uns bekannt, so kinnen wir eine zweite y' wirklich enthaltende Losung v 
der Gleichung U'f =0 immer durch Quadraturen finden. Wir werden 
dies auf zwei Wegen beweisen und heben hervor, dass die Beweis- 
methode, die sich zunichst darbietet, theoretisch nicht so einfach ist, 
"wie die zweite, nachher angegebene (S. 284). 


Erste 


Invariante. 


Zweite 


Invariante. 
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Um den ersten Beweis zu liefern, stellen wir das der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung U’f=0 iquivalente simultane System auf: 


Gey aye) ek dy Bu. f 
(11) € 4 n 5 abe dE a 
da! \Oy dal” dy? 


von dem wir nach Voraussetzung schon ein von y' freies Integral 
w(a, y) kennen. Vermége | 
ul, )=o | 


kénnen wir etwa y entfernen und erhalten eine Differentialgleichung 
erster Ordnung yon der Form: 


dyed Dre ih Bef Oatdn Bend, EEG 
(12) dx  € 0« a é Le 5) Y —& oy y 


zwischen den beiden Veranderlichen y’ und w, indem y iiberall ent- 
fernt ist. Diese Gleichung wird aber im allgemeinen die die Rolle 
einer Constanten spielende Grésse ¢ enthalten. 

ee Diese Differentialgleichung hat die Gestalt: 


dy 2: 
durch eine 


Sear Ly’ / r9 
eng (13) ae =X+Xy¥+ Ly’, 


wo X, X, und X, Functionen von w# (und c) sind. Wir bezeichnen 

sie wie tiblich als eine Riccati’sche Gleichung. 
Im allgemeinen wiirde ihre Integration nicht durch Quadraturen 
allen moéglich sein, aber in unserem Falle geht dies doch, weil uns 
Lastaniie DAmlich eine particulare Lésung derselben bekannt ist. Wir wissen 
chon Dats J Gass die Bahneurven der Gruppe Uf der Ebene bei dieser Gruppe 
invariant bleiben, dass also die Linienelemente lings einer solchen 
bei der erweiterten Gruppe U’f unter sich vertauscht werden. Mithin 
erfiillt die Schar aller co? Linienelemente der co’ Bahnecurven der 
Gruppe Uf eine Gleichung, die bei U’f invariant ist, also eine Integral- 
gleichung des simultanen Systems (11) ist. Diese Integralgleichung 
lasst sich sofort aufstellen, denn die Linienelemente (x, y, y’) der 
Bahncurven von Uf haben in ihren Punkten (%, y) eben die Fort- 
schreitungsrichtungen y’, welche die infinitesimale Transformation Uf 
den betreffenden Punkten zuordnet. Sie erfiillen also die Gleichung: 


ae 
ee 
oder 
: Ey — 4 =0. 
Also ist y= eine Particularlésung der Differentialgleichung (12) ~ 


oder (13), sobald nur aus ihr y vermége u(a, y) =c entfernt wird. 
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Wir kénnen diese geometrischen Schliisse auch analytisch dar- 
thun. Die Gleichung 


Edict. 
giebt naimlich nach 2, y, y total differentiiert: 
, 0g n ee 
bdy' + (GR y— st)da + (ey — st) Gia 9 


und diese Gleichung wird vermége des simultanen Systems (11) 
und €y — y = 0 identisch erfiillt. 


Von unserer Riccati’schen Gleichung (12) oder, ktirzer geschrieben, ™egt@tion 


schen Glei- 
(13) kennen wir also eine Particularlésung y’ = $ geschrieben in soba trch 

uadratur. 
und ¢. Daraus folgt (nach einem allgemeinen Satze tiber Riccati’sche 
Differentialgleichungen), dass sich das Integral durch Quadraturen 


finden lasst. Bezeichnen wir namlich zur Abkiirzung die bekannte 


Particularlésung y’= 7 der Gleichung (13) mit y/ = A(x), so ist: 


§ 
di 
(14) ge A ATA A, 
Wenn wir nun in (13) als neue Verdnderliche statt y’ diese: 
1 


einfiihren, so vereinfacht sich die Differentialgleichung sehr. Es ist 
ja dann 


also 


“2 = — (X, 4 2X,a)o — X. 


co bestimmt sich mithin durch eine lineare Differentialgleichung und 
kann, wie aus den Elementen der Theorie der Differentialgleichungen 
bekannt ist oder wie wir friiher gelegentlich zeigten (vgl. 5. Beispiel 
des § 3, 8. Kap.), durch zwei Quadraturen integriert werden. Damit 
ist dann auch 


yates =F + 
bekannt. 
Hat man somit y' als Function von #, ¢ und einer Integrations- 
constante y bestimmt: 
. y= B (a, ¢Y); 
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so ergiebt sich, wenn man wieder ¢ = u(a, y) setzt und dann nach y 
auflést, das gesuchte zweite, y’ enthaltende Integral v(x, y, y’) des 
simultanen Systems (11) und also auch die allgemeine Gleichung 


v — fu) = 9. 


Theorem 22: Ist die infinitesimale Transformation Uf einer 
eingliedrigen Gruppe der Ebene (x, y) gegeben und kennt man 
die Bahncurven u(x, y) = Const. dieser Gruppe, so kann man 
durch Quadraturen alle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung gwischen u,y aufstellen, welche die eingliedrige Gruppe 
Uf gestatten. Jede derartige Differentialglerchung ldsst sich 
durch Quadratur integrveren. 

Der letzte Zusatz ist nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) selbst- 
verstandlich. 


fetes Dass die Kenntnis der Bahncurven wu = Const. zur Bestimmung 
anderem aller bei Uf invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung ver- 
* mittelst Quadraturen hinreicht, kann man noch einfacher so erkennen. 

Wir wissen, dass, wenn die Bahncurven «== Const. der Gruppe 


Uf bekannt sind, durch Quadratur neue Veranderliche rz, y eingefiihrt 
werden kénnen, welche Uf auf die canonische Form ae bringen (Satz 4 


des § 2, 3. Kapitel). Alle Differentialgleichungen 
ay \ as; 
Ww (x, y, =) = 0 


aber, welche die eingliedrige Gruppe se gestatten, werden, wie wir 


friiher bemerkten (vgl. 1. Beispiel des § 3, 8. Kap.), dargestellt durch 
die Gleichung: 


dy 
ven ll (b) = 0. 

Nun sind y und 9 bekannte Functionen von a, y; diese Gleichung lasst 
sich daher so schreiben: 


und dies ware die allgemeine Form v — f(w) =O einer Differential- 
gleichung erster Ordnung, welche die Gruppe Uf gestattet. 

Offenbar ist ) identisch mit dem friiheren w und dementsprechend 
ist die Grésse 
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nichts anderes als die friiher mit v bezeichnete. Man sieht, dass die 
jetzige Bestimmung von v etwas einfacher als die obige ist. 


Wir bemerkten schon friiher, dass jede bei der eingliedrigen 
Gruppe Uf invariante Differentialgleichung erster Ordnung erhalten 
wird, indem man eine Invariante 2(x,y,y’) der erweiterten Gruppe 
U’f gleich Null setzt. Bezeichnen wir nun jede Invariante der er- 
weiterten Gruppe U’f als eine Differentialinvariante der urspriinglichen 
Gruppe Uf, so kénnen wir sagen: 

Theorem 23: Ist eine eingliedrige Gruppe Uf in den Verdn- 
derlichen x, y vorgelegt, so gehoren zu derselben unendlich viele 
Differentialinvarianten, die sich als beliebige Functionen irgend 
zweier unabhdngiger Invarianten der erweiterten Gruppe U'f 
darstellen lassen. Jede Differentialgleichung Q(«, y,y¥) =0, 
welche Uf gestattet, kann durch Nullsetzen einer Differential- 
invariante erhalten werden. 


Wir ersuchen den Leser, die vorangehenden Methoden zur Auf- 
stellung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y, welche 
eine eingliedrige Gruppe Uf gestatten, mit der friiher (in § 2 des 
8. Kap.) entwickelten Methode zu vergleichen. Das jetzige Verfahren 
setzt nur die Kenntnis der Bahncurven, das friihere aber die Kenntnis 
der endlichen Gleichungen der Gruppe Uf voraus. Wie schon damals 
hervorgehoben wurde, liefert die friihere Methode tiberdies die be- 
treffenden Differentialgleichungen in wenig iibersichtlichen Formen. 
Auch hierin ist das jetzige Verfahren dem friiheren weit tiberlegen. 

Zum Vergleich behandeln wir einige der damaligen (in § 3 des 
8. Kap. angegebenen) Beispiele nach der jetzigen Methode. Man wird 
sehen, wie viel schneller die jetzige Methode dabei zum Ziele fiihrt. 

1. Beispiel: Sei Uf die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation: 


0 0 
Ufsasity st 


Hier ist die erweiterte infinitesimale Transformation U'f = Uf; es 
mtissen also zwei Integrale des simultanen Systems 

dz dy dy 

pene ae I) 
Solche sind u == 


: y Loy sere 
bestimmt werden. 77) V=yY, sodass 


Differential- 
invariante. 


Vergleich 
mit der 
friiheren 

Methode. 


Beispicle. 
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y¥ —f(%)=0 


die allgemeine Form der Differentialgleichungen ist, welche Uf ge- 
statten. 


2. Beispiel: Sei Uf die infinitesimale Rotation 


inde of of 
Uf=—yse tos, 
so ist: 
ees of of roy OF 
Of=—4V 7g & oy wary ert 
also lautet das simultane System: 


dz dy dy 


—y @ ify? 
Hin Integral desselben ist w= a?-+ y*?. Hin zweites folgt aus: 
xdy—ydex dy 
ee pine Cae eee 
nimlich are tg 1 _ayctgy’ oder, wenn man die Tangente hiervon 
oe 
nimmt: 


Sa) 
7 ee ee Te 
sodass die. gesuchte allgemeine Form der Differentialgleichungen, welche 
Uf gestatten, diese ist: 


Ly ys: 2 2) eer () 


Abteilung IV. 


Eingliedrige Gruppen und infinitesimale Transformationen in 
nm Verinderlichen. Verwertung dieser Begriffe fiir 
Differentialgleichungen. 


Da wir von jetzt ab die allgemeine Theorie der eingledrigen Gruppen 
im beliebig vielen Verdinderlichen und thre Anwendungen auf Differential- 
gleichungen entwickeln wollen, heben wir sogleich hervor, dass die 
Theorie fiir  Verainderliche mit der fiir zwei und fiir drei Verander- 
liche entwickelten so viele und umfangreiche Analogien darbietet, dass 
es unndtig erscheint, die Beweise so vollstiindig, wie es friiher ge- 
schah, auszufiihren. Der Leser wird hoffentlich selbst imstande sein, die 


Eingliedrige Gruppe in ” Veriinderlichen. Zon 


Beweise zu reconstruieren, und ihre Unterdriickung an manchen Stellen 
wird uns vieler ermtidender Wiederholungen itiberheben. 

Noch ist zu erwihnen, dass wir uns gendtigt sehen, kiinftig die 
geometrischen Deutungen aus dem Text in die Noten zu verweisen, da 
das Operieren in einem Rawme von n Dimensionen aus dem Gebiet des 
Hlementaren hinausgeht. Doch wird der Leser gut thun, diese Noten, 
soweit er dazu fahig ist, ebenfalls zu durchlaufen, da er in denselben 
manche neuen Gesichtspunkte finden wird. Wohlbemerkt wird jedoch 
der Text selbst niemals die Kenntnis der vorhergehenden Noten vor- 
aussetzen, sondern fiir sich ein geschlossenes Ganzes bilden. 


Kapitel 14. 


Kingliedrige Gruppe in 1 Verinderlichen, simultanes System gewohn- 
licher Differentialgleichungen und lineare partielle Differentialgleichung 
in n Verdnderlichen. 


Wie schon bemerkt, werden wir uns moglichst kurz fassen. Die 
folgenden Uberlegungen sind in der Hauptsache (mit Ausnahme des 
§ 4) bloss Verallgemeinerungen der in den Kapiteln 2, 3, 4 fiir zwei 
und in den Kapiteln 11, 12 fiir drei Verinderliche angestellten Be- 
trachtungen. 


§ 1. Hingliedrige Gruppe in » Verianderlichen. 
Liegen » Gleichungen vor von dev Form: 
Wy = Py (Hy, Lq,°** Un), 
ig = Po (Hy, %q,°** Ln), 


Ln = Pn(Hy, %e,*°° Wn); 


von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach 2, %,---#, auflés- 

bar seien, so bestimmen sie eine allgemeine Transformation der n ,Trs 

Veriinderlichen %,, %-+:%, in m andere Veriinderliche 2,’, 7,'--- x,’ 
Enthalten die Gleichungen noch eine beliebig gross annehmbare 


Constante a, haben sie also die Form: 
if 
ay’ = Y, (4, +++ Ln, 4); 


Ly = p, (ay, Hy +++ Un, a), 


(1) 


Ln = Gildas Hs Piles Hny a), 
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so stellen sie eine Schar von oot Transformationen dar, indem der 
Parameter a@ auf oot Weisen gewahlt werden kann. Insbesondere 
nennen wir diese Schar von oo! Transformationen eine Gruppe und 


Kingliedrisepwar eine eingliedrige Gruppe von Transformationen, wenn sie die 


Gruppe. 


Gruppen- 
eigenschaft. 


Gruppeneigenschaft besitzt, d. h. wenn die Aufeinanderfolge zweier 
Transformationen dieser Schar mit einer einzigen Transformation der- 
selben Schar iquivalent ist. 

Um das analytische Kriterium hierfiir aufzustellen, fiihren wir 
nach der Transformation (1) mit bestimmt gewahltem Parameter a 
eine zweite Transformation der Schar aus, deren Parameterwert gleich a 
sei. Sie fiihrt die Variabeln w,'--- a,’ in neue w,”-+--2," tiber und 
zwar durch die Gleichungen: 


‘i 7 , A 7 
I” = Y, (hy, Ly +++ Bn’, @), 
Ta == 'Ds (ay'; Ty, ete Xn 5 a), 
(2) e e 


UA 


We Pn (Lj We 1 2° Ln 9 @ ): 

Die erste Transformation (1) werden wir wie friiher mit Z,, die 
zweite (2) mit 7, bezeichnen. Die Transformation nun, welche der 
Aufeinanderfolge von ZT, und T, Aquivalent ist, also 7,T7y, ergiebt 
sich durch Hlimination der Zwischenwerte 2,', %,---%n aus (2) ver- 
moége (1) in der Form: 

ay” at Y, (%, (a, a), Qo (2, a) ater Pn (a, a), a), 
(3) Uy,’ = Ho (1 (2, 4), Yo (%, a) - +> r(#, a), a’), 
Ln = Pn (i (%, 4), P2(, a) -- + pals, a), @). 
Hierin ist zur Abkiirzung allgemein statt g,(a,,-+- 4%, a) einfach 
yx (x, a) geschrieben. Diese Transformation (3) der Variabeln 4,,-+-@» 
in @,+++a,/ muss nun, wenn unsere oo! Transformationen eine ein- 
gliedrige Gruppe bilden sollen, auch eine Transformation der Schar 
sein, d. h. sich decken mit 
1 = D(H, By Wa, A), 
Wy = P2(@,, Uy *-- Hn, A), 


“4 


Ln = Pn(X, L, +++ Hn, A), 
wo A eine gewisse nur von den Constanten a und a abhiangige Con- 
stante ist: 
4 = d(a, a’). 
Ks miissen also identisch ftir alle Werte von 2, +++ %n, @ und a, 
die » Gleichungen bestehen: 
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PrP (*1, Uy, ° 7" Uny a), Po(X,, Le? ny a) tee: Pn (ay, ty ** Un, a), w) 
= Dr (Xj, Uy -- + Hp, A(a, @)) 


=O re S72), 


Wir werden also voraussetzen, dass die Gleichungen (1) von oo! 
Transformationen eine eingliedrige Gruppe bilden. Gleichzeitig setzen 
wir wie friiher voraus, dass die Gruppe zu jeder Transformation 7, 
auch die mverse Tz enthalt, sodass die Aufeinanderfolge von 7, und verse 


T; der identischen Transformation: mation. 


ft ur ” 


iy ae toes pies ios tim Sn 
iquivalent ist, in symbolischer Ausdrucksweise: 
TT == ie 


Die inverse Transformation 7; werden wir auch, wie friiher, mit 771 

bezeichnen kénnen. Fiihren wir 7, und Zz nach einander aus, so 

muss sich wegen der Gruppeneigenschaft wieder eine Transformation 

der Gruppe ergeben, d. h. unsere Gruppe enthalt die cdentische Trans- idonerei 

: Trans- 

formation. formation. 
Demnach giebt es einen Wert a, des Parameters a, fiir den sich 

die Gleichungen der Transformation (1) auf die der identischen Trans- 


formation reducieren, sodass also: 
P(Qi jh, Ln Gy) ==, , 
(4) G2 (x, »Heg°*' Un, o) = Ug» 


Pa(Xy Hy <** In, ay) = Uy 
ist. 
Geben wir dem Parameter a einen von a, nur unendlich wenig 
verschiedenen Wert a + da, so ergiebt sich eine von der identischen 
nur unendlich wenig verschiedene, also eine ifiuutesimale Transfor- !finitesi- 
mation der Gruppe zuniachst in der Form: 


, = OW, (, Ay) 
T= (LB, += = Vay Ay - OG) =H, (@} a) + a da----, 


, 3 4 é 
Uy = Pz (%1, Ly +++ Ln, My + OA) = Hy (H, ay) + Hot Ba Bis 


° . . . . - . ° . . ° ° . . . ° . ° ° 


, ‘ rc, 0 n HoNCTS) 
Ln == Pin (Uy Xe 7+ +n, A ae da) = gala, ay) ac ee OG +++, 


oder wegen (4) in der Form: 


0, (1 Urs XL, My) 
ye = Te + oe Ome est 


Lie, Differentialgleichungen, 1) 
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Angenommen, von den Coefficienten von da, da®--- verschwinden in 
diesen » Reihenentwickelungen alle bis za denen von da’—?, so kann 
man Oa” als unendlich kleine Grésse d¢ benutzen und erhalt dadurch 
eine infinitesimale Transformation der Gruppe in der Form: 
(5) Wy == Lp + Ex (a,, Uy +++ Ln) Oe 

(k=1,2---n), 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von hodherer 
Ordnung sind und im iibrigen unterdriickt werden diirfen. Dass diese 
Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von d¢ fortschreiten, ist 
hier nicht unmittelbar evident. Man erkennt es vielmehr, wie fritiher 
in § 3 des 2. Kap. und in § 1 des 11. Kap., indem man nach einer 
Transformation (e) der Gruppe eine von der inversen Transformation 
(é) unendlich wenig verschiedene Transformation (é -++ de) der Gruppe 
ausfiihrt, wodurch sich in allgemeinerer Weise als oben die infinitesi- 
male Transformation ergiebt. 

Satz 1: Hine eingliedrige Gruppe in n Verdnderlichen mit paar- 
weise inversen Transformationen enthdlt die identische und sicher auch 
ee infinitesimale Transformation. 

Wir werden wie friiher zwei infinitesimale Transformationen: 


ee da OF Po ay ay ey Og eee aia aa 
und 
2, = 2, + §, 08 ee = % +&, dt+--., 1+ Wy’ = Yn + E, OF are 


als identisch bezeichnen, sobald die Incremente £, dt, &0t,---£,0¢ 
der Veriinderlichen 2,, %---2%, bei der zweiten sich nur um einen 
constanten Factor von den Incrementen &, dt, &0¢,---&, 0¢ bei der 
ersten unterscheiden. Die Berechtigung hierzu legt darin, dass die 
Grésse Of nur eine gegen Null convergierende Zahl sein soll, also 
mit einer Constanten multipliciert wieder eine solche gegen Null con- 
vergierende Grésse sein wird. 

Der Leser wird sich erinnern, dass wir friiher immer fiir den 
Nachweis, dass eine Gruppe nur eine infinitesimale Transformation 
besitzt, eine langere Betrachtung anstellten (§ 5 des 2.-Kap., § 2 des 
11. Kap.). Was den Beweis fiir 2 Verinderliche anbetrifft, so wollen 
wir uns damit begntigen, zu sagen, dass er im allgemeinen Falle ganz 
ebenso gefiihrt wird, wie in den Fallen n = 2, 3. Demnach geben 
wir den Satz als bewiesen an: _ 

Satz 2: Jede eingliedrige Gruppe in n Veriinderlichen mit paarweis 
inversen Transformationen enthalt eine und nur eine infinitesimale Trans- 
formation. 
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Nunmehr gehen wir einen entgegengesetzten Weg: Wir nehmen 


Constr. ¢. 
eingl. Gr. 


an, nicht eine Gruppe, sondern eine infinitesimale Transformation sei aus . inf. 
xt. 


gegeben: 
(6) Wy = wy “5 b,0t aT cas Ue = Ly a3 £0t ihe, ++ Ly’ = By + §n0t + -:-. 
Wir werden eine eingliedrige Gruppe construieren, welche eben diese 
infinitesimale Transformation besitzt. 
Zu dem Zweck integrieren wir das simultane System: 
ye EEE a oe oF ae eee ee 
Ei (%1, ®_ +--+ x,") Ce Od) CS ee oe) 


dt 


in den »-+ 1 Verinderlichen «,’, ,---2,' und ¢t. Ein solches System 
integrieren heisst, etwa 2,, 2 ---+ a,’ als Functionen von ¢ be- 
stimmen, sodass sie diese m Gleichungen (7) identisch erfiillen. Wie 
bekannt, lassen sich tiber die Anfangswerte, welche 2,', v7 --- 2,’ fiir 
t= 0 haben, noch Voraussetzungen treffen. Wir wollen die Anfangs- 
bedingung vorschreiben, dass sich 2,', 7, --- a,’ ftir t=O auf die als 
Integrationsconstanten zu betrachtenden Grdéssen 2,, %-- +X, redu- 
cieren. Alsdann ergeben sich gewisse » Integralgleichungen von 
der Form: 
(8) Ly = D, (1, %y ++ Tn, t), Le = Dy(Hy, Ly - ++ Xn, t) +: 

Lego Dts, ke * Lay). 
Diese Gleichungen stellen nun auch eine Transformation der Ver- 
anderlichen 2,, %---%, in die neuen Veriinderlichen 2,/, 2 --+ a,’ 
dar. Da sie noch ¢ enthalten, so haben wir, weil wir ¢ beliebig als 
Constante annehmen kénnen, hiermit oo’ Transformationen erhalten. 
t=O giebt insbesondere die identische x = i,. 

Wir behaupten, dass diese co! Transformationen (8) eine Gruppe 
bilden. In der That erkennt man dies durch niheres Hingehen auf 
die Integration des simultanen Systems (7): Zuniichst besitzt (7) n —1 
von einander unabhingige und von ¢ freie Integrale: 


f , id / , , 
HOA oie Oa Ree 
Um ein letztes, ¢ enthaltendes Integral zu finden, wird man vermége: 
/ / / 
2404 +e) Oy De (Of!) = Oo 
etwa 4%), % +++ Z,' als Functionen von 2,’ und den Constanten ¢,, 
C,+++C,—1 darstellen und sie danach aus 


dx, 


cae ee 

iB, (x, 75+ 2, 
eliminieren. Dann wird die linke Seite eine Function von’ a, und 
den Constanten ¢,, ¢°*:¢ —1 und eine Quadratur giebt ein Integral 


von der Form F(a’, (1, ¢°**¢n—1) — ¢ Wenn man hierin wieder 
19* 
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C4) Cy °° + Cn—1 durch 2,, 2, +++ Q»1 ersetzt, so erhalt man das gesuchte 
Integral in der Form: 
Wai, ty «++ ty!) — t 
Da sich fiir ¢==0 die Variabeln 4,',%,'---&, auf %,,%--+%, redu- 
cieren sollen, so sind die gesuchten Functionen (8) die Auflésungen 
der » Gleichungen: 
2, (ay), By" «+» Ty!) = 2, (Ly, Hy +++ Ln); 
82, (y', Hy’ - > - Ln’) = Qy(H,, V+ + + Xn); 
$2, —1(H,, Ly °° Hy) == 2, —1(2,, B,~** Bn); 

Wa 5.% = 2 Oe FS Vie ee) 
mach 24.5.0) a" ae 

Dass diese Auflésungen nun eine Gruppe von oo’ Transformationen 
darstellen, erkennt man wie in dem Falle n = 2 (vgl. § 4 des 2. Kap.): 
Die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameterwerten 
¢t und ?¢ ist Aquivalent der Transformation mit dem Parameterwert 
t+ ¢. Insbesondere ist also die Aufeinanderfolge der Transformationen 
(¢) und (— ¢) Aquivalent der sich fiir ¢ = 0 ergebenden identischen, 
sie sind also zu einander invers. 

Dass die Gruppe, die sich durch Integration des simultanen Systems 
(7) ergiebt, auch die vorgelegte infinitesimale Transformation (6) ent- 
hilt, ist ohne weiteres klar, denn die Entwickelungen von 2,', % +++ Xn’ 
nach Potenzen von ¢ fangen nach dem Maclaurin’schen Satze und, da 
nach (7): 

ag = Ei (ty, Xe ++ + Xn’) 

ist, mit den Gliedern an: 


De == Be + Ee (Wy, My ++ Malis, 
geben also fiir ¢ = dt eine infinitesimale Transformation, welche mit 
der vorgelegten in den Gliedern erster Ordnung, auf die allein es hier 
ankommt, iibereinstimmt. 


Theorem 24: Jede infinitesimale Transformation 


My == by, Ey en) Ot t+. +) ++ Le = ay + En (ay: -+ Bn) OL --- 
gehort, wenn von unendlich kleinen Gréssen geweiter und hiherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems: 
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di, ’ Dg du, 
E(w,” PRON ee Sa Deny, Sere = — 7 7 == dt 
ghhg er By) Ey (x, #1 es) E (hy aeRy) 
mit der Anfangsbedingung, dass sich wy, x, +++ a, fir t=O auf 
Ly, Ly+++ ty, reducieren sollen, in der orm: 
Y , 
82, (0) +++ hy) = D(H, +++ Hy), 
f ‘hy 4 
2o(a, +++ Wyn) = Do(H, +++ Hn), 
/ I*% 
Qy—1(4, a ne Lin ) a 2n—1 (2, dy In), 
, ia 
Way ++ ty’) — t = W(x, +++ tn) 
oder, nach “+++ 4, aufgelost wnd nach t entwickelt: 
la t ‘ 
UL = ay t Ey (ay +++ Gn )b+--- 
(k=1,2-+-n). 
Hiernach und nach Satz 2 ergiebt sich wie in den Fallen 
n= 2,3 das 
Theorem 25: Jede cingliedrige Gruppe in n Veranderlichen 
mit paarweis inversen Transformationen enthdlt eine und nur 
cine infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans- 
formation gehort umgekehrt einer und nur ciney eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transfor- 
mationen. 


1. Beispiel: Die n Gleichungen Beispiele. 
Lg P= MN, Le FH Og 92 By HN y 


stellen offenbar eine eingliedrige Gruppe dar. Ihre identische ‘T'rans- 
formation ergiebt sich fiir a1, ihre infinitesimale fiir a= 1-+ 6¢ 
in der Form: 


, f , 
t= 0, +4,6t, t = %, + 4,0, ++ Gn = In + Wn 0F, 
sodass £, == 4%, ---&, a, ist und das simultane System hier lautet: 
2 , , Jan’ 
te as dat r———— 4 ne faa = dt. 
e, Le i, 


Es giebt integriert unter der Bedingung, dass sich %,,4,--++w,' fiir 
= 0 auf 2,,%,---#, reducieren: 
Oy = jib, Ly A Ny, 99 ty Ind 
als die endlichen Gleichungen der Gruppe. In der That sind dies die 
obigen Gleichungen mit dem einzigen Unterschiede, dass statt des 
Parameters a der Parameter ¢ = lg a benutzt ist. 
2. Beisel: Die n Gleichungen 
Dy = ty + (Be — 4,)0t, +++ Gy 


Sin + (LL — Ln) Ot 
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stellen eine infinitesimale Transformation dar. Wir suchen die end- 
lichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe. 2 
soll die Summe aller 2,, % +--+ % bedeuten. Wir haben das simultane 
System zu integrieren: 
ada, 
es SH dt (HH 12-2) 
, 2H, hop, 
oder 
diy, == (La! — ay)dt @=1,2---n). 
Hiernach ist, wenn alle diese » Gleichungen summiert werden: 


dix = (n — 1) La - dt 

oder: 
asian 
Pie 


= (n — 1)dt. 
Dies giebt integriert: 

Za = ce — Vi, 
Setzen wir diesen Wert in: 

dit, = (Ba — ay )dt 
ein, so kommt: 
day = (ce*—1)? — a, ') at, 

Ks ist dies eine lineare Differentialgleichung fiir x. Sie giebt nach 
bekannter Regel integriert: 


Cas 
n Vk 


Nun haben wir die Constanten ¢, y,, y.--- yn, von denen tibrigens eine 
tiberzahlig ist, so zu wiahlen, dass allgemein a, sich fiir ¢ = 0 aut 
x, veduciert. Wir haben also die Relationen: 


ages cet Ne, Sp ==, 
A — ¢ 
Se leer eet any ACE te I Ye 


Mithin liefert die Elimination der Constanten: 


(n—1)¢ 
' e PAG 
BR, = O27h im -|- (©, a= = en! 


oder auch: 
— 
i “— ((e"*? — 1) Da + nay) 
(k= 1,2++-m), 
Man tiberzeuge sich davon, dass diese  Gleichungen wirklich eine 
Gruppe darstellen. 


3, Beispiel: Gesucht werden die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 
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ay = 2, -+ (2, —%,)dt, x, = 2 + (a — xy) Ot," 

Us = %; + (3 — a) Ot, % = a, + Ot 
erzeugten eingliedrigen Gruppe in vier Veranderlichen. Hier lautet 
das zu integrierende simultane System: 


day = (a, — 2 at; 
Ai =(ty°— 2, at, 
dis = (a, — a, dt, 
ee 
Die letzte Gleichung giebt integriert: 
L, = 2, +i. 
Hingesetzt in die drei ersten Gleichungen giebt sie: 
dx, = (x, — x, — t)dt, 
dite = (Hy — 2, — t)dt, 
dix; = (x, — a, — t)dt. 
Hierin spielt der Anfangswert 7, die Rolle einer Constanten. Es sind 
dies drei lineare Differentialgleichungen von der Form: 


dt 


=%¢%—x1,—t, 
die nach bekannter Methode das Integral liefert: 
“—=a,+t+1-+ Const. é. 
Die Constante ist so zu bestimmen, dass sich x fiir {=O auf w re- 
duciert, also gleich x — %,— 1 zu setzen. Sonach kommt: 
g=a,+t+1+a—a,—leé 
und also einzeln: 
ty yt a 2 1 
Mm =m+ttt+tli+(@wy—«,—  1)eé, 
@=“%+ti+t1l+@a—*”,— le, 
ty == 0, +t. 
Diese Gleichungen stellen, wie es sein muss, eine eingliedrige Gruppe 
dar. Denn setzt man noch an: 
C17 tal ota we lb wl CP eee og eat Ve 
go =a, +’ +1+4+ (@, —a/ — le, 
he ly t,t 1), 
af =a +t : 
und eliminiert hieraus 2,', 2, %, %, so kommt: 


eo, tae ee ep Ler bist ale 


Symbol 


einer infin. 
m 


Trf. 


Hinfiihrung 
neuer Varia- 
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§ 2. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 
entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe. 


Wir verzichten auf die ausfiihrliche Auseinandersetzung, welche 
wir friiher bei Hinftihrung des Symbols der infinitesimalen Transfor- 
mation gaben (§ 2 des 3. Kap., § 3 des 11. Kap.), an dieser Stelle, 
indem wir einfach auf das Frtihere verweisen. Als Symbol Uf der 
infinitesimalen Transformation: 

Ip == Hy Ee (@,, prs Mn)Otf---  * 


(ee 0 0703) 


benutzen wir das durch d¢ dividierte Increment, welches eine beliebige 
Function f(%,,%_-++%,) bei ihr erfahrt: 
Of (a, Nes Ly) 


vi =¢,<f fag A a is Fee = = 


Wir setzen also: 


de Eg, gf E+: ee 


In unseren in § 1 rotor ae Beispielen ihe wir demnach 
die infinitesimalen Transformationen untersucht: 


of of of 
My Ox, i Gee sa ae eee 


ferner: 


. of of of 
(Ze —m) yy + (Be — my) Fob + (Be ay) gh 


und schhiesslich: 


+ (a2 — 24) i + (@3 — 24) oe at & 

Indem wir auf die friiheren Bemerkungen in den Fallen n=2,3 
zuriickdeuten, heben wir nur hervor, dass Uf als der Differential- 
quotient einer beliebigen Function f(x, x,’ ---x,') nach ¢ fiir t= 0 
aufgefasst werden kann, wo 2, ,/--+%, die durch die endlichen 
Gleichungen der Gruppe gegebenen Functionen von ¢ bedeuten: 

Le = P(X, Vo ++ Wp, b) 
(k= 1,2---2), 

die sich fiir 7 =O auf 4,,x%,--+ a, reducieren. 

Insbesondere oe sich auch, da Ua, = & ist: 


Up = Ue, 55, E+ Um gf +. + Ua, Of 


Die Thatsache, dass eine are durch Hinftihrung neuer Variabeln 


beln in die yermége zweler cogredienter Gleichungensysteme wiederum in eine 


Gruppe. 
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Gruppe tibergefiihrt wird, haben wir in den Fallen n = 2,3 geo- 
metrisch anschaulich begriindet. Wir wollen hier einen analytischen 
Beweis geben, der fiir jedes m gilt. Ist irgend eine eingliedrige 
Gruppe vorgelegt, so kann dieselbe, wie wir fanden, auf die Form 
D(a + * Dy) "2, (A: - a5) C=1 sn 2), 
Way -:- Wn) = W@r--*2,) - ¢ 
gebracht werden. Setzen wir nun 
vk == @; (4; »- +p), eo a » (&=1,2---n) 
so erhalten wir offenbar Gleichungen von der Form 
Qilty ~~ te) = Bilt, +++ ta), Gane eon 
Way ane a) a We, oo 3 i) + t 
welche ihrerseits eine Gruppe bilden. Also gilt der 
Satz 3: Fiihrt man in eine eingliedrige Gruppe 
Uy = Py (Hy, Uy +++ Hn, t), +++ La = Pu(B, Xy+++ Fn, t) 
vermoge zweier cogredienten Gleichungensysteme: 


Li = D(a, %y +++ Hn), + Ln = Dy (a, Hy--+ Wp), 
eat f , c; ve er as i if f 
Ly = D, (4,2 q+ ++ Gn’), +++ En = Dy (Hy',0,'+ +» ty’), 
die neuen Vertnderlichen %1, to ++*%n und Xy/, ty +++ Un’ ein, so stellen 


die hervorgehenden Gleichungen: 


i = Pits, Ck ay es t)5 GAG tn = Gn (%1) Se Ln) t) 


wiederum eine emglhedrige Gruppe dar. 
Genau so wie in dem Fall »=2 liasst sich ferner der Satz Hinfihrung 
A neuer Varia- 
beweisen: beln in das 


: e : : : Symbol Uf. 
Satz 4: Fiihrt man in eine eingliedrige Gruppe 
,' aE D1 (% ayy, t), ts Oy = Pn (X sees t) 
anstatt #1, %y,++ +H, Und XL, Ly +++ x, durch zwei cogrediente Gleichungen- 
systeme neue Verdinderliche ¥,, % +++ Un wnd Uy, Uo +++ Un ein, so geht 
das Symbol 
et Cia of of 


der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol 
Uf der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe tiber, Es er- 
giebt sich also: 


0 0 0 
Uf = UE, 5 + Ut, pe Fo + eae: 


wo natiirlich Ur,, Ut,--- Utn in den neuen Verdnderlichen %,,% +++ Un 
gu schreiben sind. 
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Hieran schliessen sich unmittelbar die Sitze: 
Satz 5: Durch Einftihrung neuer Verdnderlicher kann man gjede 
emgliedrige Gruppe im Jede andere eingliedrige Gruppe verwandeln, 


und: 

Satz 6: Jede eingliedrige Gruppe mM %,, %-++-%, kann durch pas- 
sende Wahl neuer Verdnderlicher v,,%-++%n im die Gruppe mit der 
infinitesemalen Transformation 

neh 
d.h. im die Gruppe: 
Ui = Uy Uo = he, ++ Ent Ent, te ln $F 
verwandelt werden. | 
one Ver Die dazu nétigen neuen Verdnderlichen x,,%,---Y, nennen wir 


can orm canonische Verdnderliche und die neue Form der Geis ihre cano- 
nische Form. 


Was nun schliesslich die Reihenentwickelung der endlichen Glei- 
chungen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten ein- 
gledrigen Gruppe anbetrifft, so diirfen wir uns auch hierbei ganz 
kurz fassen, da die Begriindung nur in nebensachlichen Dingen von 
der fiir die Falle » = 2,3 gegebenen abweicht (§ 3 des 3. Kap., § 3 
des 11. Kap.). Wir erhalten das 

Theorem 26: Die endlichen Gleichungen der von der infini- 
tesumalen Transformation 


UPS tye He Pe Bie 


erzeugten erngliedrigen ne ree in Form von Rethen- 
entwickelungen nach dem Parameter t der Gruppe so ge- 
schrieben werden: 


m= a, + > Ua, + 25 UUm)+--, 
w= & + | Um + ps5 U(Um) +--+, 


ty — ity Ua, ee ee 


und jede Function f von ay’, we +++ an’ kann dementsprechend so 
entwickelt werden: 


i ho ae) = f(%,, Ly °° > Hn) ++ UF Qin : * + Wn) + 
+ HS UU fey, tty +++ a4)) + 
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Beispiel: Man soll durch Reihenentwickelung die endlichen Glei-  Beispicl. 
chungen der von der infinitesimalen Transformation 


Of Gs) ze + (@_, — 4) if + (as — Ngee as it 
erzeugten eingliedrigen Gruppe berechnen. Hier ist: 
Ug, == 2, — 44, Ux,=1, 
U(U2L, =24,—-%+1, U(U«#)=0, 
OOOR)) aa, yl) 


demnach: 
; t : 2 3 
n= a, + > (a — 2) +m —% +1 (2,4+-254--), 
analog x, und wz,’ und tiberdies: 


t, == 2, +4. 
Summation liefert: 
t=a4,+-t+14+ (¢,—-a%4+ De. 
(Vgl. 3. Beispiel des § 1.) 


§ 3. Die Bahneurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 
Lineare partielle Differentialgleichung. 


Einige Worte iiber die geometrische Deutung der Transformationen 
und der eingliedrigen Gruppen in m Verinderlichen mégen hier Platz finden. 
Wir setzen dabei voraus, dass dem Leser der Begriff eines Rawmes von Raum von 
é ° n Dimen- 
n Dimensionen bekannt sei. Jedem Wertesystem %,, %)+++* %, entspricht sionen. 
ein Punkt dieses Raumes mit den Coordinaten 2, % +++ Xn oa umgekehrt. 
Eine Transformation der Veranderlichen 2,, % ++: %,_ in neue 2’, te! 5 Lm 


vermoge 


, 


vA , 
My = (My, Fg °° Bn), + 6+ Gn = Pn( Hy, Myo + Ln 
ist alsdann eine Uberfiihrung aller Punkte des Raumes in neue Lagen, 
also eine geometrische Operation. Insbesondere bildet eine Schar von oo! 
Transformationen: 


Ss > y 
ty =, (H,, y°-+ nyt), 2+ Bn = Pa (ay, hy ++ Xn, t) 
eine eimglicdrige Gruppe, wenn die Aufeinanderfolge zweier dieser Operationen 


durch eine einzige Operation aus der Schar ersetzt werden kann. Die in- Goons 
scner lon 


finitesimale pala ahi der ee e. inf, Trf, 
of 
erteilt den Coordinaten der Punkte os Ma * + Wy) die Petaatiia 


OL, == §,0¢, 0 iy a & dt, PS bn 01, 


d. h. sie ordnet jedem Punkte (a, %2+++ an) eine gewisse infinitesimale Fort- 
schreitungsstrecke: 


Bahneurve. 
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Vox, -P bay 8 Om,” = dt VE? + GF +e FE? 
mit den Projectionen §,dt---§,0t auf die n Coordinatenaxen zu. 

Der geometrische Beweis fiir den im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satz 3 tiber die Hinfiihrung neuer Variabeln in die Gruppe ist ganz analog 
den frither fiir die Fille » = 2, 3 gegebenen Beweisen (vgl. § 1 des 
3. Kap., § 3 des 11. Kap.): Jede Transformation der Gruppe stellt im 
Raume von »” Dimensionen eine Lageninderung aller Punkte dar. Die 
Transformationen einer Schar bilden eine Gruppe, wenn die Aufeinander- 
folge zweier dieser Lageninderungen wiederum eine Lageninderung liefert, 
die durch irgend eine Transformation der Schar bewirkt werden kann. Die 
Hinfithrung neuer Veriinderlicher in die Gruppe kann nun als Einfiihrung 
eines neuen Coordinatensystems in den Raum von m Dimensionen aufgefasst 
werden, die jene Lageninderungen durchaus unbertihrt lasst, also auch die 
Gruppeneigenschaft nicht vernichtet. 


Fithrt man auf einen Punkt (7,°- ++ ,°) oder kurz (x°) nach einander 
alle Transformationen der Gruppe aus, so gelangt er dadurch in cot neue 
Lagen (,, % +++») oder (x), die sich aus den Gleichungen: 


1G) ae (Oh (a° Gn. t), 29+ Bn = Dp ae bist: his t) 


ergeben. Diese cot Lagen bilden eine Curve, die Bahneurve des Punktes (x°). 

So gehirt zu jedem Punkte («°) des Raumes eine Bahncurve. Ins- 
besondere erkennt man leicht, dass der Satz gilt: 

Satz 7: Ist bet einer eingliedrigen Gruppe p, ein Punkt auf der Bahn- 
curve Von Py, so hat p, eben diese Curve auch zur Bahneurve. Eine eim- 
guedrige Gruppe des n-dimensionalen Raumes besitzt also oo?! Bahneurven. 

Der Beweis ist genau so wie in den Fallen m = 2, 3. (§ 2 des 
4, Kap. und § 2 des 12. Kap.) 

Denken wir uns nun eine beliebige Transformation 7, der Gruppe auf 
einen Punkt p einer Bahncurve ausgefiihrt, so geht er in einen Punkt 
(p) Ta auf derselben Bahncurve iiber. Dies gilt fiir alle Punkte der Bahn- 
curve und fiir alle Transformationen der Gruppe, daher: 

Satz 8: Jede Bahncurve einer eingliedrigen Gruppe gestattet alle Trans- 
formationen der Gruppe. 

Insbesondere ist auch sofort zu beweisen: 

Satz 9:  Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe, 
so kennt man auch thre Bahneurven. 

Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, wenn 
nur die infiflitesimale Transformation 


wrest tecty. ta 7 


der Gruppe gegeben ist, so hat man zu beachten, dass ein Punkt (2,, 2 ++: an) 
vermdge dieser infinitesimalen Transformation Uf in einen benachbarten 
Punkt seiner Bahneurve tibergeftihrt wird, d. h. dass 2,,%)-+-+%, auf der 
Bahneurve um Incremente dz,, dz, --- dx, zunehmen, die proportional 
Ei, go 7  Gasind. 
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Satz 10: Die Bahneurven einer eingliedrigen Gruppe ordnen ihren 
Punkten gerade die Richtungen zu, welche ihnen vermige der infinitesimalen 
Transformation der Gruppe zugehoren. 

Die Bahncurven sind also die co”—1 Integralcurven des simultanen 
Systems: 

da, Fi aa; dx, 


NC On, AC ee ee pe ea (ek is e). 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die oo’! Charakteristiken der 
linearen partiellen Differentialgleichung: 


Allerdings haben wir bisher tiber die Interpretation und Integration 
derartiger simultaner Systeme und linearer partieller Differentialgleichungen 
im beliebig vielen Veriinderlichen noch nicht gesprochen. Wir werden dies 
hier kurz nachholen, indem wir die analytische Theorie dieser Gleichungen 
als bekannt yoraussetzen. 


Ein simultanes System: Simultanes 
1 System. 
dx. dix. C x 
10 cee es 2 I 
( ) g, (Bears Ly) E(x, ety Ly) CA cae Ly) 
integrieren heisst bekanntlich, etwa v,---%, als Functionen von x, be- 
stimmen, sodass sie identisch fiir alle Werte von x, die Gleichungen (10) 
befriedigen. Diese Functionen enthalten noch m — 1 willkiirliche Con- 


stanten. Deuten wir #,, 7,-+:%, als Punktcoordinaten in einem Raume 

von  Dimensionen, so handelt es sich also darum, gewisse Curven in 
demselben zu finden, nimlich die, deren Richtungscosinus proportional 

§, 6°°:*& sind. Geometrisch erhalten wir diese Integralcurven, indem Integral- 
wir von einem Punkte ausgehend der ihm jeweils durch das simultane “""” 
System zugeordneten Richtung folgen. Durch jeden Punkt allgemeiner 

Lage im Raume geht also eine Integralcurve und es giebt im ganzen 
oo"—1 Integraleurven. Bekanntlich nennt man eine Function w(z, --- «,) 

ein Integral des simultanen Systems (10), wenn jede Mannigfaltigkeit ttegral. 
u = Const. von Integralcurven erzeugt wird, wenn also jede Integralcurve, 

die durch einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit hindurchgeht, ganz in der- 

selben enthalten ist. Dies tritt ein, wenn die durch einen beliebigen 
Punkt (2,---%,) der Mannigfaltigkeit w — Const. gehende Integralcurve 
daselbst eine Tangentialrichtung (&,, &---&,) besitzt, welche die Mannig- 
faltigkeit w == Const. beriihrt, wenn also identisch 


. OU . OU . OU 
Bi Faye 2 aa a Se gmt 


ist. m—1 von einander unabhingige Integrale u,-++u,—1 des Systems 
(10) gentigen zur Bestimmung aller 00"~1 Integralcurven, die durch die 
Gleichungen 

u, = Const., Us, == Const., u_z—1 == Const. 


gegeben werden. Die Gleichung 


Lin. part. 
Diffel. 


Lésung. 


Charakte- 
ristik. 


Invariante 
einer eingl. 
Gruppe. 
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Quy +++ Un —1) = 0 


stellt die allgemeinste Mannigfaltigkeit dar, welche von Integralcurven 
erzeugt wird. Demnach ist 2(u,---u,—1) die allgemeine Form eines 
Integrals von (10), sobald uw, +--+ u,—1 irgend welche m— 1 von einander 
unabhiingige Integrale bedeuten. 


Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleichung: 
me ey De Of odie 
(11) Of tet 88 Baa ae DeiCae aaa 


Sie besitzt, wie man weiss, »-——1 von einander unabhingige Ldsungen 
Uy, Uy + ** Un—1 und jede Lésung f derselben ist eine Function von 
Uy) Uys ++ Un,—1 allein. Nach dem Obigen ist jede Lisung von (11) ein 
Integral von (10), und umgekehrt. Natiirlich giebt die obige Betrachtung 
keinen strengen Beweis, sie soll nur diese bekannte Thatsache geometrisch 
erliutern. Die co”—1 Integralcurven des simultanen Systems (10) nennen 
wir auch, eine Bezeichung von Monge im Fall m= 3 auf beliebiges n 
verallgemeinernd, die Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung (11). Jede (n —1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
(2, lp +++ yn) = 0, 

welche von oo”—? Charakteristiken erzeugt wird, nennen wir eine Integral- 
mannigfaltigkeit des Systems (10). Fiir eine solche ist 


vermége w = 0. 
Nach dieser Hinschaltung kehren wir zuriick zur Betrachtung einer 
eingliedrigen Gruppe in » Verinderlichen. 


Die Frage, wann eine Function 9(%,,%,+++%,) bei allen Trans- 
formationen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe 

Ly = Py, Byes Hn, t), +++ Gn = Pn(%, p++ + Gn, b) 
invariant bleibt, also eine sogenannte Invariante ist, erledigt sich sofort. 

Soll 

(0 «+ r,') — WH +») 
sein bei allen Transformationen der Gruppe, so folgt aus Theorem 26 
des § 2, dass fiir jedes ?: 


Qe, ++ He) + U2(o,-+- a5) + <5 UUM) +--- = Q@,-->2,) 


sein muss, woraus als notwendige, aber, wie man sofort sieht, auch 
hinreichende Bedingung folgt: 
U(x, +++ %,) =0. 
Theorem 27: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 
Uf sind die Loésungen der linearen partiellen Differential- 
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glecchung Uf=0. Jede Invariante ist also darstellbar als 
Function von irgend welchen n—1 von einander unabhdngigen 
Invarianten. 


Geometrisch gedeutet stellt die Gleichung £2 = Const. eine Schar von 
oot (n — 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dar. Ist Q eine In- 
variante, so bleibt jede dieser Mannigfaltigkeiten ftir sich bei allen Trans- 
formationen der Gruppe Uf invariant. Jede dieser Mannigfaltigkeiten wird 
erzeugt von oo”—? Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung Uf = 0, d. h. von oo"? Integraleurven des simultanen Systems 
(10) oder also yon oo”? Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf. 


Wir sagen wie friiher, eine Gleichung 
2G Xe ae 20) ==. 0 


gestatte eine Transformation, welche die Wertsysteme (#,---%,) in 
die Wertsysteme (%,'---2,') tiberfiihrt, wenn die Transformation jedes 
Wertsystem (a, --- %,), fiir das & =O ist, in ein solches (a,'-- + a’) 
transformiert, fiir welches ebenfalls 2(v,'---%,’) = 0 ist, mit anderen 
Worten: Die Gleichung (%,--- 4%) =O ist bei der betreffenden 
Transformation invariant, wenn die Gleichung diese nach sich zieht: 


(ay + ++ an) = 0. 


Fragen wir uns, ob und welche Gleichungen (x, ---x,) =O es 
giebt, welche alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf ge- 
statten. Da bei einer beliebigen Transformation der Gruppe nach 
Theorem 26 des § 2 


Qa +++ en") = Qa + «+ tty) + CO UU AR a. 


ist und dies also gleich Null sein soll, sobald 2(a,---x,) =O ist, und 
zwar fiir jedes ¢, so ergiebt sich als eine notwendige Bedingung, dass 
UQ(a, +++ %,) =O sein muss vermége 2(a,:-+%,) =O. Auch ist 
dies Kriterium hinreichend. 
Das Verschwinden von US vermége 8 =O kann namlich auf 
zweierlei Weisen eintreten. Hs ist ja 
02 02 02 
U2 == 61 5g, 1 bag, bt be 5g 


Hy 
Es ist zunachst denkbar, dass &, &---&, samtlich verschwinden 
vermoge 2==0. Alsdann ist jedes Wertsystem (a,---%,), welches 
die Gleichung 2 = 0 erfiillt, fiir sich invariant; gleichzeitig bleibt 
auch die Gleichung $= 0 invariant. Oder aber §, &---& ver- 
schwinden nicht samtlich vermége 2—0. In diesem Falle bleibt 
nicht jedes Wertsystem (#,°-+%), welches $0 macht, fiir sich 
invariant, sondern wird durch die Transformationen der Gruppe im 


Invariante 
Gleichung. 
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alloemeinen in neue Wertsysteme (v,'---,') tibergefiihrt. Sind nun 
2,---&, ein System Lésungen der linearen partiellen Differential- 
oleichung 


0 0 
Ups git-- +6 go =0, 


so kann bekanntlich die Gleichung 8 = 0, die ja US =O macht, die 
Form 
IT(&, +++ 2,1) = 0 
erhalten. Sie bleibt daher invariant bei jeder endlichen Transformation 
unserer eingliedrigen Gruppe, die ja auf die Form 
G2; (Hy +++ By’) == Qi, +++ Ln), 
Way 2 an ) Wwe a) et 
reducibel ist. 
Wir erkennen hiermit, dass das Verschwinden des Ausdrucks 
U2 vermoge 8 =O nicht allein ein notwendiges, sondern zugleich 
ein hinreichendes Kriterium fiir die Invarianz einer Gleichung 2 = 0 ist. 
Theorem 28: Ls giebt zwei Arten von Gleichungen 


2a - + In) = 0, 


welche ber einer eingliedrigen Gruppe Uf in den n Verdnder- 
lichen “,---X, wnvariant bleiben. Entweder bleiben alle Wert- 
systeme (@,++-+%,), welche 8&=—=0 machen, fiir sich invariant 
oder nicht. In beiden Fallen ergiebt sich als Invarianzkrite- 
rium, dass U2 —=0 sein muss vermige 2 = 0. 


Geometrisch gedeutet haben diese beiden Méglichkeiten folgenden 
Sinn: 2 =O stellt eine (% — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dar. 
Soll dieselbe bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleiben, so muss 
diese jeden Punkt (#,---2,) derselben wieder in Punkte derselben tiber- 
fiihren. Da aber der Punkt bei allen Transformationen der Gruppe immer 
nur in Punkte seiner Bahncurve tibergeht, so folgt, dass die invariante 
Mannigfaltigkeit $2 — 0 im allgemeinen von Bahneurven erzeugt sein 
muss. Nur, wenn kein Punkt der Mannigfaltigkeit eine Bahncurve hat, 
d. h. wenn alle Punkte der Mannigfaltigkeit fiir sich invariant bleiben, ist 
dem nicht so. Hs ist dies der Fall, in welchem alle Punkte (a, --- a,) 
von $4 =O die Coefficienten &,--- § einzeln gleich Null machen. 


Ks ist naturgemiss, zu sagen, dass die Gleichung £2 = 0 bei der 
infinitesimalen Transformation Uf invariant bleibt, sobald die Anderung, 
welche Uf ihrer linken Seite erteilt, U2 dt, vermége der Gleichung 
selbst auch Null ist, d. h. sobald U2 vermége 8 = 0 verschwindet. 
Unser Kriterium kann daher auch so ausgesprochen werden: 

Satz ll: Die Gleichung 2(a,---%,) =O gestattet alle Transforma- 
tionen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten eingliedrigen 
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Gruppe in den n Verdnderlichen x,+-+ 2, dann und nur dann, wenn sie 
die infinitesimale Transformation Uf der Gruppe gestattet. 

Wir sind nunmehr zu Ende mit der Aufzahlung und dem Be- 
weise der wichtigeren mit einer eingliedrigen Gruppe in » Verinder- 
lichen verbundenen Satze und kénnen dazu iibergehen, in dhnlicher 
Weise, wie dies in der 2. Abteilung fiir den Fall » = 2 geschah, die 
Beziehungen der eingliedrigen Gruppen zu Differentialgleichungen her- 
zustellen. . 

Vorher aber wollen wir noch eine Bemerkung tiber eine gewisse 
Beziehung zwischen zwet infinitesimalen Transformationen einschalten, 
die wir schon friiher an einer Stelle fliichtig beriihrt haben. 


§ 4. Deutung der Beziehung: (UV) = 0. 


Fiihrt man zwei Transformationen, S und 7’, nach einander aus, , Auf 


anderfo]ge 

2 M 3 & . Pre Wis : as zweier 
so ist es um allgemeinen nicht gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge ,7veicr 
dies geschieht; ST ist im allgemeinen verschieden von 7'S. Wenn ‘™ansfor- 


man z. B. in der Hbene zuerst eine Rotation und dann eine Trans- 
lation ausfiihrt, so ist das Ergebnis ein ganz anderes, als wenn man 
zuerst die Translation und darauf die Rotation ausgetibt hatte. 

Die Aufeinanderfolge zweier imfinitesimaler Transformationen ist , Axfein- 


anderfolge 
allerdings gleichgiiltig, da wir bei diesen nur die unendlich kleinen Zwei i- 


Gréssen niedrigster Ordnung beriicksichtigen: Die Function f wird von “Transtor~ 
Uf in f + Uf ot verwandelt, diese weiterhin von Vf in: 
f+ Uf dt+Vif + Uf ot)dr 

oder also in f+ Ufdt+ Vfdor, denn das mit dédt behaftete Glied 
ist zu unterdriicken. Vertauschen wir Uf und Vf mit einander, so 
ergiebt sich ebenderselbe Wert. 

Dem ist nicht stets so, wenn zwei endliche Transformationen 
S und 7 der von Uf und Vf erzeugten eingliedrigen Gruppen nach 
einander ausgefiihrt werden. Die erste Transformation S verwandelt 
eine Function f allgemein in: 


, t ? ; 
faftto+{iumnt+:, 
die zweite 7’ dagegen in: 
F=f+ i vp+gqvon+- 
(vgl. Theorem 26 des § 2). Um also die Function /” zu erhalten, m= 


welche f vermége der Aufeinanderfolge ST iibergeht, haben wir 7’ 
auf f’ auszuftihren, also zu bilden: 


P=r+Errt+ggveny+- 


Lie, Differentialgleichungen. 20 


306 Kapitel 14, § 4. 
Aber wegen des obigen Wertes von 5, ist hierin zu setzen: 
f=ft+$Ur+ oy UN + 
Pea LEON 
VVF)=V(VA)+-:> 
tila aal 
[2S Par - bps #5 U(Uf) + - 
+ Uf + 5 VP) + 


Hierin haben wir nur die Glieder geschrieben, welche in ¢ und 1 
vom 0., 1. und 2. Grade sind. Lassen wir die unbequemen Klammern 
weg und ordnen wir die Glieder anders, so kommt offenbar: 


dese Terie ia a 5 @UUf + 2teVUf + eV Vf) + 
5 (PUUUf+30cV UUf + 3te VV Uf + eV Vf) +: 


und die RE Na leuchtet ein. 

Wenn wir aber nun umgekehrt auf f zunachst 7’ auerihrens so 
geht f tiber in f. Wird dann erst S ausgetibt, so ergiebt sich eine 
Function f, die offenbar ganz analog wie f” gebaut ist, nur dass U 
und V und ¢ und + darin zu vertauschen sind. So kommt: 


PS fses Meee + 5 (PV VE+ 2ctU VP + PUP) + 
+5. sg OV V VE -+ 80°tU VV f+ 3c8UU Vf + BU Uf) +. 


Wir fragen uns nun, wann f/f” und f fiir alle Parameterwerte ¢, 
t, d. h. fiir alle Transformationen S, 7 der beiden Gruppen Uf, Vf 
einander gleich sind, wie auch die Function f gewahlt sein mag. 
Zunachst stimmen die erhaltenen Werte in den Gliedern nullter, und 
erster Ordnung in ¢, t tiberein. Die Differenz der Glieder zweiter 
Ordnung hat den Factor: 

VUf—UVSf. 

Dies aber ist nichts anderes als der Klammerausdruck (VU), den wir 
in § 3 des 10. Kapitels in » Veranderlichen entwickelt haben. 

Als erste notwendige Bedingung dafiir, dass ST = T'S ist, ergiebt 
sich also: 


(UV) =0. 
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Wenn umgekehrt diese Bedingung erfiillt ist, so ist nun auch f” =f. 
Hs stimmen dann nimlich die Ghieder nullter, erster und zweiter Ord- 
nung in ¢, t tiberein. Die Differenz des Gliedes dritter Ordnung ist 


“= (vuuf— UUVf) + © (VV Uf — UTP). 


Sie ist Null, weil wegen (UV) =0 iiberall VU durch UV ersetzt 
werden kann. Dasselbe gilt fiir die Differenzen der Glieder héherer 
Ordnung. 


Satz 12: Die endlichen Transformationen S, T gweier von Uf und 
Vf erzeugter eingliedriger Gruppen sind dann und nur dann mit ein- 
ander vertauschbar: ST = TS, wenn der Klammerausdruck 
(UV) = U(Vf) — V(Uf) =0 
ist. 

Wie schon bemerkt, ist die Reihenfolge zweier infinitesimaler 
Transformationen fiir das Ergebnis stets gleichgiiltig, solange man 
die unendlich kleinen Glieder héherer Ordnung nicht berticksichtigt. 
Wir wollen nun insbesondere aber Uf und Vf vertauschbar nennen, Vertenset- 
wenn jede endliche Transformation der von Uf erzeugten Gruppe mit ™* 
jeder der von Vf erzeugten m der Rethenfolge vertauschbar ist, d. h. 
wenn die Beziechung (UV) = 0 besteht. 

Wenn Vf= Uf wire, so wiirden S, 7’ endliche Transformationen 
derselben eingliedrigen Gruppe sein. Da (UU) =O ist fiir jedes Uf, 
so folgt, dass zwei Transformationen em und derselben emgledrigen 
Gruppe stets mit einander vertauschbar sind. Dies Resultat hatten wir 
tibrigens auch aus Theorem 24 des § 1 ohne weiteres entnehmen 
k6énnen. 


we Beisel: Sei Beispiele. 
0 0 
heed Visa tye, 
so ist: 
0 0 
(UV)=—ys tas reety se 


Uf ist eine infinitesimale Rotation, 
Vf eine infinitesimale Ahnlichkeits- 
transformation vom Anfangspunkt 


aus. Hs ist demnach bei der Aut- wn 

einanderfolge einer Rotation um den eit ost Sia 
Anfangspunkt und einer Ahnlich- Gisinte ce 
keitstransformation vom Anfangs- Fig. 28. 


punkt aus die Reihenfolge beider gleichgiiltig, In der That erhellt 
dies auch sofort geometrisch. (Fig. 28.) 
20* 
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2. Beispiel: Wir wollen alle eingliedrigen Gruppen in zwei Ver- 
ainderlichen a, y aufsuchen, die mit den Translationen langs der y-Axe 
vertauschbar sind. Hier ist das bekannte 


uf= sz, 
wihrend 
rpsesitng 
gesucht wird. Hs ist: 
(OV) = 55 oa t oy By 
Soll dies Null sein fiir jedes f, so miissen € und y frei von y sein: 


of 


Mit der eingliedrigen Gruppe von Translationen EG sind also alle 


eingliedrigen Gruppen 
Uf = t@) 56 +10) 5 
oe da! 1 oy 
vertauschbar. Zu diesen Gruppen gehért unter anderen die Gruppe 


der Translationen fi +b i nach einer gewissen Richtung hin, 


ferner die Gruppe der affinen Transformationen 2 oF , die der pro- 


of 


x 
A ° ° 4) 
jectiven Transformationen von der Form x = +2 By te ® 


Wir erinnern daran, dass die Relation (UV) =0 in zwei Ver- 
anderlichen schon in § 3 des 6. Kapitels (Satz 6) aufgetreten ist, 
und bemerken, dass sie in analoger Weise in » Verdnderlichen im 
nichsten Kapitel wieder vorkommen wird. Wir werden alsdann Ge- 
legenheit nehmen, den Zusammenhang mit der im gegenwartigen 
Paragraphen gefundenen geometrischen Deutung der Relation in einer 
Anmerkung aufzudecken. 


Kapitel 15. 


Lineare partielle Differentialgleichungen Af = 0, welche eingliedrige 
Gruppen gestatten. 


Von jetzt ab entwickeln wir eine Ahnliche Theorie, wie im 7. und 
' 8. Kapitel: Wir werden eine lineare partielle Differentialgleichung 
betrachten, welche alle Transformationen gewisser eingliedriger Gruppen 
gestattet, und die daraus sich entwickelnden Theorien gelegentlich 
auch in Zusammenhang mit den sogen. Jacobi’schen Multiplicatoren 
der Differentialgleichung bringen, — alles aber unter Voraussetzung 
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beliebig vieler Verinderlicher. Doch werden wir mehrere Male die 
Betrachtungen fiir den Fall dreier Variabeln specialisieren, um sie 
moglichst anschaulich zu machen. 


§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen, welche endliche 
Transformationen gestatten. 


Es sei voryelegt eine lineare partielle oe 


of 
0, = == () 
ga tha toot mae 9, 
WO @,, &-+-c, gegebene Functionen von 4, #--+%, bedeuten und 


die linke Seite, da sie die Form eines Symbols einer infinitesimalen 
Transformation hat, auch durch das Zeichen einer solchen ausgedriickt 
werden kann. Wir wollen sie Af nennen, sodass die Gleichung lautet: 


Af Sy gf ty FE pt oy oO, 


Wie bekannt, besitzt sie — 1 von einander unabhingige Lé- 
sungen f= @,, @,--- @n,—1 und jede andere ihrer Lésungen ist eine 
Function dieser. Herférhebon wollen wir noch, dass die Differential- 
gleichung Af = 0 durch Angabe » — 1 von Arnie unabhiingiger 
Lésungen derselben vollig, nimlich bis auf einen unwesentlichen Factor, 
der sich fortheben lisst, bestimmt wird. Denn es ist ja jedes 4@;=0 
und also kénnen wir aus den » — 1 Gleichungen: 


CO, CO, 00, 
dk = Oa: Xs A Meas Ona ——S O 
Ac, 16a, ae 2 Die, = at ” Oa, ) 
oo 0a do. 
~ na—1 n—1 n—1 
wi eS . Onna =) 
A Oy, 1 a, Ox. 2 On + a a” On 


den Schluss ziehen, dass sich o,, @,++-o, zu elmander verhalten wie 
die (2 — 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix: 


00, 0a, 00, | 
. ae 
Ot, Oi, Cine || 
00, 4 00,4 0@, 4 
C2, On, On, 
Sie sind demnach durch @,, @,---@,—1 bis auf einen gemeinsamen 


Factor véllig bestimmt. 
Die betreffende lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 hat 


daher die Form 
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00, 0a, 0@, 

Ox, O25 0, 

0a, Oa, OW, 

0%, Ox, Ox, 

. Duty 
OM, 4 do, 1 COn—1 
| dar, Ox, Ox, , 

De eh oa 

Ox, Owe 0x, 
1 daneheae Wir wollen auf unsere lineare partielle Differentialgleichung 
neuer er 
ened r Af = () eine Transformation ausfiihren, indem wir neue Veranderliche 
in Af= = 

Wy, Ly +++ Ly vermodge der n Blekhuneen: 
Bp == Pel Gy lg en) (6 1,2 ©) 


einftihren. Dadurch geht Af tiber in: 


ne ° 6438 
Af= Aa, fe + Aty gee sb dee 


(vgl. § 2 des 14. Kap.). Die neue Differentialgleichung lautet also: 
Ap Agee Aa te Ee, 


Ox, 
worin nattirlich Aw,’ = Ag,,--: Ax, = Ag, durch w,', +++ aX, aus- 
zudriicken sind. Fiir jede Function 7 besteht demnach vermége der 
n Gleichungen x; = q; die Relation 
AferASt 
identisch. Insbesondere ist also, wenn w eine Liésung von Af = 0 
ist, mit A@=0 auch A’w = 0, sobald w in den neuen Veriander- 
lichen x geschrieben wird. Daher: 


Satz 1: Fiihrt man wm eine lineare partielle Differentialgleichung 
Af = 0 in den Vertinderlichen a, +++, neue Veriinderliche x,'-- + %»' ein, 
so geht jede Lisung der Differentialgleichung Af =O durch Einfiihrung 
der neuen Variabeln in eine Lisung der neuen Differentialglecchung iiber. 
Erhalten dabei n—1 von einander unabhdngige Lisungen «,(a)-++0,—1(2) 
von Af =O die Formen @,(x')---@,—1(2'), so erhdlt Af =O in den 


x die Form 
Pee Bua 0a 
i 0®@, Ca, n—1 Of 
Ape > + gaat ot oo, 


Ok, Ou, 102, 


Wenn nun insbesondere die transformierte Differentialgleichung 


A'f=0 bis auf einen unwesentlichen Factor @ wieder die urspriing- 
liche Form hat, wenn also 
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Af = 0 (a0) geo to + ne) 35) 

ist, so hat A’f=O0 offenbar die m — 1 von einander unabhangigen 
Lésungen @,(2’) ++ - @,1(a’), die aus @,(@) +++ @»—1(«) einfach dadurch 
hervorgehen, dass man tiberall 2 statt w schreibt. Da nun auch 
,(@) +++ @,1(@) m—1 von einander unabhingige Lésungen von 
A’f = 0 sind, so miissen diese Functionen von jenen sein, d. h. es 
bestehen 2 — 1 Identitéten von der Form: 

Bi(ay + ty!) = 2 (0, (2) +++ Oa(0)) 

(i= 1,2+-+n—1) 

oder also, es bestehen vermége der Transformation a; = g,(x) gewisse 
n —1 Relationen von der Form 

;(a, + ++ &n) = Qi(@,(@) » + Ona(2’)) 


G1, 2-->2m— 1) 
oder, nach den w(a’) aufgelést: 
(1) ilar «++ a") = Wile, (2) + + @,-1(2)) 


(@=1,2---n—1). 


Jede Lésung w(x) von Af =O wird dann durch die Transformation 
Xx = g(x) wieder in eine Lésung von Af = 0 tibergefiihrt, nur ist 
iiberall x statt x geschrieben. 

Wenn andererseits » — 1 solche Relationen (1) bestehen, so ltat 
A’f = 0 die Lésungen @, (a) +--+ @,-1(a), d. h. A’f muss bis auf einen 
_ unwesentlichen Factor 9 die Form von Af = 0 haben, nur dass iiberall 
x statt x geschrieben ist. 

Wir konnen also sagen: 

Satz 2: Hine lineare partielle Differentialgleichung Af =O bewahrt 
dann und nur dann bei Einfiihrung neuer Variabeln ihre Form bis auf 
einen unwesentlichen Factor, wenn diese Transformation jede Losung von 
Af = 0 wieder in eine Losung von Af = 0 tiberfihrt. 

Hiernach ist es gerechtfertigt, zu sagen: die Differentialgleichung (nie 
Af =0 gestattet eine vorgelegte Transformation, sobald diese Trans- “i532 — 
formation ihre Lésungen unter einander vertauscht. 

Geometrisch gedeutet kommt dies darauf hinaus, dass die Transfor- 
mation ;, = ;(#,---,) im Raume (s,---2,) die Punkte einer jeden 
Charakteristik o, = Const., «++ @,-1 = Const. von Af =O wieder in die 
Punkte einer ihrer Charakteristiken tiberfiihrt, ktirzer gesagt, die Charak- 
teristiken unter einander vertauscht. 

Beigpiel. 


Beispiel: Sei 
be ea of e707 Of __ 
Af= Bat an, +- Ly But, — Ly Ox, QO. 


Fiihren wir die neuen Verdnderlichen 
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, / 
Uy = — hy, Uy = H,, Us = Wy 
ein, so kommt: 
tres of Of, weer er ah 
mma Ou,’ + Oi, Xs Om, 


oder: ‘ 
mae ne ae one eae 
Af= H, ba,’ + Xs Oa,’ a, Day 
Also bewahrt Af bei Hinfiihrung der neuen Verinderlichen seine 
Form. (Insbesondere ist hier g@ = 1.) Daher fiihrt unsere Trans- 
formation jede Lésung in eine ebensolche iiber. Dies lasst sich veri- 


ficieren: Af = 0 ist dquivalent dem simultanen System: 


da, dk, By Wk, 


M7 LG a” + a,” 
und dies giebt integriert zunichst: 


Uf 
-2 == Const. 


np 


1 
Ausserdem ist: 
£,dL, + %,dxy = — 1,K5. 
Integriert: 
x? + a,” + x,” == Const. 


Deuten wir z,, “,, v, als rechtwinklige Punktcoordinaten, so stellt: 


i 
= = Const. 


oni: 


die Ebenen durch die w;-Axe, 
xy? + x? + vw,” = Const. 


die Kugeln um den Anfangspunkt dar. Ihre oo? Schnittkreise sind 
die Charakteristiken von Af=0. Die angewandte Transformation: 


4 , 


RA ag Ny lg aang 
. . : . . . 7 
aber ist eine Rotation um die w,-Axe mit der Amplitude >: Offenbar 


vertauscht sie die Charakteristiken unter einander. Die allgemeinste 
Lésung der Differentialgleichung Af = 0 lautet: 


Yale oe A he 
2(a, + Hy" + £5", 2), 

1 
Offenbar wird sie von der Transformation wieder in eine Lésung 
12 12 2 Ly" 
2 (a, + 2° + 2s ,— <1) 
2 

verwandelt, 
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§ 2. Kriterium dafiir, dass Af—O0 eine eingliedrige Gruppe Uf 


gestattet. 
Es sei wieder die lineare partielle Differentialgleichung 

Af=0 
vorgelegt und es sei Uf die infinitesimale Transformation einer ein- 
gliedrigen Gruppe in 2,,%---2,. Die endlichen Gleichungen dieser 
Gruppe lauten (nach Theorem 26, § 2 des 14. Kap.): 

r t : 

(2) ik = oy + Un, + 7 UU +: 


(k=1,2+--7n). 

Wir werfen die Frage auf, wann die lineare partielle Differential- 
gleichung Af = 0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf 
gestattet. 

Es mégen @,, @):-- @,—-1 7 — 1 von einander unabhingige Lé6- 
sungen der Gleichung Af= 0 sein. Nach den Entwickelungen des 
vorigen Paragraphen gestattet Af— 0 die allgemeine Transformation 
(2) der Gruppe Uf dann und nur dann, wenn jedes w;, geschrieben 
in den neuen Verdnderlichen w,'---,', die Form hat: 

iC + ++ th") = Wily (++ tn), Oe ay) 
12 i — 1), 
Ks lasst sich aber die linke Seite nach Theorem 26 entwickeln nach ¢, 
sodass kommt: 


t 
wo, +++ ttn) +L Weoley ++ ay) ++ = Wily (2) +++ ©,2(2)). 
Da eine solche Relation identisch bestehen soli fiir jedes ¢, so folgt 
zunichst als notwendige Bedingung, dass die Uw; die Form haben: 
(3) Ua; = 2;;(0, ene @n—1) 


G=1,2-5-n —4), 
Dies Kriterium ist aber auch hinreichend, denn nun ist auch 


m—1 n n—1 
62, 02, 

UVa; = U2; = Yas Uo; = ee 2;, 

: j 7 J 


d. h. ebenfalls eine Function von , +--+ @,—; allein, u. s. w. 

Satz 3: Die lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 gestattet 
alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf dann und nur dann, 
wenn n — 1 von einander unabhingige Lisungen @, +++ O21 der Differen- 
tialgleichungen Relationen erftillen von der Form: 

Uo; = 2;(@, +++ @,-1) 


(i=1,2+--n—1). 


Beispiele. 
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Wie im Falle zweier Veriinderlicher (§ 2 des 6. Kap.) liegt offenbar - 
auch hier in » Verinderlichen die Redeweise nahe: Die Differential- 
gleichung Af=0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, sobald 
Uo, ---Uow,1 simtlich wieder Lésungen, also Functionen von @, +--+ @,—1 
sind. Daher kénnen wir Satz 3 auch so aussprechen: 

Satz 4: Die Differentialgleichung Af = 0 gestattet die einghedrige 
Gruppe Uf, sobald sie thre infinitesimale Transformation Uf selbst zuldsst. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


et OF. Snr Ory: of 
Uf ag, Ou, + w, De: + 2; bx,’ 


denn Af besitzt das Lésungensystem: 
0; == 2, Hy, Wy == 1 — 
und es ist: 
Vo, =4,—%“%,=0,, V}8,= ay. 
Auch geometrisch ist dies einzusehen, denn die Charakteristiken von 
Af = 0 sind, wenn 2, #,, #, rechtwinklige Punktcoordinaten bedeuten, 


alle Geraden 
L, — L, = Const., x, — x, = Const., 


d. h. alle Geraden parallel der Geraden 
Ly = Ly = 15. 
Die von den Charakteristiken erzeugten Flachen sind also Cylinder- 
flichen. Offenbar werden dieselben von jeder Transformation der ein- 
gliedrigen Gruppe Uf, namlich. von den Ahnlichkeitstransformationen 
vom Anfangspunkt aus, in ebensolche tibergefiihrt. 
2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


gestattet dieselbe eingliedrige Gruppe: 
ene C of 
Uf = Fo Se ee + %s Aoite 
Af = 0 besitzt nimlich die Lésungen: 
OO, == 0,7 + 2", Wy == 2, 
und es kommt: 
To, = 24,7 + 2a," = 20,, Un, = ty = 0,- 
Interpretiert man die Differentialgleichung Af =O geometrisch, so 
findet man, dass ihre Charakteristiken die Kreise sind, deren Mittel- 
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punkte auf der x,-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser Axe senk- 
recht sind. Jede ihnliche Vergrésserung vom Anfangspunkt aus fiihrt 
jeden derartigen Kreis in einen ebensolchen itiber. 

3. Beispiel: Sei 


hen 
Sha tia oe ty Fe Cy oh 4 ot 


die Differentialgleichung. Sie eae alle Transformationen der Gruppe: 


Uf = «, a Ct a, ot ) 
denn das zu Af = 0 gehérige simultane System: 

da, di, dx, dm, 

ED a 1 1 
hefert die Lésungen: 


— “1 = hee ==] a 
Oo, = Ope ee ay) Op te yy hy 


L> ? 
oe} 
und es ist: 


Uo, =0, JVa,=0, Ua, =1. 


Der Satz 3 kann praktisch nur dann angewendet werden, wenn Kziterium 


dafiir, dass 


ein System Lésungen von Af=O schon bekannt ist. Es ist nun 4/=0? die 
Gruppe Uf 

leicht, ein Kriterium von solcher Form zu geben, dass es anwendbar ist, gestattet. 

auch wenn man keine Lésung der vorgelegten linearen partiellen Differen- 

tialgleichung kennt. Wir erinnern an das analoge Verfahren im Falle 

n= 2 (§ 2 des 6. Kap.). Wir bilden wie damals den Klammeraus- 


druck (UA). Derselbe hat, da 
Sy Seer 
ee a, 
ist, die Form (vgl. § 3 des 10. Kap.): 
of 
(UA) = U4) — AUN) = = Ss — Ab) a 


Gesetzt nun, Af = 0 gestatte die aeiiednes Gruppe Uf und es 
selen @,-++ @,—; ein System von (m — 1) von einander unabhingigen 
Lésungen von Af =O. Nach Satz 3 ist dann jedes Uw, wieder eine 
Lésung, also A(U@;) == 0. Wenn wir in unsere vorstehende Formel 
f = ; setzen, so kommt daher, indem auch Aa; = 0 ist: 


z Ba, 
(= 2 (Uo, — Abs) 5 


=1,2---n—1), 


d. h. @, «++ ©,—1 sind auch » — 1 von einander unabhingige Lésungen f 
der linearen partiellen Differentialgleichung: 


Beispiele 
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n 


0 
> (Uc, wed A&;) eS are 0, 


1 
die sich ktirzer auch so schreibt: 
(Uf, Af) =0. 


Nach einer zu Anfang des § 1 gemachten Bemerkung kann sich mithin 


(UA) nur um einen Factor von Af unterscheiden, es ist daher fiir 


jedes f: 
(4) (UA) = e(% +++ &)Af. 

Wenn nun umgekehrt zwischen Uf und Af eine solche Beziehung 
(4) fiir jedes f identisch besteht, so gestattet auch Af=O die in- 
finitesimale Transformation Uf. Denn dann giebt (4), ausfiihrlich 
geschrieben: 

U(Af) — A(Uf) = ef, 
fiir f=o;, da Aw, = 0 ist: 
A(U@;) poo 0, 
d. h. Uo; ist mit w; eine Lésung von Af = 0. 

Theorem 29: Die lineare partielle Differentialgleichung 
Af=0 gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
Uf dann und nur dann, wenn eine Relation von der Form: 

U(Af) — A(Uf) = e(@- ++ tn) AL 
oder, kiirzer geschrieben, von der Form: 
(UA) = 9@ +++ &) Af 
edentisch besteht fiir alle Werte von f. 


Verificieren wir dies bei unseren drei obigen Beispielen. 


1. Beispiel: 
eee of Oh ae 
ae se Ok, oh — 0, 
SL a of of 
Uf=a, B0, ae 9 O20, + ws Ow, 
Hier ist, wie die Ausrechnung sofort zeigt: 
(UA) =— Af, 
also 9 = —~ 1. 
2. Beispiel: 
meee 4s Of 
Af lp Oa, — &y Oa, == 0, 
Sao, of 
Uf=a, Gea oe: oe 


Es kommt hier: 
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— 1H 4 0 7) 7] 
(UA) = UA) — ACU) S— 2, 52 + 2, 5h — a, SF + SF =o, 
also 9 = 0. 
3. Beispiel : . 
=< of of of OF 
AL Dial e as te Ox, Bi ee = 0, 
Dye) of 
Uf = % 5, + % od 
Augenscheinlich kommt hier ebenfalls: 


(UA) = 0. 


In den beiden letzten Beispielen ist (UA)==0. Daraus folet, anee 
dass in diesen Beispielen auch umgekehrt die lineare partielle Differen- 
tialgleichung Uf—O die eingliedrige Gruppe Af gestattet. (Man 
vergleiche § 3, 6. Kapitel.) Priifen wir dies: 

2. Beispiel: Hier lautet die neve Differentialgleichung: 


Ufa, Zo +m of + 2 ef 0 


und die infinitesimale Transformation: 


petal a eR 


Uf =0 hat die Lésungen: 


und es ist: 


d.h. Uf =O gestattet in der That Af. Geometrisch gedeutet im 
- Raume (2,, 2, 2) hat Uf =O die Geraden durch den Anfangspunkt 
zu Charakteristiken. A/f ist eine infinitesimale Rotation um die x,-Axe. 
Sie fiihrt natiirlich jede dieser Geraden in eine ebensolche tiber. 
3. Beispiel: Die neue Differentialgleichung 
Ufa=n, fo 4%, Sf <0 


1 On, Ae 


hat in %, 2, %, %, die drei Lésungen: 


Sie soll 


0 a) 0 
Af a, 5e +m ct + fh 4 oF 


Geom. Deu- 
tung von 
(OV) =0. 
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gestatten. In der That ist hier: 
A@,—0, Ao,==1,- Ao, = 1. 

Der soeben an zwei Beispielen betrachtete Specialfall (UA) = 0 
kann, wenn der Symmetrie halber statt Af das Zeichen Vf benutzt 
wird, so in einem Satze ausgesprochen werden: 

Satz 5: Ist der Klammerausdruck (UV) identisch Null, so ge- 
stattet die lineare partielle Differentialgleichung Uf = 0 die emgledrige 
Gruppe Vf ebensowohl, als die lineare partielle Differentialglerchung 
Vf =O die eingliedrige Gruppe Uf. 


Die Relation (UV) = 0 bedeutet, wie wir wissen (Satz 12, § 4 des 
14. Kap.), dass jede endliche Transformation S der eingliedrigen Gruppe 
Uf mit jeder endlichen Transformation 7 der eingliedrigen Gruppe Vf 
vertauschbar ist. Die Charakteristiken von Uf==O sind die Bahncurven 
der Gruppe Uf, die Charakteristiken von Vf==0 die Bahneurven der 
Gruppe Vf. Betrachten wir nun eine der ersteren 
Charakteristiken hk, (Fig. 29). Es sei p ein 
Punkt derselben. Fiihren wir auf ihn eine 
Transformation S der Gruppe Uf aus, so geht 
er in einen anderen Punkt (p,) = (p)S auf k, 
iiber. Wird alsdann eine Transformation T der 
Gruppe Vf ausgefiihrt, so geht p, im einen 
Punkt (p,’) = (p,) 7 der durch p, gehenden 
Charakteristik k.° von Vf== 0 tiber. Wechseln 
wir die Reihenfolge SZ’ in TS, so wird p zu- 
nichst in einen Punkt (p’) = (p)7 der durch p 

Fig. 29. gehenden Charakteristik hk, von Uf==0O und 

dann vermége S, weil S7’=— 7’S ist, notwendig 

nach p, gelangen. Es muss also p,’ auch auf der durch p’ gehenden 
Charakteristik %,° von Vf = 0 liegen. 

Hiernach ist klar, dass jede endliche Transformation 7 der Gruppe Vf 
die ganze Charakteristik hk, in die Charakteristik %,° von Uf = 0 tiber- 
fiihrt, d. h. dass Uf =O die Gruppe Vf gestattet und umgekehrt. 

Damit haben wir eine anschauliche Begriindung unseres Satzes 5 ge- 
funden. 


§ 3. Af==0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 


Jetzt nehmen wir an, die lineare partielle Differentialgleichung 
Af =0 gestatte zwei infinitesimale Transformationen Uf und Vf. 
Nach Theorem 29 des vorigen Paragraphen ist dann etwa: 


(UA)=o0Af, (VA)=ce6 Af. 
Hieraus kénnen wir nun einen merkwiirdigen Schluss ziehen. Wir haben 
in § 4 des 10. Kapitels die sogenannte Jacobi’sche Identitit kennen 
gelernt, und diese wollen wir jetzt anwenden. Danach ist nimlich: 


n 
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((UV)4) + (VA) U) + (AU)V) = 0, 
also nach Obigem: 
((UV)A) + (64, U) + (— 04, V)=0. 


Es ist aber,"da 6 und®@ von f frei sind: 


(¢A,U)= o(AU) — Ue: Af, 
040) OV) Vo. Ar 
oder also: 
(oA, U)=— 60 Af — Ue - Af, 
(=a. ooray Von 


sodass die Identitét entsteht: 
((UV)A) = Uc- Af — Vo: Af 
= (Ue — Vo) Af. 
Hierin ist Uo — Vo eine Function t von 2,---4a,, sodass kommt: 
((UV)A) =tAf. 


(UV) ist ebenso wie Uf und Vf eine infinitesimale Transformation. Klammer- 


Unsere Relation sagt also nach Theorem 29 aus, dass die Differential- swoier inf 

gleichung Af=0O auch die infinitesimale Transformation (UV) gestattet. Apao. 
Theorem 30: Gestattet die lineare partielle Differential- 

gleichung Af =O die beiden infinitesimalen Transformationen 

Uf und Vf, so gestattet sve auch die infinitesimale Transfor- 


mation (UV). 


Wir haben also ein Mittel, um aus zwei infinitesimalen Trans- APleituas 
formationen Uf, Vf der Gleichung Af = 0 eine neve (UV) derselben 7 yom. 


ohne Schwierigkeit abzuleiten. Es darf nicht iiberraschen, dass dies “chon be 


iiberhaupt méglich ist, denn kennt man z. B. zwei endliche Trans- 
formationen S, 7, welche Af = 0 gestattet, so lisst diese Gleichung 
auch ihre Aufeinanderfolge S 7, ferner ST?, TS, T+ ST u.a.m. zu, also 
eine ganze Anzahl neuer Transformationen. Jede infinitesimale Trans- 
formation Uf, Vf definiert aber co’ endliche Transformationen. Aus 
diesen endlichen lassen sich neue zusammensetzen, die nicht notwendig 
von Uf oder Vf erzeugt werden, unter anderen nach unserem Theorem 
auch alle, die der eingliedrigen Gruppe (UV) angehoren. 

Doch liefert das in Theorem 30 gegebene Verfahren nicht not- 
wendig stets wirklich neue infinitesimale Transformationen der Gleichung 
Af =O. Man bedenke namlich, dass nach Theorem 29 des § 2 die 
Gleichung Af = 0 mit Uf, Vf auch jede infinitesimale Transformation 


von der Form 


aUf+oVf+aAf 


Beispiel. 
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gestattet, wenn a, 6 Constanten, 4 eine beliebige Function von 2, -+-%, 
bedeuten; denn es ist 

(aUf + bVf + a4f, Af) = (a9 + bo — Ad) Af 
und ag + be — Ad eine Function von a,--+%,. Wenn wir also den 
Klammerausdruck (UV) bilden und finden, dass er die Form 

aUftoVf+AAf — (a,o= Const.) 

hat, so werden wir die infinitesimale Transformation (UV) gar nicht 
als eine neue betrachten. 

Wenn nun aber (UV) nicht diese Form hat, so benutzen wir 
(UV) als neue infinitesimale Transformation Wf der Gleichung Af = 0 
und kénnen nach Theorem 30 durch Bildung der Klammerausdriicke 
(UW), (VW) eventuell zu neuen infinitesimalen Transformationen 
gelangen, welche nicht die Form 

aUf+bVf+tcWf+AAf (a,c =Const. 


haben, u. s. w. 
Beispiel: Die lineare ova a eas 
0 
Ape gh + sh 4 ffm 


0X3 


gestattet die beiden veo renfomatns 
Tan tte Ct oF 


Vee ye + (&," — &, + 25) i + (%, 2, + %, 3 — %_ Hs) af ? 
denn es ist, wie die Ausrechnung lehrt: 
(UA)=— Af, (VA)=— 22,Af. 
Wir bilden nun 


0 0 7) 
pe es a Tee, ae + (#12, + 41,23 — £93) ae 


Diese infinitesimale Transformation ist neu. Dass Af= 0 dieselbe, 
wie es sein muss, gestattet, ergiebt sich aus: 


(WA) = — 22, Af. 
Wir kénnen nun (UW) und (VW) bilden. (U W) giebt nichts neues, 


denn es ist: 
(UW) = Wf. 
Aber es kommt, da offenbar 
7) 
Vis Wht (@m — a) 2 
und (WW) =0 ist: 


Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. Soi 
Gh 7 \ SRCT: Fi 
== 1G Me) == (%3 — &) 2, Wh 


Se 0 r 0 
= (0, — a) (@y — te) Ge — (0, — 5) (0 — my) FE 


Auch diese infinitesimale Transformation Xf lisst Af 0 invariant, 
denn es ist: 

(XA) =0, 
u. s. Ww. Hs wird zweckmissig sein, statt der beiden umstindlichen 
Transformationen Vf und Wf die einfache Wf — Vf und Wf zu _ be- 
nutzen. Unsere Gleichung gestattet also die folgenden infinitesimalen 
Trausformationen: 


a 0 
US I= Fo+ ange +a, ZH, 


Uf (= Wr —-VA=@—-«) ges 
af 


Usf (= Wh) S02 gh tae ce at Sine re tei 


a) 
Xs 


OT = XP) ee aa) 3) = ge a, a) a 


uu. S. W. 


Man kann also mit Hiilfe des Theorems 30 aus bekannten infini- 
tesimalen Transformationen der Gleichung Af =O unter Umstinden 


weitere ableiten. Wir wollen annehmen, wir hiatten so r infinitesimale 7 inf Tf 


Transformationen 
Usf; Ook fel | OP 
gefunden, sodass 
(U,A) 224,47, (U, A) == Ap, -< (UA) == 4, Ap 


ist. 

Zwischen diesen infinitesimalen Transformationen werden nun 
moglicherweise Relationen bestehen. Zuniichst nehmen wir als selbst- 
verstindlich an, dass keine der Transformationen selbst die Form 
og Af hat, denn dann wire sie eime triviale Transformation der Glei-Trivisle int. 


chung Af =O, da diese jede infinitesimale Transformation @ Af ge- 4/=°. 
stattet. Es wird danach zwischen Af und U,f keine Relation 


AAf+ wl f= 0 
bestehen, in der 4, w Functionen der 2,--- x, bedeuten. Unter den 
infinitesimalen Transformationen U,f-.-- U,f wird vielleicht keine, 
eventuell aber auch wenigstens eine, sagen wir U,/, existieren, die 
keine Relation 


AAS + wy Uf + b, Uf = 9 


Lie, Differentialgleichungen. 21 
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erfiillt. Alsdann ist unter U,f--- U,f vielleicht auch eme, U,f, vor- 
handen, die keine Relation 


AAP + wy Uf + be Ust + Us Usf = 9 


erfiillt, u. s. w., kurz wir werden annehmen diirfen: Unter U,f--- U,f 
seien @ infinitesimale Transformationen U,f--- U,f vorhanden, welche 
keme Relation von der Form 


Af + wif +--+ m0 =0, 
in der A,, @,--* Ho Functionen der #,--- 4%, oder Constanten bedeuten, 
erfiillen. Dagegen driicke sich jede der tibrigen Ujsif--- U,f durch 
Af und U,f--- Upf aus: z 
(5) Oot f = Ui,1 Of + 2 U2f + +++ + Wie Oof + viAf 

(@=1,2-+-r—9), 

Wo die U1, Ui2-*- Uig, Vi gewisse Functionen von #,---%,, eventuell 
auch nur Constanten, sind. Diese Relationen lassen sich natiirlich 
immer aufstellen: Man entscheidet durch Determinantenbildung, wie 
viele der Transformationen U,f--- U,f keine derartige Relation er- 
fiillen. Ist na&mlich Saas 


Up ee Eb be Ge fy. me 
und 


Af Sa FE +a Zo +. by oe wt 


so untersucht man die Unterdeterminanten der Matrix: 


a, Q re Xn 
om aie OREO) ei 
} ot Sp sey Gan 
Br £9 cee oor 


Angenommen, es verschwinden alle mehr als (9 + 1)-gliedrigen Unter- 
determinanten, dagegen nicht alle (e + 1)-gliedrigen, so besteht zwischen 
den zu ihr gehorigen g + 1 Ausdriicken aus der Zahl der Af, U,f--- U,f 
keine Relation und die iibrigen driicken sich durch diese aus. Wiirden 
jene @ + 1 Ausdriicke nicht auch Af in sich enthalten, so drtickte sich 
Af durch diese aus. Vermége der betreffenden Relation liesse sich 
dann einer der g + 1 Ausdriicke durch die tibrigen und Af und somit 
auch jeder Ausdruck Uf durch jene @ tibrigen und Af darstellen. 
Demnach kénnen wir immer erreichen, dass zwischen Af und 
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etwa U,f---U,f keine Relation besteht, wahrend die Cotifs<> Unf 
die rein algebraisch zu berechnenden Formen (5) haben: 


(5) Uppsf Sue iU,f AE ta Uf E+E ug Ue + AT 


(@=1,2--+-r—o). 


Wir werden nun zeigen, dass die ;1--+%;,, wenn sie nicht nur ie ee 
Constanten sind, Ldésungen unserer Giatchnag Af = 0 sein miissen. pee 

Da eich U,f---U,f samtlich von Af=0O gestattet werden ae 
so ist jeder Ausdruck Uj, sobald @ eine Lésung von Af = 0 ist, gostattet. 
ebenfalls eine Lésung (Satz 3, § 2). Seien nun o, --- @,1 ein System 


Lésungen der Gleichung Af = 0, so ist jede Lésung von Af = 0 eine 
Function derselben, also auch jedes U;@, eine Function von @, -+: @n—1. 


Wir setzen in (5) f gleich @,,@,---@,-1. Dann kommt, da 
; Ao, =Ao,=-::--=0 
ist: 
U 4:0, Te 
(6) ee = U1 U, @, a Ui2 Us@ + +++ + o Up@s, 


Tee Us4 .U, On—1 Ge Ui Uy @On—1 ay. tie Ui Stee 
Hs sind dies » — 1 lineare Gleichungen fiir die Gréssen w;1, u;2- Uo, 
Alle Coefficienten, sowie die linken Seiten sind Functionen der L6- 
sungen @, --- @,—1. Sicherlich sind nicht alle g-reihigen Determinanten 
der Matrix dieser Gleichungen: 


| Upen. Usa ie are ga, | 
| Ua, ee ot ty lpi, | 
ee UO, On—1 U, Opie. Up @n4 
gleich Null, denn sonst gabe es e Functionen 4,, A, --+ 49, sodass: 
4,0,0, +4, U,0, ett Ag ae =), 
Ay OES ay ae i vee Agu, =, 


Ai U, On—1 i hy U, On—1 Pe we io, $ Ont = 0 
wire, d. h. sodass die lineare ale Deteondalaloccunny! 
4 Of + 4 Uaf +++ + A, Uef = 0 
dieselben Loésungen ,---@,1 wie Af—O hitte, ihre linke Seite 
sich also (vgl. § 1) von Af nur um einen Factor unterscheiden kéunte, 
d. h. gegen die Voraussetzung eine Relation zwischen Af und U,f--- Uof 
bestinde. Da also sicherlich eine g-reibige Determinante der Matrix 
von (6) nicht identisch Null ist, so lassen sich die Gleichungen (6), 


21% 
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deren Zahl x» — 1 hiernach sicher auch > g ist, nach wj1, W2 +++ Wig auf- 
lésen. Da alle Coefficienten und die linken Seiten aber Functionen 
Von @, +--+ @,—1 sind, so folgt: Auch w1, w2--+ Wig sind Functionen der 
Lésungen @,-+ ++ @,—1, d. h. sie sind ebenfalls Lésungen der Gleichung 
Ap; 

Theorem 31: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung Af=0O mehrere bekannte infinitesimale Transfor- 
mationen U,f, U,f++-U,f und bestehen zwischen diesen und Af 
einige lineare Relationen, so kann man immer diese Relationen 
aufstellen und danach durch Auflésung derselben gewisse Uf, 
etwa Upiif---U,f, durch die tibrigen U,f---U pf und Af aus- 
drticken: 

Uosif = Wi Uf + tia Ugh +--+ + tig Uf + AF 
(G@=1,2---r—o), 
wahrend zwischen U,f---U ,f und Af keine tineare Relation 
besteht. Alsdann sind die Coefficienten uj1, Uiz- ++ Uig, WENN Sie 
sich nicht auf Constanten reducieren, Lisungen der Gleichung 
AUR Ay 


Wir wollen noch einen etwas anderen Beweis hierfiir erbringen. 
Aus den Relationen 


(5) Oot if = Wir Of + vie Ugf + +--+ + tig Uof + viAf 
ae ere 
folgt, wenn wir den Klammerausdruck (U,4;A) bilden: 
(Upp) = ues(U,A) + ia(Ty A) +++ + the) — 
— Aur? Uf = Aus Ue ee) 
Af =O gestattet nach Voraussetzung U,f--- U,f, d. h. es ist: 
(U,A)=4,Af}; (U,A)=4, Af, ---(U-A)=4,Af. 
Demnach kommt: 
Ati Af = (wird, + wed, +--+ + Ugh): Af — 
— Aur: U,f — Aug: U,f —--- — Au; - Ug Au Af 
oder geordnet: 
© (Appi U1, — Ui2dg — +++ — Ugh + Av)» AF + 
+ Aus - U,f + Aus- U,f + ---+ Aun: Uf =O. 
Hs ist dies eine lineare Relation zwischen Af und U,f, Uzf--- Uof, 
deren Coefficienten gewisse Functionen der Veranderlichen 2,, 2 -++ Xp 


sind. Nach Voraussetzung existiert aber keine lineare Relation zwischen 
Af und U,f, U,f--- Uf Die gefundene Gleichung kann also nur so 
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bestehen, dass ihre Coefficienten einzeln Null sind. Demnach ist der 
Coefficient von Af, der uns tibrigens nicht weiter interessiert, gleich 
Null und ausserdem: 

ite Ate aa Uk Au 0, 
Diese Gleichungen aber sagen nichts anderes aus, als: wj1, Wiz +++ tip 
sind, wenn sie keine Constanten werden, Lésungen der Gleichung 
Af = 0, was bewiesen werden sollte. 


Beispiel: Wir fanden in dem Beispiel Zu Theorem 30, dass die Beispicl. 
Gleichung 


pp a ame ek a aa 


Dee OX, OX, 


die infinitesimalen Transformationen gestattet: 


of of of 
Of == = 1% + 22 Oa, + 25 Or,? 


Ox, 
See of 
U;f == (&, — 4s) Bu,’ 
sees Wesel of of 
Usf = x," 6a, a," Oxy + (@,X_ + @, 3 — X25) Oa,’ 


ae of 
Baf — (a; = Xs) (a; — x5) = — (a, — 0) (t — a) oo. 


Offenbar besteht zwischen Af, U,f und U,f keine lineare Relation, 
denn es ist ihre Determinante: 


ik 1 1 
Ly Ly He ss 
0 By Ls 0 J 


Wohl aber lassen sich U;f und U,f durch Af, U,f und U,f aus- 
driicken. (Hier ist also n = 3, r=4, 9 = 2.) Um dies methodisch 
zu machen, werden wir aus 


Ox, Oks 0, 
0 of i 
Hy ef ae Ga, 1 8 iia ae U,f 


(4, — 4s) ot = Uy 


die Gréssen ‘f ; a = berechnen. Es kommt 
1h pe Xs we UY pn ° 
0x, &%— meal oe ph De U2f, 
Gif se! 
On, Ly — Ws U2f, 
9 pele m2 pamce t Ror ne vy U. 
Gi A Pave x, — i a mae Se af 
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Setzen wir diese Werte in U;,f und U,f ein, so kommt: 


Uf are a) Uf ae 


Ly — Wz 


Usf S — (0%, — 0) Af + (ty — %) U yf + SH WEESAE) yyy. 


Le — Le 


Nach unserem Theorem 31 miissen also hierin die Coefficienten von 
U,f und U,f Lésungen von 


2 
sein. In der That sind w, — #, % — x, Lésungen un und 


(a, — w,) (@, + % — 225) 
Xe, — Xs, 


d (x, "aE! Ly) 
CEES, Nemes 


bot} 


als Functionen derselben ebenfalls Lésungen. 


Wie schon im Laufe des ersten Beweises unseres Theorems 31 
bemerkt wurde, ist die Zahl e<m— 1. Dies ist aber auch so klar: 
Zwischen Af und n belebigen Ausdriicken U,f, Upf--- Unf besteht stets 
eime Relation: 


(7) Of + ue Unf + +++ + te Unf=wA4f, 
denn ist: 
pai , 
al 


. @ 
= Ones 
1 


so liefert die Relation, indem sie in » Gleichungen zerfallt, weil sie 
fiir jedes f bestehen soll, zur Bestimmung von «,, M)++- Un und w das 
Gleichungensystem: 
(7) ty S 1% ae bby Bax poo Un Enk = Uy 

(4 = 1,257); 


Ist zunachst die Determinante 


fu Bon sais Bat | 
fu Eos O10 Ere 2210. 


| Sin bon ape ke aes 
so lassen sich u,-+-: uw, aus (7) berechnen in der Form 
We = Quy +++ Pn) 


und zwar sind dann die @,(#,---2%,) ganz bestimmte Functionen von 
#,+++%m. Diese Werte erfiillen die Gleichung (7) identisch. Ist nun 
zweitens die Determinante Null, so nehmen wir w = 0 an und kénnen 
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Uy +++ Un solche Werte erteilen, dass (7’) erfiillt wird. In diesem Falle 
besteht schon zwischen U,f--- Unf allein eine Relation: 


u, O,f + Uy UL f + aise + Un U;f ==: 


Jedenfalls muss also zwischen »-+ 1 Symbolen in n Verander- 
lichen stets eine lineare Relation bestehen, und daher ist in unseren 
obigen Entwickelungen sicher 9 <” — 1. 


§ 4. Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung 
und Verwertung. 


Unser Theorem 31 kann auch auf anschaulichem Wege gedeutet 
werden, wenn man von der geometrischen Interpretation der Verinder- 
lichen Gebrauch macht. Wir wollen dies fiir den Fall » = 3 durch- 
fitihren. Hs bedarf dazu jedoch einiger Vorbemerkungen. 

Wir betrachten einen Punkt (x, y, 2) des Raumes (indem wir 
@, Lp, Ly jetzt grdsserer Ubersichtlichkeit der kommenden Formeln 
halber mit w, y, 2 bezeichnen). Wir wollen ihm drei infinitesimale 
Forischreitungsstrecken 0,8, 0,S, 0,5 zuordnen, deren Projectionen auf 
die x-Axe 0,2, 0,”, 0,” seien u. s. w. 

Diese drei Strecken liegen nach einem bekannten Satze der ana- 
lytischen Geometrie dann und nur dann in einer Ebene, wenn 

| 90% oY O02 | 
(Oa Oy Oe =X 
| d,@ dy dy2 | 


ite Drei infinitesimale Transformationen 
Afsa set p ety se, 
Si a = a ay 56 ie te at 
ne 3 tn + & up 


ordnen dem Punkte (a, y, z) drei infinitesimale Fortschreitungsstrecken 
0,8, 0,8, 0,8 zu, und zwar sind die Projectionen der ersten 0)s auf 
die w-Axe: 

adt, Bot, ydt 
u.s. w. Die drei Fortschreitungsstrecken liegen also dann und nur 
dann fiir jeden Punkt (a, y, 2) in einer Ebene, wenn die Determinante 


wh © BM ay 


328 Kapitel 15, § 4. 


ist. Offenbar lassen sich auch dann und nur dann, wenn diese De- 
terminante identisch verschwindet, drei Functionen uw, u,, M, von 4, 
y, & angeben, sodass 
UAf + Uf + U U,f = 0 
ist. Also: 
ecu, Dan: Satz 6: Drei infinitesimale Transformationen Af, U,f, U,f um 


tung einer 


lin. Relation Raume (x, y, 2) ordnen einem Punkte allgemeiner Lage dann und nur 


irt des dann Fortschreitungsstrecken in einer Ebene zu, wenn zwischen shnen 
wrgend eine lineare Relation 


wAf + uw, Uf + uw, U,f= 0 
besteht. w, U1, Uy bedeuten hierbei drei mcht verschwindende Functionen 
der Verdnderlichen. 
i Cerne Es liege eine lineare partielle Differentialgleichung Af—=0O in 
eitung des : : =) to} 
Theorems S1dyei Verinderlichen «, y, 2 vor. Sie besitzt oo” Curven des Raumes 
Fae 


¢=2 (a, y, 2) als Charakteristiken. Dieselben werden durch zwei Gleichungen 
p(x, y, 2) = Const., w(x, y, 2) = Const. 

definiert. Af kann als eine infinitesimale Transformation aufgefasst 
werden. Als solche ordnet sie dem Punkt p allgemeiner Lage (x, y, 2) 
eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke 0)s lings der durch p gehenden 
Charakteristik k, zu. Af—=0O gestatte zwei infinitesimale Transfor- 
mationen U,f und U,f. Wir wollen zunachst annehmen, es bestehe 
kee Relation zwischen ihnen und Af, d. h. nach Satz 6 sollen U,f 
und U,f dem Punkte  infinitesimale Fortschreitungsstrecken 0,s und 
0,s zuordnen, welche nicht zusammen mit 0,s eine Ebene, sondern 
eine wirkliche réumliche Ecke bestimmen. 

Jede beliebige Fortschreitungsstrecke ds lisst sich dann nach 
dem Parallelogramm der Bewegungen in Componenten lings 0)s, 0,8, 
0,s zerlegen, sich also darstellen in der Form: 

(8) Js = 00,8 + u,0,5 + uw, 058, 
WO v, U,, % Functionen des Ortes (a, y, z) sein kénnen. 

Af erteilt p eine Fortschreitung 0)s lings k&, mit den Componenten 
Oo@, OoY, 92 nach den drei Axen. Die Charakteristik k, wird etwa 
durch die Gleichungen 


P(L,Y, 2) =a, P(x, y,2) = b 
dargestellt. Hs ist dann: 
(9) Ii ACLS OL Iy 20) 
V(x) dx + v(y)dyy + ¥(2) 092 = 0. 
U,f fiihrt alle Punkte p von fk) in die Punkte eimer benachbarten 
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Charakteristik k, tiber. Sind 0,7, 0,7, 0,” die Projectionen von 0,s 
auf die Axen, so muss also mit 


p(H, Y, 2) =a 
g(a + da, y+ Oy, 2+ 0,2) = Const. = a+ d,a 


sein. Ahnliches gilt fiir y= und wir haben also: 
(10) soa + P(y)Oy + 9'(2)0,2 = Oa, 
p(x)d,0 + V(y)dy + ¥'(2) 0,2 = 040. 

Da endlich U,f alle Punkte p von k, in die Punkte einer anderen be- 
nachbarten Charakteristik k, tiberfithrt vermége der Fortschreitung 
0,8 mit den Projectionen 0,7, 0,y, 0,2, so ist analog: 
a1) Hea + 9 Y)Oy + 9'(2)d:2 = O34, 

Ye) 0. + Wy) dey + Y (2) 0,2 = 030. 
0,a, 0,6 und dO,a, 0,6 miissen unverinderlich langs der ganzen Curve 
k, sein. Da nach dem Obigen die Determinante 


auch 


| Ov OY Oe 
|} 0,2 dy 0,2 | =E0 
(O,¢ dy 022 | 
ist, so folgt aus (9), (10) und (11), dass auch die Determinante 


[0a 20,0 
co Oya Aa 


ist. 


Wir wollen annehmen, Af—O gestatte auch die infinitesimale 
Transformation Uf. Diese erteilt dann den Punkten p von k, solche 
Fortschreitungen ds mit den Projectionen dx, dy, dz, dass ky in 
eine andere benachbarte Charakteristik / 


tibergeht. Wie gesagt, ds lasst sich zerlegen in 
(8) Os = 00,8 + u,0,8 + u. 0,8 


und es ist also: 
0x = 00,% + u,0,4 + u, 0,2, 


(13) dy = vdoy + UH OLY + Uy 92Y, 
02 = 005% + U4,0,2 + 092. 
Es kommt also 
Op = y(z)(vd at + u,0,0 + Ud.) + 
+ p(y) (O9oy + HOY + Ue dgy) + 
+ (2) (vdo2 + u,0,2 + u,0,2) = da, 
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d. h. nach (9), (10) und (11): 

U,0,4 + U,d,a = Oa. 
Ow = 0b giebt analog: 

U,0,b + u,0,b = Ob. 
Wegen (12) sind diese beiden Gleichungen nach uw, und w, auflésbar 
und es ergiebt sich, da da, 0,4, 0,a und 0b, 0,0, 0,6 langs der ganzen 
Charakteristik &, unveriinderlich sind, dass auch uw, und wu, langs ky 
constant sind. 

Die Fortschreitung ds ftihrt also dann und nur dann jede Cha- 
rakteristik k, in eine benachbarte iiber, wenn uw, und wu, lings hy 
unveranderlich, d. h. entweder iiberhaupt unverinderlich oder aber 
Functionen von g, w allein sind. 

Ist nun x ; 

4 
up=sen tes, 
so ist auch 
dx =§dt, dy=yot, dz = Sot. 
Ferner ist 
Oot = adt, 0,4 =F, 0t, dn = &0t 
u.s. w. Daher kommt nach’ (13): 
§ = va + u,8, + te&,, 
0 = 0B + YN MeN, 
GF 07 + Ub + Uebe. 
Also ergiebt sich, wenn diese drei Gleichungen resp. mit a oa & 
multipliciert und danach addiert werden: 
Uf=vAf + uU,f + 02, 
WO w,, % Functionen der Lésungen g, » von Af =O sind. 

Dies ist aber nichts anderes als unser Theorem 31 fiir den Fall 

n=3, 0 =2. j 


Geom. Ab- Wir wollen noch kurz die andere Méglichkeit besprechen, dass 
leitung des i) 


Theorems 3147 —= () zwei infinitesimale Transformationen U,f, U,f gestattet, deren 
e=1' Fortschreitungsstrecken 0,8, 0,8 mit der Fortschreitungsstrecke d,s 
lings k, eine Ebene bestimmen. In diesem Falle ist 0,3 zerlegbar in 


zwei Componenten lings d)s und 0,s, also etwa: 
(14) 0,5 =v0,s + ud,s 
oder: 

0,4 = 00,4 + ud\x 
u. s. w. oder auch: 


Eo == va + we 
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u. s. w., d. h. endlich: 
U,f=vAf + uli f 
Ferner ist nach (9), (10) und (11) wegen (14): 
0,.@=Uu0,a, 0,6 = u0,), 

d. h. w ist constant lings k,, also eine Lésung von Af = 0. oder 
tiberhaupt eine Constante. Damit wire unser Theorem 31 auch fiir 
n = 3, 90 = 1 bewiesen. | 

Die hier entwickelten mehr geometrischen Beweise lassen sich ohne 
Schwierigkeit auf den Fall eines beliebigen m tibertragen. Wir haben sie 
ausfiihrlich entwickelt, um ihre Ubertragung auf den allgemeinen Fall 


eines -dimensionalen Raumes dem Leser zu erleichtern und die Schliisse 
in wiinschenswerter Strenge zu ziehen. 


Wir wenden uns jetzt wieder den analytischen Entwickelungen U™*e™s 
zu und zwar fiir beliebiges n. Hs ist sehr leicht, die Umkehrung deg eorems oh 
Theorems 31 des vorigen Paragraphen zu beweisen. Wir behaupten 
namlich, dass, wenn Af = 0 die infinitesimalen Transformationen U, f; 

U,f-++ Upf gestattet, alsdann auch die infinitesimale Transformation: 
Uf Su, Uf + my Uf t+ + Vol + v Af 

die Gleichung Af =O invariant lasst, sobald w,, u,---%) irgend 

welche Functionen der Lésungen von Af=O sind, wihrend v eine 

ganz beliebige Function der Veranderlichen w,+--%, bezeichnen darf. 

Nach Theorem 29 des § 2 ist ja: 

Ch Ajiz=AAf, <->: | UsA) 4, Af 
und also kommt: 


(UA) = (mA, + ugha + ++ + gd.) Af — 


— Au, - U,f —---— Ate: U,f — Av: Af. 
Da aber w,, ,--+% Functionen der Lésungen, also selbst Lésungen 
oder Constanten sein sollen, so ist Au, =0,--: Au =O, und es 


bleibt: 
(UA) = (uA, + Ughe +++ + Updo — Av) Af=aA- Af, 
d. h. nach Theorem 29 gestattet Af— 0 die infinitesimale Transfor- 
mation Uf. 
Satz 7: Glestattet die lineare partielle Differentialgleichung A f=0 
die infinitesimalen Transformationen U,f+-- Upf, so gestattet sie auch 
jede infinitesimale Transformation von der Iorm: 


Uf = 1,0, f + ars UU of + vAf, ; 
sobald nur u,+++%, Lésungen von Af =0 oder auch Constanten sind, 
wihrend v eine beliebig gewdhlte Function der Verdnderlichen bedeutet. 


Zusammen- 
fassung. 
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Nach den Entwickelungen des vorigen und dieses Paragraphen 
werden wir aus der Kenntnis einiger infinitesimaler Transformationen 
U;f der Differentialgleichung Af =O und einiger Lésungen @, der- 
selben foleenden Nutzen ziehen kénnen: 

Erstens: Jedes (U;U;) ist wieder eine infinitesimale Transformation 
von Af=0O. (Theorem 30.) 

Zweitens: Jedes Uj; ist eine Lésung von Af = 0. (Satz 3 
des § 2.) 

Drittens: Jede Relation zwischen den U;f und Af giebt, in 
passender Weise aufgelést, als Coefficienten Lésungen von Af = 0. 
(Theorem 31.) 

Indem man in dieser Weise méglichst viele infinitesimale Trans- 
formationen und Lésungen von Af=—O zu bestimmen sucht, findet 
man schliesslich — da diese Processe ein Ende haben miissen — 
eine gewisse Anzahl von Lésungen @,, @,---+ ow, der Gleichung Af=0 
und eine gewisse Anzahl von infinitesimalen Transformationen U;,f, 
U,f---U,f der Gleichung von der Higenschaft, dass jedes Uj; eine 


Function von o, +++, allein ist, ferner jede Klammeroperation (U;U;) 


nur eine infinitesimale Transformation liefert, die nichts wesentlich 
neues giebt, d. h. eme infinitesimale Transformation von der Form: 

(U;U,) = 4, (@, +++) Of +++ $F Ur (@, +++ 0g) Uf + vf, 
und drittens die Relationen, welche die Uf durch Af und solche Uf 
ausdriicken, zwischen denen keine lineare Relation mit Af besteht, 
als Coefficienten der letzteren Uf nur Functionen von @,---@, be- 
sitzen. 

Sind U,f--- Uf diejenigen der Uf, welche mit Af keine lineare 
Relation erfiillen, so kénnen wir die tibrigen gefundenen Uf ganz 
bei Seite lassen, denn aus U,f--+ U,f setzt sich nach Satz 7 ein be- 
kanntes Uf, welches Af =O gestattet, in viel allgemeinerer Weise 
zusammen in der Form: 


2, (0, +++ Gg) Uf + +++ + Qo(o, +++ @y) Uof + v(a, +++ 2) Af. 
Wir werden also nur die infinitesimalen Transformationen U,f--- U,f 
und die Lésungen o, --- , beriicksichtigen. 

Satz 8: Kennt man einige infinitesimale Transformationen und einige 
Lisungen der linearen partiellen Differentialgleichung Af = 0, so kann 
man immer durch ausftihrbare Operationen erreichen, dass man eine 
Anzahl infinitesemaler Transformationen 


Uf Oey 
und eine Anzahl von emander unabhiingiger Losungen , +--+, der Glei- 
chung Af =O kennt von der Art, dass erstens zwischen U,f+-+ Uf 


Die Multiplicatoren eimer Gleichung Af = 0. Boo 


und Af keine lineare Relation besteht, zweitens jedes U;w; eine Function 
von @,---@, allem und drittens jeder Klammerausdruck (U;U,) von der 
Form ist: 


U,(@, +++ 9) U,f +--+ + Up (a, ++ + Gy) Uof + v(a, +++ %,) Af. 
Wir brechen hiermit die Untersuchung des Integrationsproblems 
einer Gleichung Af = 0, welche bekannte infinitesimale Transforma- 


tionen gestattet, ab, um diese Betrachtung an einer spiteren Stelle 
zu verwerten. 


§ 5. Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 


Wir wollen jetzt noch auf den Zusammenhang eingehen, welcher 
zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gleichung Af = 0 
und den Jacobi’schen Multiplicatoren derselben besteht. Dabei be- 
merken wir vorweg, dass die Entwickelungen dieses Paragraphen in 
der Folge nicht benutzt werden, also eine blosse Hinschaltung bilden. 


Vorgelegt sei wieder die lineare partielle Differentialgleichung: 


: é 0 6 
Ae ea a 0 


x 


in m Veranderlichen a,, %,---x,. Hs seien 

(01, Dy +++ On—1 
m — 1 von einander unabhingige Lésungen derselben, durch welche, 
wie wir wissen (vgl. § 1), die Gleichung Af =O vollstandig be- 
stimmt wird. 


Se ee are : Multipli- 
Multiplicator M des simultanen Systems BeSS. 
Af=0. 

by ee BE 

Oy Os a, 


oder der aquivalenten linearen partiellen Differentialgleichung 


a 
Afsa gets fe ae 


iO Te 
heisst jede Fnnction M von 2, %-++ &n, fiir die MAf die Functional- 
determinante der beliebigen Function f und irgend welcher » — 1 von 
einander ,unabhangiger Lésungen @,---@,—, der Gleichung Af = 0 
hinsichtlich %,, %-++Z, ist. 
Wir wollen die gebrauchliche abkiirzende Bezeichnung 
f LO; nied, 
© Hope ee *) 


fiir diese Functionaldeterminante 
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Ot sews eh Oh; 
02, 0X OX, 
0@, 0o, 00, 
0x, Ou, Ou, 
0 D7 0 On—-1 0 On—J 
Ber oa i ee 


benutzen. Alsdann lautet die Definitionsgleichung des Multiplicators: 
f @, @,-+> =) 


(15) MAf=( 
Lib, ins hi 

Hierin bedeuten, wie bemerkt, w,---@,~1 irgend ein System L6- 

sungen der Gleichung Af = 0. Benutzen wir an Stelle derselben ein 


anderes, etwa @,, @,---@,~1, so erhalten wir einen im allgemeinen 
anderen Multiplicator M, fiir den 
| f o, y+ * Oy—t 
(16) MAf = ( ) 
xy HV Ls, Sener, 


ist. Dass nun das Verhiltnis = eine Lésung von Af =O oder nur 


eine Constante ist, lasst sich leicht zeigen: 
Da in der Definitionsgleichung (15) des Multiplicators M die 
of 


Function f arbitrar sein soll, so miissen die Coefficienten von oe 


rechts und links iibereinstimmen. Links ist dies der Coefficient Ma,, 
rechts eine Unterdeterminante.. Danach ergiebt sich, dass 


Ma,, Ma,--- Ma, 


die (n — 1)-reihigen Determinanten der Matrix 


0 @, 00, 0 o, 
Ox, 0X, ee 0x, 
FO nO Ona Bent 
Ox, On, 0%, 


sind. Hs ist also: 
(17) 


Analog ergeben sich solche Ausdriicke aus (16) fiir M@. Demnach ist, 
wenn wir die letzten Ausdriicke benutzen: 
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@,; @, +) ee One, 

te Xs ee 
Ge, NO, |? 

( Coa c) 

indem wir voraussetzen, dass @, +--+ @,—1 etwa hinsichtlich a, ---a,—1 

von.einander unabhingig sind, was dann auch fiir @, --- @,—4 gilt. 

@,--+@,—-1 sind gewisse von einander unabhingige Functionen der 


Lésungen o,--- @,-1, und nach einem bekannten Satze tiber die 
Functionaldeterminante ist also: 


& @y... te) ak (er @.... van) Ge Gy... On—1 
= c é 
ener aah Oy, xe Ont ade ee aaa ) 


uM & (Oy ein. s) 
0, @My..- On—1 


(18) i 


Die rechte Seite hierin ist aber, da @, ... @,—1 Functionen von @, ... @,—1 
sind, ebenfalls eine Function von @,...@,-1, d. h. eine Lésung von 
Af = 0 oder eine Constante. Indem man @, ... @,1 in zweckmissiger 
Weise als Functionen von @,...@,—1 wahlt, kann man offenbar erreichen, 


dass = jede beliebige Lésung von Af = 0 darstellt. 


3 
Der Multiplicator steht nun — und deshalb kommen wir auf ihn eer 
zu sprechen — im sehr enger Beziehwng zu den imfinitesimalen Trans-schen Mult 
formationen Uf, welche Af = 0 gestattet. von Af = 0. 


Hs moégen U,f, U,f... Urxrf m— 1 infinitesimale Transforma- 
tionen der Gleichung Af =O sein, und zwar soll zwischen ihnen und 
Af keine lineare Relation bestehen. Hs sei allgemein: 


Uf bi gh + Bagh to + bn gk 
(f= 1,2-+-2—1). 
Wir beweisen in einer spateren Note (vgl. Satz 10 dieses Paragraphen), 
dass es stets » — 1 derartige infinitesimale Transformationen der Glei- 
chung Af =O giebt. Hier wollen wir diesen iibrigens sehr einfachen 
Beweis der bessern Ubersicht halber iibergehen. 
Wir behaupten nun, dass der reciproke Wert der Determinante 


a, Us) are Qn, 
Ei Eis pe buy, 


é 1 a ose E> n 


. 


Greet Seus Gy Er eayn 


ein Multiplicator der Gleichung Af = 0 ist. 


9 
o 
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Zunichst ist diese Determinante nach den getroffenen Voraus- 
setzungen sicher nicht identisch Null. 


Wir multiplicieren sie mit der 


Determinante 
OW, 0, EN 
| Ox, Ons 0x, 
| 
OW, 0@, 0 @, 
Oa 1 0 Xs 0 vy 
(By OP Boy 
Ox, Ox, x, 
0 0 1 
und erhalten nach der bekannten Productregel offenbar 
| Aw, A @, A Git On 
| U;, 09, G > U, On—1 Ein 
U, 0, C, 095 Us CO p—1 Eon 
Se @, Gem, @. Un—1 COn—4 ee n 
Da aber @,...o,—, Lésungen sind, so ist Aw, = 0, ... A gn. = 0. 


Die erste Horizontalreihe enthalt also lauter Nullen bis auf das letzte 


Glied a, und es kommt: 


| U,e, U, U1 @n-1 | 
| 

Qn . | . | 
| (Ue GO, Ue > (Dro Cn —1 | 


Weil Af = 0 die infinitesimalen Transformationen U,f...U,—if ge- 
stattet, so ist nach Satz 3 des § 2 die vorstehende Determinante eine 


Function 8 der Lésungen @,... @,—1, 


sodass sich ergeben hat: 


P . 0a, 00, 0a, 
(04 : a 
1 2 n On, Ox, Ou, 
é E é 0 > 0 Wo 0 9 
11 12 In Ou, 0, one A x, 
| == 
| a Ee Eo n eee eee . o- aoe Ot, 82( 00, oe Cn —1)s 
Oe Co On 4 | 
Ou, Ous = sy ay 
eer) Gyms 6. oun 0 0) ik 


Die zweite Determinante, hierin ist die Functionaldeterminante von 
@,... @,—1 nach 2, ...%,—; und darf, wie wir schon einmal bemerkten, 
verschieden von Null vorausgesetzt werden (sodass auch e, == 0 ist). 
Demnach haben wir: 
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3 (yo. aa) oe m(®; 7 ®n—t) _ 


ay io) 


Eu Ere — Be | 


2 


| et 1 En—1, 2 ee Sn—1, 1% 


Die linke Seite aber ist nach (17) ein Multiplicator von Af = 0, die 
rechte Seite also auch. Da nun ein Multiplicator mit einer Lésung, 
wie §2(@,---@,~1), multipliciert wieder einen Multiplicator giebt, s 
ist in der That bewiesen: 

Theorem 32: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung: 


ApS a, Fo + Gy GE tom PE =O 


By 


n—1 infinitesimale ee OE Rs 


i. eee fy as Ey. fe bn ot 


more ar 


welche zusammen mit Af pained lineare Relation 


BAS ty On lb eset tha Uf = 0 
erfiillen, in der die w Functionen von x,---%, oder Constanten 
sind, so ist 
| 0, Cn Reel “ova 


1, : ae oe eee Ein , 


fgets 1 emt @-++ Sean 

ein Multiplicator jue Gleichung Af = 0. 
Dieses Theorem ist die directe Verallgemeinerung des Theorems 8 
(§ 1 des 6. Kap.) fiir beliebig viele Veranderliche, denn unser Jacobi’scher 
Multiplicator reduciert sich fiir n = 2 auf den Euler’schen Multiplicator. 


Unser Theorem giebt auch eine schéne anschauliche Deutung des  Geo- 


metrische 


Multiplicators, ahnlich der fiir n = 2 in § 1 des 9. Kapitels gegebenen.neutung aes 
Wir wollen dies fiir 7 = 3 zeigen, und wir bemerken dabei, dass sich ee 
diese Deutung auch auf beliebiges » unter Benutzung des Begriffes 

eines #-dimensionalen Raumes ausdehnen lasst. 


Es seien also 2, y, 2 a drei Veranderlichen und 
AfSxse+ vet zt—0 


eine lineare partielle ae aatlcfuagt ante welche die beiden infini- 


tesimalen Transformationen 
Lie, Differentialgleichungen. 22 
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U6=e tag th ge 
7) of 0 
thf = b& 56 + % gy + eeu 


gestattet, von denen vorausgesetzt wird, dass sie mit Af keine lineare 
Relation eingehen, sodass also die Determinante 


Kee ay ey, 
Se pee Ge oe 0 
| § Me & | 


ist. Nach unserem Theorem ist der reciproke Wert dieser Deter- 
minante ein Multiplicator von Af=0O. Sie hat nun auch eine geo- 
metrische Bedeutung: U,f und U,f namlich erteilen dem Punkte 
py) (“, ¥, 2) infinitesimale Fortschreitungsstrecken 0,s, 0,5 mit den 
Projectionen 

Edt, 7,0¢, 60%, 
£,0t, ,0t, §dt 


auf die Axen. Auch Af, als infinitesimale Transformation aufgefasst, 
erteilt dem Punkte p, eine Fortschreitungsstrecke 0,s mit den Pro- 
jectionen 
Xdt, Yot, Zot. 

Diese drei Fortschreitungen 0,s, 0,8, 0,5 bilden nach § 4 eine raum- 
liche Ecke und bestimmen daher ein Parallelepiped, dessen Inhalt 
nach einem Satze der analytischen Geometrie eben jene obige Deter- 
minante ist, allerdings noch multipliciert mit d¢%. Der Multiplicator 
ist demnach, bis auf 02°, gleich dem reciproken Werte des Inhaltes 
jenes Parallelepipeds. 

Diese geometrische Deutung wollen wir nun giinzlich von der 
Annahme infinitesimaler Transformationen befreien. Zunichst denken 
wir uns die Charakteristik k, des Punktes yp, gezogen. 0,s fiihrt p, 
in einen benachbarten Punkt p,, 0,s in einen benachbarten p, tiber. 
Auch die durch p, und p, gehenden Charakteristiken k, und k, denken 
wir uns gezogen. Die vierte Ecke des von ,, ~), j». bestimmten 
Parallelogramms sei p, und die hindurchgehende Charakterisik k,. Da 
0)s Tangente an k, ist, so ist unser Parallelepiped zwischen jene vier 
Charakteristiken ky, k,, k,, k; emgelagert (Fig. 30). Wenn wir tiber- 
haupt alle Charakteristiken ziehen, welche von den Seiten des Pa- 
rallelogramms 9p, 32 ausgehen, so erhalten wir eine unendlich dtinne 
von Charakteristiken erzeugte Rohrenfliche. Wir bemerken nun, dass 
wir statt dieser Rohrenfliche, deren Querschnitt ein Parallelogramm 
ist, jede andere von Charakteristiken erzeugte unendlich diinne Réhren- 
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fliche benutzen kénnen, um einen Multiplicator auf geometrischem 
Wege zu erhalten. Zu diesem Zweck nehmen wir in der Ebene des 
Parallogramms , , P3P, eime beliebige unendlich kleine durch p, 
gehende geschlossene Curve ¢ an und ziehen alle Charakteristiken, 
welche durch die Punkte von ¢ hindurchgehen. Sie bestimmen eine 
Rohrenflache, deren Querschnitt in der Ebene p, p, p; p, die Fliche 
der Curve ¢ ist. Nehmen wir auf i, an Stelle von p, einen anderen 
Punkt j,) an, so haben wir daselbst auch den Punkten p,, p,, 3; ana- 


= SN 


—— 


—=— 


-_— 


Vy 
rd 
ry 


Fig. 30. Fig. 31. 


— 
———— 


loge Punkte p,, P., ps, indem p, von Uf nach p, geftihrt wird u.s. w., 
und es liegt p, auf k,, p, auf k,, p, auf k,. Die Ebene des Parallelo- 
gramms Pp P, Ps; P2, Schneidet die neue Rohrenflache in einer Curve ¢ 
(Fig. 31). Es ist aus der anatytischen Geometrie bekannt oder kann 
auch aus den Entwickelungen des § 4 entnommen werden, dass sich 
der Inhalt des Parallelogramms p, p, p, p. zu dem der Curve € bis auf 
unendlich kleine Gréssen genau so verhalt wie der des Parallelogramms 
Po P1 23 YP, zam Inhalt der Curve c. 

Wenn man also nicht das Parallelogramm , p, p; p,, sondern eine 
beliebige unendlich kleine Flache c in der Ebene desselben, oder, was 
an der Sache nichts dndert, tiberhaupt irgend eine beliebig kleine 
Flache c an der Stelle p, zur Grundfliiche des Raumelementes wihlt, 
so steht das neue Raumelement zum urspriinglichen Parallelepiped 
(mit derselben Kante 0)s) -hinsichtlich seines Inhaltes in einem Ver- 
haltnis, das lings der ganzen Charakteristik constant, demnach eine 
Function der Lésungen von Af=O ist. Der reciproke Wert des 
Inhaltes des neuen Raumelementes ist folglich gleich dem fritheren 
Multiplicator, multipliciert mit einer Function der Lésungen von Af=0. 
Bekanntlich ist aber jeder Multiplicator, multipliciert mit einer Function 


der Lésungen von Af = 0, wieder ein Multiplicator der Gleichung, 
22" 


Beispiele. 
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und so erhilt man andererseits aus einem Multiplicator alle Multipli- 
catoren von Af=0O. Also hat sich ergeben: 

Satz 9: Zerlegt man den Raum (a, y, 2) vermoge der oo? Charak- 
teristiken der Gleichung 


Af=XZ + V4 4 5b —0 


in irgend welcher Weise in unendlich viele unendlich diinne von Charak- 
teristiken wmschlossene Rohrenflichen wnd schneidet man an der Stelle 
(x, y, 2) aus der betreffenden Rohrenfliche em Rawmelement 
von der auf den Charakteristiken gemessenen Lange 
= ~ VX? + Y? + Z? dt,” 
deren Projectionen auf die Axen gleich XOt, YOt, Zot 
sind, heraus, so ist der reciproke Wert des Inhaltes dieses 
Raumelementes bis auf die unendlich kleine Grosse dt’ ein 
Multiplicator der Gleichung Af = 0, und wngekehrt findet 
man auf diese Weise jeden Multiplicator der Gleichung 
Afi== 0, (igra2y 


VXViF* 


Fig. 32. 


1. Beisprel: Wir eutnehmen ein Beispiel hierzu der Kinematik. 
Angenommen, der Raum sei von einer incompressibelen Fliissigkeit er- 
fiillt und es seien: 

dx dy dé 


ioe ae Ame, 


die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Fliissigkeitstheilchens 
(x, y, 2) in der Zeit ¢t Wir wollen voraussetzen, die Strémung sei 
stationdr, d. h. die Geschwindigkeitscomponenten X, Y, Z seien nur 
Functionen des Ortes, frei also von der Zeit ¢ Dann bilden die 
Gleichungen 

dx dy _ dé 

Pap) Sa 5 


fiir sich ein simultanes System mit der zugehdérigen linearen partiellen 
Differentialgleichung 


Af = ee Bd ee = 


Um einen Multiplicator derselben zu Bae betrachten wir irgend 
einen unendlich kleinen an der Stelle (x, y, 2) befindlichen Quer- 
schnitt ¢ der Fltissigkeit. Durch denselben gehen Strémungslinien 
(Charakteristiken der Gleichung Af = 0) hindurch, die einen Fliissig- 
keitsfaden bilden. Da die Fltissigkeit incompressibel sein soll, so 
muss die Fltissigkeitsmenge, die in der Zeit d¢ durch ¢ hindurchgeht, 
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langs dieses Fadens constant sein. Sie ist aber gleich dem Inhalt 
des Querschnittes, multipliciert mit der Geschwindigkeit und der Zeit 
dt, also multipliciert mit: 


aV (a) + GY) + (Gi) -aevVE FEED, 


und daher der Rauminhalt eines nach Satz 9 zu construierenden Raum- 
elementes mit dem Querschnitt c. Mithin besitzt nach unserem Satze 
die Gleichung Af =O nur solche Multiplicatoren, welche langs jeder 
Charakteristik constant sind, insbesondere also den Multiplicator 1. 
Wenn sie umgekehrt den Multiplicator 1 hat, so ist jeder andere 
Multiplicator, da er aus diesem durch Multiplication mit einer Lésung 
von Af =O hervorgeht, lings jeder Charakteristik constant und die 
Bewegung die gewiinschte. Damit also unsere Gleichungen eine sta- 
tionire Strémung einer incompressibelen Fliissigkeit darstellen, ist 
notwendig und hinreichend, dass sie den Maultiplicator 1 besitzen. 
Weil die Multiplicatoren auch definiert werden kénnen als die Lé- 
sungen WM der partiellen Differentialgleichung 


oM xX oM Y OoMZ 
Ox wR oy oF 02 Sau 


so ergiebt sich schliesslich als notwendige und hinreichende Bedingung: 
0x OIG OA 
peeeiyiaats =e 
die in der Kinematik in anderer Weise abgeleitet wird. 
2. Beispiel: Die Differentialgleichung 
BLD Cf: of O Feast 
Af aX LO riage Ai ei 
definiere die oo? Curven, welche eine Schar von co! Ebenen senkrecht 
durchschneiden. Es ist sehr leicht, einen Jacobi’schen Multiplicator 
dieser Gleichung anzugeben. Wahlt man nimlich den in unseren 
obigen allgemeinen Entwickelungen mit c bezeichneten Querschnitt 
irgend wie auf einer jener cot Ebenen FH, so ist der entsprechende 
Querschnitt c auf der unendlich benachbarten Ebene ” der Ebenen- 
schar bis auf unendlich kleine Gréssen von vierter Ordnung gleich ¢, 
da ¢ selbst von zweiter Ordnung und der Cosinus des Neigungswinkels 
der beiden Ebenen / und £” von 1 nur um eine unendlich kleine 
Grosse zweiter Ordnung unterschieden ist. Daraus folgt, dass der 
Querschnitt constant ist langs der ganzen Réohrenfliche. Mithin ist 


nach Satz 9 die Grosse 1:/X?-+ Y?-+ Z? selbst ein Multiplicator 
der vorgelegten Gleichung. 
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3. Beispiel: Man kann sich fragen, unter welcher Bedingung die 
Charakteristiken der ee 


= ee ie f+ ast 


so beschaffen sind, dass eine von Ciharcldetide erzeugte unendlich 
diinne Rohrenfliche tiberall einen Querschnitt von derselben Grosse 
hat, der Querschnitt dabei senkrecht zu den Charakteristiken gedacht. 
Nach Satz 9 hat die Gleichung Af=O in einem solchen Falle den 
Multiplicator 1: VX? + Y?-+ Z*%. Wenn sie umgekehrt diesen Mul- 
tiplicator hat, so sind die Rohrenflachen iiberall gleich stark. Not- 
wendige und hinreichende Bedingung ist demnach, dass 


1:VxX?+ Y?+4+ 7? 
Multiplicator sei, d. h. dass 
a _seapletlg a sm 0, bes 
DEN XY NZ te nO Wena sae Oey Xe eny eee 
sei. Beispiel 2 ist ein Specialfall hiervon. 


Der Zusammenhang zwischen den Multiplicatoren und infinitesimalen 
Transformationen der Gleichung Af=—O gestattet, in einfacher Weise 
einen wichtigen Satz aus der Multiplicatortheorie abzuleiten. Wir schicken 
zunichst folgenden Satz voraus: 

Satz 10: Hine lineare partielle Differentialgleichung Af =O in n Ver- 
dnderlichen gestattet sicher n — 1 infinitesimale Transformationen U, f-+» Un—sf, 
welche zusammen mit Af keine lineare Relation 


uAf+ My Oat re -2 bt tty i Una f = 0 
erfiillen. 


Zum Beweis dieses schon friiher erwihnten und benutzten Satzes seien 
0, °° * @,—1 ein System von »— 1 von einander eee Lésungen 
ly Gleichung Af= 0. Sind sie etwa hinsichtlich #, --+a%,~1 von ein- 
ander unabhiingig, so kénnen wir sie als neue Wanmndenl one zusammen 
mit x, benutzen: 


(19) ; Ei Oy, 8 ln — 1 1, Ln = On. 
Die Gleichung Af =O geht dadurch iiber in 
ae i 
Mie = 0 
a On, 


Nur fiir diese braucht der Satz 10 bewiesen zu werden, denn die Trans- 
formation (19) fthrt jede infinitesimale Transformation Uf, welche Af = 
invariant lisst, in eine solche Uf iiber, die Xf =O invariant lisst. Nun 
gestattet offenbar 2f— 0 die infinitesimalen Transformationen 


BO. 


und zwischen diesen und AF besteht in der That keine lineare Relation. 
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Es lege nunmehr eine lineare partielle Beobipgenns sews 
Ata, 52 uae +f ty gL =O 


vor. Wie wir uach Satz 10 wissen, gestattet sie gewisse  — 1 infini- 
tesimale Transformationen: 


Bat gfe I re ale 
Usf = §1 5g °° bin om 
(j=1,2++-n— 1), 
welche mit Af keine lineare Relation erfiillen. 
Wenn wir nun an Stelle von 2, +++ #, irgend welche neue Verinderliche 
(20) by = fi(ay- ++ tn), +2 Lo = fa (Hy +++ Mn) 
benutzen, so geht Af =O in eine lineare partielle Differentialgleichung 
Wf — 0, geschrieben in y,---Y,, tiber. Die infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f--- U,if gehen gleichzeitig in gewisse in t, --- Y, geschriebene 


infinitesimale Transformationen U,f---U,-if iiber, welche Wf—O in- 
variant lassen und mit %f keine lineare Relation erfiillen. Sei: 


: cs 20 

Uf be te, 

= hr EO 

Wis bn ge +++ + Eng: 

Es ist bekanntlich : s 
Up At gh + + Ate oh 


Otte 
also: i 
U UY, 
tip Age = oy ge be bong 
und analog 


OX F OL, 
— Uyte = bi 5 peor Gin Fe? 


also identisch- 


Eu Ee ‘ara Et, 


Saat Fn—1,2 a Bekin 


eee 0% 0% |. Oh | 

Oy a, xn Ox, 0 2s C a, | 

P ‘ p Ole Xe Oke | 

Oe RS ee bs ise ere 
. , : OL, On : O%n 
} etd a Sn—1n Ox, OX, CE 
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vermige der Gleichungen (20). Nach Theorem 32 ist die linksstehende 
Determinante der reciproke Wert eines Multiplicators Yt von Wf O und 
die erste rechtsstehende der reciproke Wert eines solchen M yon Af = 0, 
wihrend die letzte Determinante die Functionaldeterminante von %, --- Yn 
hinsichtlich 7, +++, ist. Daher kommt: 


(21) oe sos Tas 

z In eye es iB 

Der allgemeinste Multiplicator von Af = 0 ist gleich M, multipliciert mit 
irgend einer Lésung von Af=O0. Da vermige (20) jede Lisung von 
Af =O in eine solche von Mf—O tibergeht, so gilt die Formel (21) 


fiir irgend einen Multiplicator M von Af = 0, und so ist der Jacobi’sche 
Satz auf einem neuen Wege bewiesen: 


Multiplica- Satz ll: Ist M ein Multiplicator der. linearen partiellen Differential- 
Hinfihrung gleichung Af =O im den Verdnderlichen a1, %.+++%n, und fiihrt man in 
neuer Var. 4f== (0) verméige einer Transformation an Stelle VON y+ An neue Ver- 

dmderliche %,--++%n em, so besitzt die hervorgehende Differentialgleichung 


Wf = 0 den Multiplicator : 
M 


iy a a 
X15 Be es ee x, 
wenn dieser Ausdruck in X,-++%n geschrieben wird. 


Eine schéne Anwendung lisst sich von diesem Satze, der iibrigens 
vermége der geometrischen Deutung des Multiplicators nahezu selbstver- 
stindlich erscheint, dann machen, wenn man annimmt, eine vorgelegte 
Differentialgleichung in %, --- %p 


of ty 
Af =a, gh +--+ m AE =O 


besitze einen bekannten Multiplicator IZ und gestatte eine bekannte infini- 
tesimale Transformation 


vp get tb ige, 
sodass nach Theorem 29 des § 2 
(22) (UA) =1-Af 


ist. 
Die infinitesimale Transformation Uf oder: 


(23) ty = 2, + §,0t, 78+ In =n + &,08 


fihrt die Gleichung Af = 0 in eine Gleichung Xf = 0 iiber, die wir zu- 
nichst berechnen miissen. Hs ist 


Up— Ar, Dy. ode 


Nun aber ist 
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Hier sind rechts die neuen Verinderlichen x einzufiihren, (23) giebt, nach 
Ly+-+ + Hy aufgelist : 


Oy Se §,0¢, DONE YE SS §,0t, 
wobei in &,--- &, tiberall xy statt 2 geschrieben gedacht wird. Demnach wird 
oy (a = ot (2) — dtU my, 


Hierbei wird rechts tiberall 2 durch yx ersetzt gedacht. Mithin ist 


also: 


f= Sawe P+ (AU); 61, 


oder nach (22): 
WfP=l[(1 + 16d Af pe. 


Der Index y soll natiirlich andeuten, dass iiberall das Zeichen x durch x 
ersetzt werden soll. Die neue Differentialgleichung lautet folglich 


(1+ rdf) Af =O, 
wenn jetzt die neuen Verinderlichen y,---x, wieder mit 7, +++ 2%, be- 
zeichnet werden. Ferner geht M tiber in 


M— UMSt ¥ 


und die Functionaldeterminante der y hinsichtlich der a lautet bis auf 
unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung 


a we 
1+ (GE 4 SB 4. + 3) ae 
Nach Satz 11 besitzt mithin die eee 
(1 + 164) Af =0 
M — UM oe 
06, ; 
+(e ae ae OL, oo Of 


d. h. die Gleichung Af =O selbst den Multiplicator 
i Ae ae Ot 


iy Cars a $s) gel (1p 380), 


Hierin sind natiirlich nur die Glieder nullter und erster Ordnung in df 
von Belang. Wir kénnen daher diesen Multiplicator von Af =O auch 
so schreiben: 


mu — {uae + a (Zi 4... 4+ 5) + aa} a 


Andererseits besitzt Af — 0 schon den Multiplicator M selbst und 


den Multiplicator 


Ableitung 
einerLésung 
aus einem 
Mult. und 


einerinf. Trf. 


Beispiel. 
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wir wissen, dass der Quotient zweier Multiplicatoren eime Lésung oder 
eine Constante ist. (Vgl. Seite 334, 335.) Daher ist 


0g OF n 
Se ee 


oder also auch 

U (lg M) + 5 + +5e jap 

eine Lisung von Af = 0 oder aber eine Constante. 
Satz 12:*) Ist M ein or und 


ee Ly. vo ge 


eine mfimitesrmale Ree a der linearen heat Differentialgleichung 
Af = 0, sodass 

(UA) =1 Af 
ist, so ist 


U (lg M) + 3 + +e +4 


eime Lisung der Gleichung Af = 6 oder aber eime Constante. 


Die Kenntnis eines Multiplicators und einer infinitesimalen Transfor- 
mation der Gleichung Af = 0 fihrt also unter Umstiinden zu einer Lésung 
dieser Gleichung. Dass dem so sein muss, ergiebt sich kiirzer aus der 
geometrischen Interpretation. Beschrinken wir uns auf den Fall » = 3, 
so ist nach Satz 9 der Multiplicator M der reciproke Wert des Inhaltes 
eines gewissen zwischen Charakteristiken liegenden Raumelementes, bis 
auf eine Grdsse d¢. Die bekannte infinitesimale Transformation Uf von 
Af = 0 fihrt diese Charakteristiken wieder in Charakteristiken, das Raum- 
element also wieder in ein solches iiber und fiihrt somit zu einem eventuell 
neuen Multiplicator von Af= 0. Der Quotient beider Multiplicatoren aber 
giebt eine Liésung oder eine Constante. Der hier angedeutete geometrische 
Beweis ist oben in analytischer Form ausgefihrt. 

Hierbei wollen wir noch hervorheben, dass die Verwertung der geo- 
metrischen Deutung des Multiplicators ohne grosse Miihe auch zu dem 
sogen. Principe des letzten Multiplicators und den iibrigen damit zusammen- 
hingenden Multiplicatorsiitzen fiihrt. 

Beispiel: Unser Satz 12 soll durch ein einfaches Beispiel illustriert 
werden. Gegeben sei die roe ae 


Af = ay, 5 + 2% ®s ot — (% 41%) go = 0. 


Dieselbe besitzt eimen leicht zu findenden Multiplicator. Der Multiplicator 
M muss ja die Gleichung erfiillen: 

0n,0,M , Ov,0,M de? + 2,7) iM 
02, ue Ok, 0 ty 


= 0 


*) Lie, Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 2. Abhandlung, Math. Annalen, Bd. 11 (1877), Satz 16, S. 508. 
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oder ausgerechnet: 


: 0lg M olg M ed Lait ve O ip 


a OM, + it, 0x, is 0x, ye: 
Hiernach giebt es einen von 2 freien Multiplicator, der die Gleichung 
dlg M dlg M 
“1 Oa, race OX, Fri e 
erftillt, denn dieser Gleichung wird durch 
ay, <l 
We tit, 
geniigt. 
Ferner gestattet Af== 0 die infinitesimale Rotation um die 2,-Axe: 
ils of Of 
EES Nora! Sy ar ere 
da (UA) =0 ist. Daher ist auch nach Satz 12: 
0 lg @, 2, Ole x; 2, OX, Ou, 
2 Ox, a Dee Wh nh Oxy ihe OX, 
oder also 
ty ty 
©, ®y 


ein Integral von Af =O. Es ist dies eine Function von ot allein, und 
2 


in der That ist A“ = 
Hy 


Kapitel 16. 


Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, 
welche eine eingliedrige Gruppe gestatten. 


Im 6. bis 8. Kapitel haben wir gewohnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung in z, y betrachtet, welche eine eingliedrige Gruppe in 
den Veranderlichen xz, y gestatten. Spiater, im 13. Kapitel, haben 
wir die betreffenden Theorien in never Weise dargestellt, indem wir 
die Punkttransformationen durch Hinzufiigung der Transformationen 
des Differentialquotienten y’ erweiterten. 

In entsprechender Weise werden wir im gegenwartigen Kapitel 
die gewohnlichen Differentialgleichungen zwezter Ordnung in a, y, welche 
Transformationen in diesen Verinderlichen gestatten, dadurch behan- 
deln, dass wir diese Transformationen zweimal erweitern, d. h. die Trans- 
formationen hinzunehmen, welche y’ und der zweite Differentialquotient 
y erfahren. Dadurch werden die sich darbietenden Probleme - auf 
schon erledigte Probleme zuriickgefiihrt. 


Schar von 
ow? Curven, 
die eine Trf. 


gestattet. 


Beispiele. 
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Hine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in 2, y 
definiert co? Curven der Ebene (w, y). Hs wird sich daher zum bes- 
seren Verstiindnis empfehlen, zunichst Scharen von oo? Curven der 
Ebene zu betrachten, welche eine Punkttransformation gestatten. 


§ 1. Scharen von oo” Curven der Ebene und Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welche eine Punkttransformation gestatten. 


Hine Schar von oo” Curven der Ebene (a, y) wird durch eine 
Gleichung in w, y dargestellt, welche zwei Parameter a, b enthilt: 
a(x, y, a, 6) = 0. 

Natiirlich miissen beide Parameter wesentlich sein, d. h. es muss un- 
moglich sein, w(2, y, a, 6) auf eine Form a(x, y, 4(a, 6)) zu bringen, 
denn sonst wiirde unsere Gleichung in Wirklichkeit nur einen Para- 
meter A enthalten, also nur oo! Curven darstellen. 

Liegt nun tiberdies eine Punkttransformation 

oe ees p (2, y); CRS ae pa, y) 
vor, so ist es denkbar, dass diese jede Curve der Schar wieder in eine 
Curve derselben iiberfiihrt, mit anderen Worten, dass die Schar die 
vorgelegte Transformation gestattet. 

Kinige Beispiele werden dies erlautern. 

1. Beispiel: Die Schar der co? Geraden der Ebene gestatiet eine 
beliebige Rotation der Ebene um den Anfangspunkt. Hinmal ist dies 
geometrisch klar, denn die Rotation fiihrt jede Gerade wieder in eine 
Gerade iiber. Es lasst sich aber auch analytisch nachweisen: Die 
Schar der co? Geraden wird dargestellt durch 

y—ax—b=0, 
die vorgelegte Rotation durch: 
“,=xceosa—ysina, y,—xXsna+ y cosa. 
Stellen wir zwischen x, y die Beziehung 
y—ax—b=0 
her, so besteht auch zwischen wv, und y, eine lineare Gleichung. Hs 
kommt ja zunichst wegen y= ax -+ bD: 
%, = x(cos a — a sina) — dD sina, 
Y, = «(sin a + a cos «) + bcos a, 
oder also nach Elimination von 2: 
x, (sin « + a cos a) — y,(cos a — asin «) = — bsin a(sin ae + acos w) — 


— bcos a(cos a — asin a) = — b, 
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d. h. vermége unserer Rotation geht die Gerade 
y—ax—b=0 
in die Gerade 


sin a -+ @ cos a b 
M1 cos w@ — a sina 1 cos a — asin a 


tiber. 

2. Beispiel: Die Schar aller co? Kreise mit gleichem Radius 1: 

reel nD eae 

gestattet auch eine beliebige Rotation. Dies ist augenscheinlich, da 
die Rotation jeden Kreis mit dem Radius 1 in einen gleichgrossen 
Kreis tiberfiihrt. ys lisst sich andererseits auch wie im ersten Bei- 
spiel analytisch verificieren. 

3. Beispiel: Die Schar der co® Ellipsen und Hyperbeln 


ae y? 
pote 
deren Axen auf den Coordinatenaxen liegen, gestatten die affine Trans- 


formation: 
= MX, Y= Y, 


denn diese fiihrt den Kegelschnitt 
We y? as 
a a 
in den Kegelschnitt 


2 


x7 yx" sel 4 
(ma)? b? 


iiber, der auch der Schar angehort. 


Man kann fragen, wie man analytisch entscheidet, ob eine Schar von aoe 
oo” Curven, die in der Form vorliegt: terium. 


a(x, y, a,b) =0, 
eine Transformation 
% = 9(%,¥), 4 = P(e y) 
gestattet. Man wird zu dem Zwecke wie in unseren Beispielen diese Trans- 
formation auf eine Curve der Schar: 
w(x; y, a,b) = 0, 


fiir die a, b bestimmte, aber allgemeine Zahlenwerte haben, ausfiihren, 
also aus der letzten Gleichung 2, y vermige der Transformation eliminieren. 
Dadurch geht eine neue in 2%,, ¥, geschriebene Curve hervor, die auch der 
Schar angehdéren soll, also eine Gleichung von der Form 


0 (2,, Yi» UY, by) = 0 


haben muss, wo a,, 0, gewisse Zahlenwerte bedeuten. Diese Zahlen a,, b, 
miissen gewisse Functionen von a, b allein sein, etwa: 


Beispiel. 
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a, = A(a, b), 6, =B(a, 0). 


Unsere Curve (a, 0) wird alsdann in die Curve (a,, b,) der Schar tiber- 
geftihrt. 

Wir kénnen dies offenbar auch so aussprechen: Die Transformation 
VON a, ¥, a, DN My, Yyr Gy, by: 


=a), 4 = (@%yY), 4 =A b), ie (eB) 


muss die Gleichung 
w(x, y, a,b) = 0 


invariant lassen, d. h. sie in 


0 (a4 5 Yy> > b,) =a) 
tiberftihren. Daher: 
Eine Schar von co Curven 


a(x, y, a,b) = 0 
gestattet dann und nur dann die Transformation 
= 9(2,¥) 4 = Y~@Y), 


wenn es miglich ist, zwei Functionen A(a, b) und B(a, b), die x, y nicht 
enthalten, derart anzugeben, dass die Gleichung 


co(2z, y, a, b) = 0, 


aufgefasst als Gleichung zwischen vier Verdnderlichen x, y, a, b, die Trans- 
formation 


= (254), oy =a) CY), a —=nA (a,b), 0, == Be, b) 
gestattet. 
Betrachten wir das zuerst benutzte Beispiel: Die Schar der co” Geraden 


o=y—axr—b=—d0 
der Ebene gestattet die Rotation: 
v= xLcosa—ysine, y,—xsine + y cosa, 
denn die Transformation von a, y, a, b in 2, Yj, G5 04: 


v= xcosa—ysina, y, —=xsna+ ycosa, 


- sin a + @ cos a b 
1 cosa —asina’ 1 cosa —asina 

fihrt die Gleichung y — az — b =O bis auf einen unwesentlichen Factor 
tiber in y, — a,”%, — b, =O. In der That wird: 

sin « +a cos « 


— 4,0, — bd, = xsnea y COS @ — ————_——_ (4% cosa — ¥ Bi —— 
n 1% 1 +y a y sin cr) 


b 1 


coe Sig MA do RON a 


y — ax — bd). 


Eine Schar von co? Curven der Ebene 


aa, Y, a, b) = 0 
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kann auch durch ihre Differentialgleichung definiert werden. Eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y hat ja oo” Inte- 
gralcurven, und umgekehrt lisst sich jede Schar w(a, y, a,b) =0 als 
die Schar der Integralcurven einer solchen Differentialgleichung auf- 
fassen. 


Wenn wir niamlich die drei Gleichungen bilden: ge 
do do 
(1) co (x, y, a,b) = 0, ae pt oe 0) 


indem wir bei der Differentiation die Grésse y als Function von « 
auffassen, und hieraus a und 0 eliminieren, so geht die Differential- 
eleichung 
Fy poe Mk ee 
(2,9, 5%, F4) = 0 
hervor, deren Integralcurven durch die Schar w = 0 dargestellt werden. 
Wir wollen nun vermége einer Punkttransformation 


ny wae p(x, Y), Y, = ve, y) 
neue Verinderliche in die Gleichung der Curvenschar w = 0 ein- 
fiihren. Sie gehe dadurch iiber in 
0; (2, Y1, 4%, b) —0. 


Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, und y,: 
dy, dy, 
2, (2, 1» ae 7) sae 


deren Integralcurven diese Schar giebt, wird erhalten durch Hlimination 
von a, 6 aus den drei Gleichungen 

, , da a6 ‘ 
(1’) 0, (%,,41:,4,b)=0, 7 =O, | —4=0, 


EX; da, 


in denen bei der Differentiation die Grosse y, als Function von 2, 
aufzufassen ist. 
Andererseits kénnen wir auch direct in (1) die neuen Verinder- Finfubrung 


euer Ver- 


lichen #,,¥, einfiihren. Dadurch geht das Gleichungensystem (1) tiber in: *detlicher 
: Diffgl. 2. O. 
ty do, dx d’o, (2 y do, d*x 
(1 ) 04 (41, 1, 4, b)=0, Te: oo > day? rr + rE ant = 0. 


Die Elimination von a und b aus dem Gleichungensysteme (1”) liefert 
dann diejenige Differentialgleichung zweiter Ordnung 


aes 5 d qd? t 

2 («,, Yi» rie 7s) = 0, 
in welche die Gleichung 8 —  O durch die Hinfiihrung der neuen Ver- 
finderlichen z,, y, tibergeht. Aber offenbar deckt sich das Gleichungen- 


system (1°) mit dem Gleichungensystem (1”), und daraus folgt: 


Beispiel. 
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Satz 1: Nimmt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen 
2, y: 2(a,y, y¥, y”) =O vermige einer Transformation 


i Re y (x, Y), Y = (4, y) 

im den neuen Verdnderlichen x,, y, die Form 2, (%,, 1, 4%), %) = 9 
an, so fiihrt diese Transformation die Schar der Integralcurven von 8 = 0 
m die der Integralcurven von 8, =O tiber. 

Hieraus folgt als Zusatz: 

Satz 2:- Eine Dijfferentialgleichung (a, y, y’, y”) = 0, deren Inte- 
gralcurven durch die Gleichung (x, y, a,b) = 0 dargestellt werden, kann 
bet Hinfiihrung neuer Verdnderlicher vermoge der Transformation 


t= 9(%,Y) A= vz, y) 
dann und nur dann wieder in der Form 2(a,, 4;, 1,41) =9 ge 
schrieben werden, wenn die Schar der Integralcurven @ =O die Trans- 
formation gestattet. 
Wir werden also auch dann die Redeweise gebrauchen kénnen, 
dass die Differentialgleichung 2—=0 die Transformation x, = (x, y), 


Y, = v(a, y) gestatte. 


Beispiel: Die Differentialgleichung 
y ==> O 
hat die Integralcurven: 
y= an +b, 


d. h. die Geraden der Ebene. Diese Geraden werden bei der Rotation 
t,=xXcosa—ysne, y,—xsina+ y cos a 
unter einander vertauscht, wie wir schon in friiheren Beispielen her- 
vorhoben. Es ist hier: 
, dy, _d«a-sna-+dy-cosa sine+y' cosa 


n= de, - da%-cose—dy*sine cosa —y sin a’ 
also 
sin a + y' cos a 
eeicdy, Wl cos a — y’ sin a 
fh ee dx, dx-cosa—dy:sna — 
7 1 (cosa—y' sina)-dy’-cosa+(sinw +y' cosa): dy’ - sin « 
(cosa — y’ sin a)” dx-cosa—dy-sin« ih 
Pes if dy ist y" 
(cosa—y'sina)? da-cosa—dy-sina (cosa —y’ sina)® 


Die aus y= 0 hervorgehende Differentialgleichung unterscheidet sich 
also von y,’==0 in der That nur um einen unerheblichen Factor. 


Bei unserer Transformation 


(2) EG 9 (4, Y); Yie= v(a, y) 
ist: 
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»_ dy dy _ ¥@+y vy) _ / 
i eet sea eo 


und also: 
qu Orv) 
ee, SO Yd) 
: ax, dx, = dg 
Rechnet man dies aus, so erhilt man, indem man a = y" setzt, 


y, dargestellt als Function von 2, y, y’, y”, sagen wir etwa so: 
n= 9@yy,y"). 

Um nun die Differentialgleichung zu erhalten, in welche die vorgelegte 
Q(x, Y, y;, y") ay 0 

durch Einfiihrung der neuen Verianderlichen z,, y, vermége (2) tiber- 


geht, haben wir aus der. vorgelegten x, y, y’, y” vermége der vier 
Gleichungen 


3) %=9@Y) 2=4@GYs W=IGHY) W=FAGHHY’) 
zu eliminieren, mit anderen Worten: Wir haben auf die Gleichung 

2a, yy, y°) = 9 
in den vier Verdnderlichen x, y, y, y’ die Transformation (3), welche 
diese vier Veriinderliche x, y, ¥, y” im X45 Yr) Vy, Yy Uiberfiihrt, aus- 
zuiiben. Wenn dann die hervorgehende Gleichung zwischen 2,, Y,, Y; > Y1_ 
sich deckt mit 

R(x, 1) W15 Y, ) = 0, 

so gestattet die Dufferentialgleichung 

Q(x, Y, Y, ie) = 0 
die Punkttransformation (2). 


In § 1 des 13. Kapitels haben wir schon die Transformation in 
den drei Veranderlichen 2, y, y’: 


a i p(x, Y), YS Y (a, Y), y, = 4 (a, Y, y), 


_ ve) + y Vy) 
— @(@) +99) 
ist, betrachtet. Wir bezeichneten sie damals als die Transformation 
der Linienelemente (x, y, y’) der Ebene oder als die Hrweiterung der 
Punkttransformation (2). Scharfer wollen wir sie jetzt als die ein- 
malige oder erste Erweiterung der Punkttransformation (2) bezeichnen 
und dementsprechend die Transformation (3) der vier Vernd ae 


x, y¥, y, y die zweimalige oder zweite Erweiterung der Punkttrans-".. prtirt. 
formation (2) nennen. 


Lie, Differentialgleichungen. 23 


wo 
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Wie es damals vom geometrischen Standpunkt als selbstverstand- 
lich, aber vom analytischen Standpunkt nicht so sehr als selbstver- 
standlich erschien, dass der Wert von y, nur x, y, y enthalt, so 
kénnen wir auch hier die Thatsache hervorheben, dass in (3) der 
Wert von y,” nur von 4, y, y’, y’, nicht aber von héheren Differential- 
quotienten abhangt. Wenn also in der Ebene zwei Curven sich m 
einem Punkte (a, y) osculieren, d. h. daselbst auch dasselbe y und y” 
besitzen, so werden sich auch die vermige einer Punkttransformation (2) 
transformierten Curven in dem entsprechenden Punkte (x,, y,) osculieren, 
denn sie haben daselbst wegen (3) gleiches y,’ und y,”. 


Das Ergebnis dieses Paragraphen kénnen wir nunmehr so aus- 
sprechen: 
Satz 3: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y: 


2x, y, y; y’) — 
gestattet dann und nur dann die Punkttransformation 


% = 9(%,Y), = V(4,Y), 
wenn sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Verdnderlichen x, y, 
y, y die zweimalige Erweiterung dieser Punkttransformation: 


7 d , 
= 9%), K=VG), WH T=iUeHy), 


” ORS soos 
i 


dg = O(a, Y, y, y") 


gestattet. 

Wir gingen oben davon aus, dass die Punkttransformation 2, = @ (a, y), 
Y, = wv(a, y) die Integralcurven der Differentialgleichung untereinander 
vertausche, also von einer geometrischen Vorstellung. Ftihren wir irgend 
welche neue Verinderliche ein, so kénnen wir dies als Zugrundelegung 
eines neuen Coordinatensystems auffassen, bei der alle geometrischen Be- 
ziehungen ungeiindert bleiben (wie in § 1 des 3. Kapitels). Auf diese 
Weise erhellt unmittelbar der 

Satz 4: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Mm XL, Y: 

(x,y, ¥', y¥") = 0 
die Punkttransformation 
Ci mere: o(@, Y), oi p(x, Y), 

und fiilrt man in die Gleichung sowie in die Transformation irgend welche 
neue Verdnderliche %, ) em, so gestattet auch die neue Differentialgleichung 
in x, die neue Transformation der Punkte (x, 9). 


§ 2. Zweimal erweiterte cingliedrige Gruppe. 


Die Frage nach einem Kriterium dafiir, dass eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung zwischen 2, y alle Transformationen einer 
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einghedrigen Gruppe gestatte, verlangt zuniichst, wie aus den Ent- 
wickelungen des vorigen Paragraphen hervorgeht, eine Betrachtung 
aller Transformationen, welche durch gweimalige Erweiterung aus den 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in ax, y hervorgehen. Diese 
Untersuchung ist der in § 2 und 3 des 13. Kapitels gegebenen sehr 
ihnlich. 

Es sei eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen der 
Ebene (#, y) in ihren endlichen Gleichungen vorgelegt: 


(4) ie p(x, Y) a), A aed p (a, y, @). 

Wir erweitern die allgemeine Transformation 7, derselben, indem wir 
die Transformation beriicksichtigen, welche y’ erfihrt. Die dadurch 
hervorgehenden Gleichungen: 


, d ‘ 
(5) X= (2, Y, a), Y, = O(a, y, a), =F =1G 49% 


stellen, wie in § 2 des 13. Kapitels bewiesen wurde, wieder eine ein- 
gliedrige Gruppe und zwar eine eingliedrige Gruppe von Tyansforma- 
tionen der Linienelemente x, y, y dar. Wenn also die Reihenfolge 
der beiden Transformationen JZ, und 7,, der Gruppe (4) die Trans- 
formationen TZ) (,c,) derselben lefert, so ist auch die Reihenfolge der 
beiden Transformationen J) und 7,’ der Gruppe (5), die den Para- 
meterwerten a und a, entsprechen, Aquivalent der Transformation 
Ti(aa, der Gruppe (5), die zum Parameterwert 4(a,a,) gehort, d. h. 
die Gleichungen: 
(5) fh p(z, Y; a), Ns p (2, Y; a), Yi ae L(x, Y; y', a) 
und 
(5) oy = PH, Yr, 41), Yo = VE Yur )> Yo = HU, Yas Yr y G) 
liefern, wenn aus ihnen 2,, y,, y, eliminiert werden: 
(5”) ty = 9(%,y, A(a, 4), Yo = P(%, y, A(a, 4,)), Yo = 1(%, y, ¥', 4(@, a;)). 

Erweitern wir uun die gegebene Gruppe (4) zweimal, indem wir 
auch die Transformationen von y” beriicksichtigen, so ergeben sich 
oo! Transformationen in 2, y, y', y: 
(6) = Q(X, Y,4), wW= (2,Y,%), w= (a, Y; y, a), 

” d pelts , a 
Chl =ie =P@anyy , a). 


Wir behaupten, dass auch diese eine eingliedrige Gruppe bilden. 
S os = ° , * 
Zum Nachweis fiihren wir nach der Transformation 7,,", die zum 
Parameterwert a gehort, die zum Wert a, derselben gehorige 7,” der 


Schar (6) aus, setzen also: 
23 
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(6) a, = (2,4, 4), Yo = U(%,, 1, %), Yo = 1 (4) 19 Yr > Ga), 


Usriitn3 dy(x,, "> Yr a) — f , ” 
ae Ap ("15 4,,%) CC A CD 


und eliminieren nun 2,, 4, 4, 4% aus (6) und (6’). Dabei erhalten 
Lo, Yo, Yo die Formen (5”). Zu beweisen bleibt also nur noch, dass 
y, die Form erhilt: 
Yo = O(x, Y, y,, y", A(a, a,)). 
Dies ist offenbar, denn es ist nach (5') und (5”): 
Yo = 11, Vy M1 1) = 1%, YY, A(G, %)) 


und 
Ly = Y(%1, 41, 4) = P(Z, Y, A(4, a)), 
also 
Jue Ay (lr, Yio Yi» %) ee! dy (x, y, ¥'; A (a, a,)) — Beis 
Ye = Gg, ti, %) dp ¥, Ma, ayy PHY» 4a,%)) 
vermége unserer Transformationen (6) und (6’). 
Mit 
Jk 1 Be = Daan} 
oder 

(7) Lo Lo, = Dy a, a) 


ist demnach auch 
Ve" Ta," = Ti(a, a): 
Theorem 33: Hrweitert man eine eingliedrige Gruppe mit 
paarweis inversen Transformationen 
X= O(4,Y,%), Y= V(zY, a) 
durch Mitberiicksichtigung der Transformationen des ersten 


dy ” d*y 


eat == da?? so bilden 


und gweiten Differentialquotienten y = 
die erweiterten Transformationen 
= 9(4,Y,%), = (29,4), Ww =1%yY,%, 
Yi = a(a, Y; y;, y", a) 
wieder eine ecingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen. Giebt die Rethenfolge zweier Transformationen 


der urspriinglichen Gruppe, welche den Parameterwerten a, a, 


Zweite er- 
weiterte Gr. 


entsprechen, ene Transformation mit dem Parameterwerta(a, a,), 
so gilt dasselbe von den entsprechenden Transformationen der 
zweimal erweiterten Gruppe. 7 

Was hier von den inversen Transformationen gesagt ist, liegt in 
den Formeln (7). 

Hiernach ist klar, was unter der zweiten erweiterten Gruppe einer 
Gruppe von Punkttransformationen der Ebene za verstehen ist. 
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Natiirlich enthalt die neue Gruppe die identische Transformation 


’ dy u" dy 
=r, Y= Y, i == =", 
die durch Erweiterung der identischen Transformation 


SE, aeaeet I Maer 
der urspriinglichen Gruppe entsteht, und eine infinitesimale Trans- !™% Tt 


der zweimal 


formation. Diese wollen wir bestimmen. erw. Gruppe: 


Wir wissen, dass die erste erweiterte Gruppe die infinitesimale 
Transformation 
of of , Of 
Space toy tl ay 
besitzt, welche durch Erweiterung aus der infinitesimalen Trans- 
formation 


of of 
g Die a. 4] oy 
hervorgeht, indem 
on On 08 Cou 
te ete mY — ay 


ist. (Vgl. § 3 des 13. Kap.) Die aie erweiterte Gruppe besitzat 
demnach endliche Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach 
dem Parameter ¢ der Gruppe, der fiir ¢ = 0 die identische ‘Trans- 
formation liefert, die Form haben: 

a=atbtt+---) yey tate, Wey tdit:, 
wo » obige Bedeutung hat. Indem wir diese endlichen ‘Transfor- 
mationen noch einmal erweitern wollen, haben wir zu berechnen: 


ea are Tre eee ee 
: oa ora i ie 
Hierin sind unter Ly ae Differentiationen zu verstehen, wahrend 
deren y als Function von x betrachtet, also au =¥; ae = y" gesetzt 
wird. Anstatt durch die Reihe 
eres ieee 


zu dividieren, kénnen wir mit einer gewissen Potenzreihe nach ¢ 
multiplicieren, die so anfangt: 


Somit kommt: 


358 Kapitel 16, § 2. 


Nunmehr wollen wir zur infinitesimalen Transformation tibergehen, 
also ¢ unendlich klein annehmen, etwa gleich d¢ Dann ergiebt sich, 
dass sich y” aindert um das Increment: 


Infolgedessen lautet die infinitesimale Transformation der zweimal 
erweiterten Gruppe: 
Gir OD of , of uv Of 
(8) OPS 85g 1 1G 1 1 Gy 11 oy”? 
wo 7 und 7” die Bedeutungen haben: 


4 1 =a. 9 AaEe 
(9) 5 eee UN n as& 
“( ax Y aa 


oder ausftihrlich geschrieben: 


( gee ane oe) ey 


=a Oy dal ¥ — Gy4 
und 
=e 4+Sy4+Sy-y E+Ey)= 
=fl+ (j- By Bhat 
OO) + [+ GR Sha —Phatl 4 
+ (i h-aiky)e ety 
, : 


__ Oy O° O8\ | (O8n 9 OE) ng OE, 
er (2 ga) + (G2 ee) Say + 
on 0g oe \ 
oF (25 aa) Y 
Man wird zur praktischen Berechnung diese ausfiihrlichen Formeln 
nicht benutzen, sondern nur die Formeln (9), und namentlich wird 
man 7 und 7” successive und nicht 7” unabhangig von 4’ aus- 
rechnen. 

Zu beachten ist, dass 7” in y” linear ist, wahrend doch 7 in y 
quadratisch ist. Diese Thatsache ist an einer spiteren Stelle von 
Bedeutung. (Vel. 8. 375.) 

Wir haben gefunden: 

Satz 5: Ist 

oF OF of 
OP Dis aaa) by 


die infinitesimale Transformation emer eingliedrigen Gruppe von Punkt- 
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transformationen der Ebene (a, y), so wird die zweite erweiterte Gruppe 
dieser Gruppe erzeugt von der infinitesimalen Transformation: 


pa OH of yn Oip m © 
Se ee eo 


wo 


ist. Hierbei ist zu beachten, dass bei der Berechnung von xf und 7" nach 
diesen Formeln wihrend der Differentiationen nach « die Verdnderliche 
dy , d*y dy pe F 


y als Function von x zu betrachten, also ane 


setzen ist. 

Da hiernach aus der Kenntnis allein der infinitesimalen Trans eaae 
formation Uf der urspriinglichen Gruppe die von U’f sich ergiebt,* int ™* 
so werden wir Uf direct die zweite Erweiterung der infinitesimalen 


Transformation Uf nennen. 


Wir kénnen die Formel fiir 7” auch wie friiher in § 3 des Andere 


Ableitung 
13. Kapitels die fiir 1 auf ktirzerem, aber weniger elementaren Wege , dieser 
durch Benutzung eines Satzes der Variationsrechnung ableiten. Indem 
wir auf die betreffenden Bemerkungen an jener friiheren Stelle zuriick- 
verweisen, geben wir hier nur die Formeln dazu an. Ks ist das In- 
” ” Za A ” dy e F 
crement d= "dt von y zu berechnen. Wegen y= 7 kommt: 
dy ody OO 
La er a 
Siig WOE eS dx? 
oder, wenn die Reihenfolge der Operationen 6 und d geandert wird: 
Oy 0x 
Ohi eee d = 
jue ae 
Nun ist dy = 7/0t, 0% = €0t, demnach kommt: 
Dif — Oy GE 
134 ae _ 4 da? 
also in der That die zweite Formel (9). 
1. Beispiel: Die infinitesimale Translation Beispiele. 
Os 
U; = Fy 


soll zweimal erweitert werden. Hier ist: 


fa age, 
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also: 
din 1 KS 
ny aT, —- y na O 
und 
n__ anf Dei it dé a 
1 ax Wiig 


Somit ist U”f= Uf. In der That, Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe 
von Translationen: . 


und hier ist: 


Se aeeice 
” dy dy " 
4 a aie comme he 


d. h. die zweimal erweiterte Gruppe lautet: 


m=%, Y=ytt w=y, w=y 
und hat offenbar die infinitesimale Transformation 


2. Beispiel: Die infinitesimale Rotation 
Ss of of 
soll zweimal erweitert werden. Da hier 


eee at Uh Ui es=s ab 
ist, so kommt: 


Es wird also: 
Np of of ro OF rn O 
Wi eee aCe eg nC 
Um auch dies zu verificieren, erinnern wir an das Beispiel des § 1, 
in welchem wir die zweimalige Erweiterung der von 


0 0 
Uf=—y5e tas 


erzeugten Gruppe von Rotationen: 


“=xeost—ysint, y,=—axsint+ ycost 
schon ausgeftihrt haben (wenn auch ohne die Rechnung so aufzufassen). 
Danach ist bei unserer Gruppe: 
F __ sint + y cost 
cost — y' sin t’ 


ur es er ae . 
(cos t — y’ sin t)8 


YW 


yy 
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Um zur infinitesimalen Transformation zu gelangen, haben wir ¢ un- 
endlich klein, gleich d¢, anzunehmen. Es ist aber: 


cos Ot — y' sin dt = 1 — ydt, 
d. «hs 
1 , 
cos Of — y'sin dt 1 y dt 


bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung, und somit kommt: 
% =O +y)A+ yo) =y¥4+ (L+y%)ot, 
yy = (1 + dt) = yA + By dt) = y" + By'ySt, 
sodass die Incremente von y’ und y” in der That die Werte haben: 
dy =ndt =A+ yd," 
Oy = n'0t = 3yy'bt~" 
die sich oben direct ergaben. ‘ 
3. Beispiel: Bei der infinitesimalen Ahnlichkeitstransformation 


Ox oy 
ist: 
==, y=Y, 
also: 
eT) niger , (vise 
jee ge 
(en nee ”, 
(=a 4 = 
sodass 


ieee OF of me Oi 
UT=t5, 09 Fy Y 3y” 


wird. Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe: 


a t ae t 
SLO, Wye, 


bei der: 
ph Mes dy 4 
Wt da, Rt See, 
und 
Ppt de POY cg Ry Ve 
Wsmtgmy ais gee 


ist. Die endlichen Gleichungen der zweimal erweiterten Gruppe sind also: 
hal, Aye, WHY, HW Hye ' 
t= odt giebt in der That die oben erhaltene infinitesimale Trans- 


formation 


(Neer) La of of 4T. of 
U' psec ty sy! per 


Invarianz- 
kriterium. 
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§ 3. Kriterium dafiir, dass eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in 2%, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. 


Nach Satz 3 des § 1 gestattet die vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in &, y: 
Q(a,y¥,y") = 9 
die Punkttransformation 
t= 92,9), = V(L,Y), 
sobald die Gleichung 2 — 0, aufgefasst als Gleichung zwischen den 
vier Verinderlichen x, y, y', y’, die zweite erweiterte Transformation 


von #, y, yi, Yin XH, Wy, yy Zulasst. 
Die Differentialgleichung 


2(a, YY’, y’) Sa) 
gestattet demnach alle Transformationen der von der infinitesimalen 
Transformation 


0 a 

up=Eee tn oh 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen der Ebene, 
sobald sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veranderlichen 
x,y, y¥, y, die zweimal erweiterte Gruppe zulasst, deren infinitesimale 
Transformation Uf wir im vorigen Paragraphen berechnet haben. 
Nach Theorem 28, § 3 des 14. Kapitels, ist dazu notwendig und hin- 
reichend, dass US vermége 8 = 0 ebenfalls verschwinde. Also 
hat sich ergeben: 

Theorem 34: Die Differentialgle:chung zweiter Ordnung 

Mm X, Ys 

Q(x, Y) The y") =0 
gestattet alle Transformationen der von der infinitesimalen 
Transformation 


Uf = ba, 9) 55 + a0) 3h 


erzeugten erngliedrigen Gruppe dann und nur dann, wenn der 
Ausdruck 


OQ ir Oe, 
ay 1 oy 


Drs OD 02 
UQ2=te+ngta 


vermoge 2 =0 ebenfalls verschwindet. Hierin bedeuten y und 
ny die Ausdriicke, welche nach den Formeln 


dy , dé ee) yj” 48 


ia dram ode u| “ch et Maer 
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Mit Riicksicht auf Satz 11 des § 3, 14. Kapitel, erscheint es 
naturgemass, zu sagen, 84 = 0 gestatte die infinitesimale Transformation \its\. 2. 02 


Uf, sobald U"2 =0 vermdge 2 = 0 ist, und danach unser Theorem 7%. ge 
so auszusprechen: 


Satz 6: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y: 
R(x, Y, y,, y’) = 0 
gestattet alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in x, y, sobald 
sie thre wmfinitesimale Transformation guldsst. 


In Theorem 34 haben wir die Differentialgleichung zweiter Ord- esondere 


nung in irgend welcher Form vorgelegt gedacht. Wir wollen nun S™teriums 
insbesondere annehmen, sie liege in aufgeléster Form 

y" — a(2, y, ¥) = 0 
vor. Alsdann ist zu setzen: 


: == y" ie oo (2, Y, y) 
und U"8 wird: 
UR Ee Of Eb a" 
oder wegen der in § 2 angegebenen Werte (10) von 7’ und 4’, wenn 
wir die partielle Differentiation nach w oder y durch angehingten 
Index « resp. y bezeichnen, um die Formel etwas abzuktirzen: 


U2 = — £59 — 9 52 — (ne + (ty — &e)¥' — BW) Go + 
+ tee + (2Mey — Sax) yo (Nyy — 2 bay) bie 
— Eyl? + (ty — 26 — 8b,y)y". . 
Dies soll verschwinden vermége 2 = 0, d. h. vermége y” =o. Wenn 
wir also hierin y” = setzen, so muss der hervorgehende Ausdruck 
identisch verschwinden. Daher: 


Theorem 35: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y =oa(a, y, y') gestattet dann und nur dann die eingliedrige 


Gruppe &(a, y) ual + (a, y) ay wenn der Ausdruck 


Cpe 3Eyy) o — Ey y’? + (Nyy — 2&xy) SS 


, a) 0a 


, pos, GIG), 
= (te + (ty — be) — By) 59 = 
ist fiir alle Werte von x, y, y. 
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Deo ae Man kann diesem Kriterium eine Form geben, die oft ungleich 


aes 
Kriteriums. 7weckmissiger ist. Die Differentialgleichung: 
yt / —- 
y — a(%, yy) = 9 
ist ja Aquivalent einem simultanen System in den drei Veranderlichen 


x, Y, y, denn es ist 
{= Ey j= 2 a (2, Y,4), 
das dquivalente System lautet also: 
ceeeey oa Ave 
1 yo w(t, y, ¥') 
Diesem simultanen System in w#, y, y wiederum ist die lineare Diffe- 
rentialgleichung: 


7 1 0 0 
sty st o(a,% 9) 54 =0 
zugeordnet. Soll also unsere urspriingliche Gleichung 
oe (2, Y, y) aU, 
die infinitesimale Bouma e 
' - ” : 
Upststan gl ta sot gy 
gestatten, so kommt dies ete ara dass fae lineare partielle 
Differentialgleichung in x, y, y’ allein: 
0 10 
4fesity 5 f+ (a, yy!) 5 
die infinitesimale Transformation 


1¢ 0 7 1 O 
UpSeetaget Ss, 
also die einmal erweiterte infinitesimale Transformation Uf gestatten 
muss. Daher: 
Satz 7: Die gewohnliche Differentialgleichung eweiter Ordnung 
y" = (2, ¥, y) 
gestattet alle Transformationen der einghedrigen Gruppe 


bs of of 
Uf = (a, y) a + (x, y) Oy 
dann und nur dann, wenn die lineare partielle Differentialgleichung in 
Ly, 


7) 
Aferety Ze + w(@,y,) 4 59 = 0 
die emmal erweiterte intial py ne es Uf, némlich: 
TAY (Neca ste: of o& , 0& 9 / 
Ufa tae tage + (Get (Ge — ga) gn) gee 


gulasst. 


Krit. dafiir, d. eine Differentialgl. 2. O. eine eing]. Gruppe gestattet. 365 


Man kann leicht verificieren, dass dies Kriterium sich mit dem Nes 


friiheren deckt. Af = 0 Dortathes ja nach Theorem 29 (§ 2 des os 
15. Kap.) die infinitesimale Transformation U’f, wenn 


(WA) =i Af 
ist. Da nun f willkiirlich ist, so zerfillt diese Relation in drei einzelne, 
indem die Coefficienten von — die von 2/ und die von oF links 
x oy oy 


und rechts einander gleich sein miissen. Dies liefert, wie sich durch 
Ausrechnung von (U’A) ergiebt, die drei Gleichungen: 


— & — yb =A, 
Ne + (ny — 2)y — Ey’? — gz — ¥ My = Ay, 
Bg tag + (te + (ty — by — BY) $5 — 
— (Hex + zy — Sux) ff — Say y’*) = Y tery + yy — Sey) f = Sy) — 
— (ny — by — 28yy’) = do. 
Substituiert man den aus der ersten Gleichung sich ergebenden Wert 


von A in die zweite und dritte, so wird die zweite identisch erfiillt, 
wihrend die dritte das in Theorem 35 angegebene Kriterium liefert. 


1. Beispiel: Die Schar der oo” Kreise durch den Anfangspunkt — Beispiele. 
a + 2ax + y*® + 2by = 0 
gestattet offenbar die infinitesimale Rotation 
Uf =—"¥ +24 ae 
Wir wollen dies zur Hintibung unserer Theorien mit Hiilfe der er- 
haltenen Kriterien nachweisen. Um zuniichst die Differentialgleichung 
der Kreisschar zu erhalten, haben wir die Gleichung 
“a+ 2ar+y? + 2by = 
zweimal zu differenzieren: 
a-+-a+ yy + by =0, 
L aitect Yvert Oem O 
und aus den drei letzten Gleichungen a und b zu eliminieren. Dies 
liefert die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
| e+ y? 2u 2y 
er yy, 1 y |=0 
EP yey Oey 
oder ausgerechnet: 
R= (a + yy” — 2ay? + 2yy? — 2ay' + 2y = 0. 
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Dieselbe soll die infinitesimale Rotation 


gestatten. Dies nachzuweisen, benutzen wir das Theorem 34. Ks ist, 
wie im 2. Beispiel zu § 2 ausgerechnet wurde, die erweiterte infinite- 
simale Transformation: 


ZA , ho! 
wp=—yfl to Ppa ty) sh + ayy’ oh, 
also 
U" 2 == — y(2axy" — 2y* — 2y') + ayy" + 2y? + 2) + 


+ (+9) (— bay? + 4yy — 22) + 
+ 3y¥y"(@ + y’) = 3y, 
d. h. U"Q ist in der That vermége 8 =O auch Null. 
2. Beispiel: Die Schar der co® Geraden der Ebene gestattet 
offenbar die Ahnlichkeitstransformation: 
upset ty ds 
Die Differentialgleichung der Geraden ist: 
R= y i 0; 
wihrend nach dem 3. ee, = 2: 


us ut of 
Upsasty ty A, 
also 
U0" 2 = UY =— y" =— &, 


d. h. Null vermige 2 = 0 ist. 
Wir kénnten hier auch das Kriterium des Theorems 35 anwenden, 
denn es ist offenbar jetzt o = 0 und die Bedingung reduciert sich auf 


imag ee ote Cite a 25%) y + (2 Nay —* a) y, + Nox = 0, 
die in der That wegen 


ea DoS teh == ¥ 
erfiillt ist. 


Oder endlich, wenn wir Satz 7 anwenden wollen, ist zu setzen: 


4f= sftyHt 


Eo a 
Uf= ns a bal: yo 
und in der That kommt: 
ey rem 


d. hh. Af= 0 gestattet U'f. 
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3. Beispiel: Die Schar der co® Kegelschnitte 
ax’? + by? =1, 
deren Axen die Coordinatenaxen sind, gestattet, wie wir gelegentlich 


bemerkten (3. Beispiel des § 1), affine Transformationen, insbesondere 
die infinitesimale: 


Die Differentialgleichung der Kegelschnitte ergiebt sich, indem wir 
ax’? + by? —1=0 
zweimal differenzieren: 
az + byy = 0, 
a + by? + yy”) = 0, 


und dann a und 6b eliminieren, in der Form: 


| x? y? ey 
Z yy Oe p= 0 
Pigs Ay) \ 0 
oder 
2=ay? + syy — yy = 0. 
Hier ist: ; : ; 
Wes ie 1 Of » Of 
also: é 
OF == AGG Hay ye) =2Y (20Y = 9) = 2ylay == 2, 


sodass in der That U"82 —0 ist vermoge 2 = 0. 
4, Beispiel: Die Schar aller co” logarithmischen Spiralen um den 
Anfangspunkt: 


arct BH 
a2 + y’ a we ‘g i> 
gestattet die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation 
wen OF, of 
UP 8 5g TY By" 
Um dies zu verificieren, bilden wir ihre Differentialgleichung 
2 = ay’ —ay +y=90 
und die zweite erweiterte infinitesimale ‘Transformation: 
Penne Cf. of Oe 
Cite ir inl dy 4 oy” 
Offenbar ist U"2 = &. 
Um das Kriterium des Theorems 35 anzuwenden, haben wir 


zu setzen: 
ih say 
“ we? 


fens y, 


(es ee 


wodurch wirklich die Identitét des Theorems 34 erfiillt wird. 
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Um das Kriterium des Satzes 7 zu verwenden, setzen wir 


0 10 / 0 
Af= wiry sey (e—s)on 


Ou oy 
und 
Ms ea Of of 
Upeex tas, 
sodass sich ergiebt: 
(UgA l= Aye 


§ 4. Ein Beispiel aus der Flichentheorie. 


lichen, Wir verwerten das Obige in einem Probleme der Flachentheorie: 


deren geod. 


Curven eineWir fragen nach allen Fldchen, deren co? geodiitische Curven eime infinr- 
gestatten. tesimale Transformation gestatten. Dabei bemerken wir vorweg, dass 
dieser Paragraph ‘iiberschlagbar ist. 

Die Punkte der Flache seien durch zwei Parameter 2, y bestimmt, 
sodass das Quadrat des Bogenelementes der Flaiche die Form an- 
nimmt: 

ds® == F(a, y)dady. 
az = Const., y = Const. sollen also die Minimalecurven der Flache dar- 
stellen. Bequemer ist es, lg /’ = w(a, y) an Stelle von # zu benutzen, 
also zu setzen: 
(11) ds® = e’dady. 
Nach Gauss werden alsdann die geodiatischen Linien der Flache be- 
stimmt durch die Differentialgleichung zweiter Ordnung in 4, y: 
PUR of ROW Us 
Ym ee ae Oy y’: 

Wir suchen nun die Function w(x, y) so zu bestimmen, dass die 
Differentialgleichung der geoditischen Curven eine infinitesimale Punkt- 
transformation gestatte, d. h. dass es méglich wird, alle Punkte der 
Flaiche auf ihr um infinitesimale Strecken zu verschieben, sodass jede 
geodatische Linie wieder in eine solche iibergeht. In den Parametern 
x, y sei das Symbol der betreffenden infinitesimalen Punkttrans- 
formation: F , 

Up=t tng 

Wir wenden nun das Kriterium des Theorems 35 an. Im vor- 

liegenden Falle ist 
De OW vy 
=p UTED ye 
oder in bequemerer Bezeichnung 


60 


o=wu,y — wy”? 
zu setzen, sodass sich die Bedingung ergiebt: 
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(uy — 26, — 3&,y') (wey — wy”) =— Eyl ® + 
+ Giyy — 28xy)¥? + (2 Ney — Sex) + tee — 
— § (Wary! — Weyy’®) — 0 (Wry! — Wyy’®) — 
— (hz + (ty — bx )y’ — Sy") (we — 2wyy’) = 0. 
Diese Bedingung soll identisch bestehen ftir alle Werte von 2, y, y’. 


Da &, » und w frei von y’ sind, so miissen einzeln die Relationen 
bestehen: 


Nex — Nx We =O, 

(12) 2Mxy — Sex — be We + 2x Wy — EWar — NWey = O, 
Nyy — 26ay — 28, We +  yWy + EWey + yy =O, 

Eyy — byWy = 0. 
Dies sind vier Bedingungsgleichungen fiir die drei Functionen w, &, . 
Die weitere Discussion wird darauf hinauskommen, diese Bedingungen 
in allgemeinster Weise zu erfiillen. Dabei kann man drei Fille von 
einander trennen, je nachdem &§ und y, beide Null oder nur &, oder 
Nz gleich Null oder keins von beiden Null ist. Nur den ersten dieser 
drei Falle wollen wir hier behandeln*). Er lasst sich leicht geometrisch 
deuten. Wenn namlich in ‘ : 

up=t stag 
& frei von y und y frei von «, also &, = 17, = 0 ist, so heisst das: 
die Minimalcurven « = Const. werden unter einander durch Uf ver- 
tauscht, ebenso wie die Minimalcurven y = Const. Hine Transformation 
aber, welche jede Minimalcurve der Flache wieder in eine Minimal- 
curve tiberfiihrt, ist bekanntlich eine conforme. Diese Uberlegung 
lasst sich umkehren. 


Wir fragen demnach nach den Fldchen, deren geoddtische Curven | Fiichen, 


eren geod, 


durch eine infinitesimale conforme Transformation unter eimander ver-Curven eine 
ini, con- 

tauscht werden. forme Trf. 
gestatten. 


Setzen wir in (12) 
icp) a Nemes OD. 
so wird die erste und letzte Gleichung identisch erfiillt, waihrend die 
zweite und dritte iibergehen in: 


ae , dé dw Ow Ow 
Tomer een, >. terre 
d?n dn dw Ow? Ce 
dy’ t ay 3y + 5 aay + oy = 0. 


*) Bine eingehende Behandlung des allgemeinen im Texte formulierten 
Problems findet sich in den Math. Annalen Bd. 20 in einer Abhandlung tber 
geodatische Curven von Sophus Lie, 

Lie, Differentialgleichungen, 94. 
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Ihre linken Seiten sind, weil & nur z, y nur y enthalt, vollstandige 
Differentialquotienten: 
au) _o, 


0 (dé Ow 
sage tig t1G, 


ere eer 


Ow 


dy \dy oy 
Integriert kommt also: 
dé Ow Ow 
49) ip We seaeel age 
dy Ow CO 
iy a 3a t 1 Gy = PH): 


Hier kénnen nun verschiedene Falle eintreten, indem & oder 7 gleich 
Null oder weder & noch y gleich Null ist. Der Fall § = 7 =0 ist 
natiirlich ausgeschlossen, denn dann wiirde sich ja Uf auf die Identitat 
reducieren. 

Sind € und y beide von Null verschieden, so kénnen wir eine 
passende Function von « resp. von y als neues x resp. y benutzen, 


niimlich_f ma _f 22, wodureh die Form (11) des Quadrates des 


Bogenelementes nicht wesentlich geaindert wird, sodass & und y gleich 1 
gesetzt werden diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Als- 
dann giebt (13): 

Ow ay Oe 

0 7) 
woraus folgt, dass w(y) = »(x) = Const. =e sein muss und also w 
die Gleichung 


erfiillen muss. Ware /(, x, y) = Const., so miisste hiernach 

Caen. Cia 

aoe as Dy zine Sy aaa 0 
sein. Diese lineare partielle Differentialgleichung hat die Lésungen 
*2—y und w— cx, d. h. es ist: 

A(a@ — y,w — cx) = 0 
oder also w hat die Form 

w= o(% — y) + cu, 

e = &* D(x — y) 

ist. Das Quadrat des Bogenelementes (11) hat somit die Form: 
(14) ds® = &* D(a% — y)dady. 


sodass 
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Nun sei zweitens 
&=0, n= 0. 


Alsdann kénnen wir durch Benutzung von qf als neues y erreichen, 


dass 7 = 1 gesetzt werden darf. Daher giebt (13): 


a =P (y) — (2) — c= Const.), 


woraus 
w= cy + x(a), 
Go X(a)e# 
folgt. Das Quadrat des Bogenelementes (11) wird in diesem Falle 
also, wenn man wieder eine beliebige Function von y als neues y 
einfiihrt: 
(15) ds* = X(a) Y(y)dxdy. 

Wenn also die geodatischen Linien einer Fiche eine infinitesimale 
conforme Transformation gestatten sollen, so muss sich das Quadrat 
ihres Bogenelementes auf die Form (14) oder (15) bringen lassen. 

Die Form (15) ist leicht gedeutet: Die Fundamentalgréssen erster 
Ordnung der Fliche sind in diesem Falle e=0, f=4xXY, g=0. 
Bekanntlich kann man das Kriimmungsmaass der Fliche durch e, f, g 
und ihre Ableitungen ausdriicken. In dem vorliegenden [alle ergiebt 
sich dann sofort, dass das Kriimmungsmaass Null ist. Die Flache ist 
also developpabel. Breiten wir sie in die Hbene aus, so gehen ihre 
geodatischen Linien in die oo? Geraden der Ebene iiber, und diese ge- 
statten offenbar mehrere conforme Transformationen (Translation, Ro- 
tation, Ahnlichkeitstransformation). Es ist demnach klar, dass jede 
developpabele Flache zu den gesuchten Flaichen gehort. Dieser Fall 
bietet nichts besonders Interessantes. 


Die Form (14) des Quadrates des Bogenelementes dagegen kommt 
einer bemerkenswerten Flichengattung zu. Zunachst gehdren hierher 
die gelegentlich schon friither besprochenen Spiralfliichen (§ 5 des 
12. Kapitels), von denen wir zeigten, dass sich ihre Kriimmungslinien, 
Haupttangentencurven und Minimaleurven durch Quadraturen bestimmen 
lassen. Eine solche Flache entsteht bekanntlich durch fortwihrende 
Ausfiihrung einer infinitesimalen Spiraltransformation auf eine beliebige 
Curve. Unter infinitesimaler Spiraltransformation verstanden wir eine 
infinitesimale Rotation um eine Axe, verbunden mit einer infinitesimalen 
Abnlichkeitstransformation von dieser Axe aus. Natiirlich ist sie eine 
conforme Transformation. Da sie die Spiralfliche in sich tiberfiihrt, 


muss sie die geoditischen Curven derselben unter sich vertauschen, 
Q4* 


Spiral- 
flichen. 
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denn offenbar fiihrt sie notwendig eine geoditische Curve wieder in 
eine solche tiber. Demnach gehoren die Spiralflichen zu denen, deren 
Quadrat des Bogenelementes sich auf die Form (14) bringen lasst, 
insbesondere also auch die Rotationsflachen als specieller Fall der’ 
Spiralflachen. Es ist andererseits auch nicht schwer zu erkennen, 
dass jede Flache, deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine 
Spiralfliche abgewickelt werden kann. Darauf gehen wir jedoch nicht ein. 

Wir wollen nur noch eine interessante Higenschaft unserer infini- 
tesimalen conformen eee 


Uf so 4 rg 
ableiten. Aus (13) folgt namlich asses 
0 
2 4 9 BY y(y) — 48 = ole) - 


Also ist auch 
ae ~ dn _ a 
p(%) +7, = 4) + ae Const. = a, 
daher: 
Ow 7 d 
(16) toe tay taetaet 
Nach dieser Vorbemerkung wollen wir die umes berechnen, die 


das Bogenelement durch unsere infinitesimale Transformation erfahrt. 


Ks ist nach (11): 


ds* = e’dady, 
also die Anderung von ds?: | 
Ods* = d(e”) - dudy + ed (dxdy) 
= e’dw -dady + e(ddx-dy + dx-ddy) 
oder, da die Zeichen 0 und d in ihrer Reihenfolge vertauscht werden 
k6énnen: 
dds? = e’dw- dxdy + e°(dda-dy + dx-ddy). 
Wegen 


0 2) 
Uf =t xe tn 5 


erhalten aber w, x, y die Incremente: 
Ow Ow 

dw = ( oe t+ Ge) Ot, 

dx= Edt, dy=—ydt,—7 
sodass sich ergiebt: 

2% — pw 
dds! = erdady (55 + ne + S + 31) ot 

oder nach (16): 


Alle Diffglgn. 2. O. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestatten. eile 


dds? = evdudy - aot, 
also nach (11): 
dds’ = ads*- dt 


oder, da dds® = 2ds- dds ist: 


d. h. durch unsere infinitesimale conforme Transformation werden alle 
Léngen auf der Fliche nach demselben Verhdltnis gecndert*). 


§ 5. Bestimmung und Integration aller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in wz, y, welche eine gegebene eingliedrige Gruppe 
gestatten. 


Bisher haben wir dartiber noch gar nichts ausgesagt, welchen 
Nutzen man aus der Kenntnis einer infinitesimalen Transformation eimer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ftir die Integration derselben ziehen 
kann. Dariiber werden wir uns jedoch im Laufe dieses und des nachsten 
Paragraphen Klarheit verschaffen. Wir werden finden, dass man stets 
in einem solchen Falle das Integrationsgeschaft vermittelst Quadra- 
turen darauf zuriickfiihren kann, nach einander zwes gewodhnliche Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zu integrieren. An einer spiteren 
Stelle werden wir zeigen, dass die Integration einer dieser beiden 
Differentialgleichungen erster Ordnung erspart werden kann. 


Wir wollen annehmen, es sei uns eine infinitesimale Punkttrans- 
formation ; 

Ne OF tf 

Uy 36 age aa oy 


vorgelegst. §€ und y seien also bekannte Functionen von a, y. War 
fragen nach allen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


*) Vgl. hierzu die Fussnote 8S. 260. In den Comptes Rendus fiir 1879 be- 
stimmte Lévy die allgemeine Form des Bogenelementes aller auf Spiralflachen 
abwickelbaren Flachen. Ferner zeigte Lie, der schon in Bd. 5 der Math. An- 
nalen, 1872, die geoditischen Curven der Spiralflichen durch eine gew. Differen- 
tialgleichung erster Ordnung bestimmt hatte, dass auch auf jeder auf eine Spiral- 
fliche abwickelbaren Flache die Bestimmung der geoditischen Curven nur die 
Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. Die Bahn- 
curven der betreffenden infinitesimalen Transformation auf diesen Flachen sind 
nimlich Isothermen, also durch Quadratur bestimmbar, ebenso wie ihre Ortho- 
gonalcurven (vgl. Satz 5, § 2, Kap. 9). In dem Coordinatensystem dieser Curven 
geschieht alsdann die Bestimmung der geodiitischen Linien durch eine einzige 
gewohuliche Differentialgleichung erster Ordnung. Darboux fiihrte alsdann diese 
Gleichung auf eine Riccati’sche Gleichung zuriick, 
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2 (2, Y, y, y =), 
welche die von Uf erzeugte eingledrige Gruppe gestatten. Nach Theorem 34 
(§ 3) muss die Gleichung 2 = 0, aufgefasst als Gleichung zwischen 
vier Veriinderlichen a, y, y’, y”, die von der zweiten erweiterten infini- 
tesimalen Transformation 


” 7 of , Of » Of 
HN era etc ce en 


erzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Da Q natiirlich y” selbst 
enthalten soll, so kénnen &, », 7’, y” nicht samtlich vermoge 8 = 0 
verschwinden, denn & 4, 7 enthalten y gar nicht. Folglich erhalten 
wir nach § 8 des 14. Kapitels die allgemeinste Gleichung 8 = 0 der 
gesuchten Art, indem wir drei von einander unabhingige Loésungen 
u, v, w der linearen partiellen Differentialgleichung 


" 7] 0 0 ee 
(17) Up=teta gtd pt a 
bestimmen und eine Function derselben gleich Null setzen: 
F(u, v, w) = 0. 

His handelt sich also noch darum, drei von einander unabhingige 
Lésungen der linearen partiellen Differentialgleichung (17) zu finden. 
Da & und y nur @, y enthalten, 7’ ausserdem y’ und 7” tiberdies y’ 
enthilt, so ist klar, dass es eine Lésung w von (17) giebt, die frei 


von y und y” ist, und eine andere v, die frei von y” ist. Die erstere 
wu ist Lésung der Gleichung 


0 7] 
UfSt tage 0, 


also die Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf, die andere v Lésung 
der Gleichung 


' 0 0 10 
Upset seta ge tags =9, 
wihrend die dritte Lésung w wirklich y” enthalten muss. 
Zur Bestimmung von wu dient die gewohnliche Differentialgleichung 

dx dy 

nei aha 
deren Integral w ist. Wie sich nach berechnetem wu auch v finden 
lisst, haben wir in § 5 des 13. Kapitels gezeigt.’ Wir fanden damals, 
dass sich die Grésse v, die wir damals eine Dvifferentialinvariante der 
Gruppe Uf nannten und jetzt praciser als eine Differentialinvariante 
erster Ordnung bezeichnen werden, aus einer Riccati’schen Gleichung, , 
welche eine bekannte Particularlésung besitzt, durch Quadraturen be- . 
stimmen lisst. Die Gleichung ist deshalb eine Riccati’sche, weil 1’ 
quadratisch in y’ ist. 
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: Ps . : ‘ *s +o Best. der 
Hat man so w und v gefunden, so lisst sich die Grésse Wg Vie ee 


wir eine Differentialinvarianie erster Ordnung der Gruppe Uf nennen Stee ee 
sehr leicht berechnen. Zunichst ist a priori klar, dass die Berechnung @™»P¢ Y. 
von w hochstens Quadraturen erfordert, denn y” ist linear in y”. 

(Vgl. Formel (10) des § 2.) Wenn man also aus dem der Gleichung 

U"f = 0 iquivalenten simultanen System 


dx dy __dy _ dy” 


Spare Jip mer ete eee 
von dem w und v zwei Integrale sind, etwa die Gleichung 
dz _ ay" 
g 1 


herausgreift und daraus y und y’ vermége 

u=a, v= 
eliminirt, so erhalt man fiir y” eine lineare Differentialgleichung zwischen 
y’ und x, welche ausserdem die Integrationsconstanten a, b enthalt. 
Weil sie linear ist, findet man ihr Integral W(y", x, a, b) in be- 
kannter Weise durch Quadraturen. Wenn man dann a und 0 wieder 
durch w und v ersetzt, so erhilt man die gewiinschte Lésung 

w= Wy", x, u,v). 

Ist sonach von vornherein klar, dass sich w bloss durch Quadra- Bort 
turen bestimmen lassen muss, so kénnen wir auf anderem Wege zeigen, WES 
dass sich w durch Differentiationsprocesse allem angeben ldsst. Wir ver- us 
fahren so: Verstehen wir unter a, b zwei Constanten, so stellt 


v—au—b=0 


eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y dar, welche 
bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleibt, denn u und v sind 
Lésungen von U’f=0, und also ist auch v — aw eine Lésung von 
U’f = 0. Halten wir in der Gleichung v — au = 6b die Constante a 
fest, wahrend wir die Constante b variieren lassen, so ergeben sich 
co! bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichungen. Jede der- 
selben besitzt eine bei der Gruppe invariante Schar von oot Integral- 
curven, insgesamt liegen also co’ invariante Scharen von je oot Curven 
vor. Natiirlich bleibt auch der Inbegriff aller dieser bei der Gruppe 
Uf invariant. Dieser Inbegriff aber besteht aus oo” Curven, und diese 
Curven erfiillen eine bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Wir erhalten sie, indem wir die Gleichung 


y—au=Od 


nach « total differenzieren, wodurch das variierende 6 herausfallt, in 
der Gestalt: 
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dy du 
daz ike 


0 

oder ausfiihrlich geschrieben: 
Ov GO" 7, POUL. Ge Ou , ow, 
egiiapy dat Oy! —a (4 My) =0. 


Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung bleibt also bei der Gruppe 
Uf invariant, wenn @ eine Constante vorstellt, aber eine beliebige. 
Wir kennen demnach oo! invariante Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung. Wir schreiben sie in nach a aufgeléster Form: 


Ov Ov Ov 
acta y¥t+nay 
Ou ° Oy oy Be ae 


Ou , Ou, 

Be Dy! 
oder abgekiirzt: 

Way, ¥,y°) —a=0. 
Da sie invariant sind, so ist also 

U"(W — a)=0 

vermége W—a=0O. Nun aber ist 

U"(W — a) =U" W, 


also frei von a. Mithin ist notwendig U” W = 0, nicht nur Null ver- 
mége W—a=-0. W ist demnach eine Lésung von U”f=0O und 
zwar, da 


pe treme Iter) 
| O08 "04 oy 
(18) V= eae 
basa & 


und fa #0 ist, eine Lésung, die y” wirklich enthait. Wir kénnen 
sie also als die gesuchte dritte Lésung w der Gleichung U’f = 0 
benutzen. - 

Wie man sieht, erfordert die Berechnung von w nur Differentia-> 


tionen. Hin anderer analytischer Beweis hierftir wird spater in einer | 
Note gegeben werden. (Siehe 8. 399.) 


Nach allem diesen hat die allgemeinste Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in x, y, welche die Gruppe Uf gestattet, die Form 
F(u, v, w) = 0 

oder 
w— D(u,v) =0, 
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wo w den obigen Wert (18) hat, der sich ktirzer so schreiben lasst: 


= dv 
Ts how 
sodass 
av 
ay P(t, v) = 0 


diese allgemeinste Differentialgleichung wird. 
Theorem 36: Die allgemeinste Differentialgleichung eweiter 
Ordnung in x, y, welche die vorgelegte Gruppe 


up=eean Zt 


oy 
in x, y gestattet, hat die Form 
dv 
Aji D(u, v) a 0, 


wo ® eine arbitrdre Function von u und vo ist. Hier bedeutet 
u eine Invariante der Gruppe Uf, d. h. ein Integral der Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung 


waihrend v eime Differentialinvariante erster Ordnung der 
Gruppe Uf ist, die sich durch Quadratur aus einer gewissen 
Riccaty schen Gleichung bestimmt. 


Die Form der allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung, ,in’ests, 


3 . X der Diffgl. 
die sich ergeben hat: e wweiver Od) 
v 


qa Bey = 8 
lehrt unmittelbar, dass ihre Integration sich auf die einer Differential- 
gleichung erster Ordnung und ausserdem auf eine Quadratur zuriick- 
fiihren lasst.. Denn man kann sie als eine Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen den Veranderlichen ~ und v auffassen. Ist diese 
Differentialgleichung erster Ordnung integriert, hat man also etwa 

v = o(u, a) (a = Const.) 


gefunden, so stellt diese Integralgleichung, da v die Grosse y’ enthilt, 
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y dar. Nach 
§ 5, Kap. 13, gestattet dieselbe die infinitesimale Transformation 


ee of 
d. h. nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) verlangt ihre Integration nur 


eine Quadratur. 
Liegt andererseits eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Beispiele. 
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Q(x, y, yy”) =0 vor, von der man weiss, dass sie eine bekannte 
infinitesimale Transformation Uf gestattet, so wird man demnach zu 
ihrer Integration so verfahren: Man bestimmt die Invariante w und 
die Differentialinvariante erster Ordnung v der Gruppe Uf und driickt 


é dv 
, 7 — 
dann etwa y, y', y” als Functionen von a, u, v und w==—~ aus. In- 


dem man diese Functionen in 2 = 0 substituiert, muss, wie nach dem 
Vorstehenden a priori klar ist, die Variabele x jedenfalls bei Auflésung 
der neuen Gleichung nach w sich ganz fortheben. Dann hat die vor- 
gelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung die Form 
<< — Bu, ») = 0 

und ihre Integration ist in der oben angegebenen Weise reduciert. 
Sie erfordert nach dieser Methode also die Integration einer Differen- 
tialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von w, darauf eine Qua- 
dratur zur Bestimmung von v, alsdann die Integration der Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen w und v und schliesslich noch 
eine Quadratur. 

Hine vollkommenere Integrationsmethode werden wir an einer 
spateren Stelle entwickeln. 


1. Beispiel: Sei 


Wir suchen alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Uf 
gestatten. Hier ist offenbar 


uy, Nest Ole eae, 
U =F, —9 


die Differentialgleichung fiir wu, v, w. Es kann uw ==2, v=y' gesetzt 
werden, also 


dv dy ” 
du da: oe 
Sonach lautet die gesuchte Differentialgleichung allgemein 


y' — O(a, y') =0. 


Ww 


Schreiben wir sie so: 


dy’ ; 
 — &(a,y') = 0, 


so stellt sie eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y’ und 
ax vor. Ihre Integration liefert etwa: 

y= p(x, a) 
und darauf eine Quadratur: 


y = f(a, ada +b. 
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2. Beispiel: Sei 
See Of 


so ist wu =~ gu setzen, da ut ==0 ist. Ferner bestimmt sich v aus 


Uf =0. Aber offenbar ist U'f = Uf, sodass v= y' gesetzt werden 
darf. Daher ist drittens: 
Pid ta addy wee) 


O— Gi. andy yds ry 
Ys 


wm" 


zu setzen, sodass die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
welche Uf gestattet, die Form hat: 


oder auch 
W (Z, y, xy’) =as..(); 
In der zuerst geschriebenen Form kann sie als Differentialgleichung 
erster Ordnung 
volt, ¥) <0 
x 


zwischen y und 4 aufgefasst werden. Ihre Integration liefert etwa: 


y — o(Z, c) = 0. 


' Diese gestattet, wie wir wissen, Uf=«z 7 +y ae Das sieht man 


auch unmittelbar, da sie homogen in w und y ist. (Vgl. 3. Beispiel 
des § 3, 8. Kapitel.) Sie besitzt danach den Multiplicator 


Be ves! 
y—9(5,4) 
und ihre Integration verlangt somit nur noch eine Quadratur. 
Die Integration ener Differentialglerchung von der Form 


we, Y) xy’) =0 


verlangt also die Integration emer Differentialgleichung erster Ordnung und 
darauf eine Quadratur, was tibrigens langst bekannt ist. 
3. Beispiel: Sei 


so ist: ’ 
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Wir kénnen 


setzen und also: 
dv ady + y' dx ay’ —y ay” 
oO =—_— = - = —-_=-—-t!, 
du dy y y 


oder auch kiirzer w= Sa In der That ist dann 


aD ER ae 

U0 Sa Ty 7 De 

Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche das 
jetzige Uf gestattet, hat demnach die Form 


ay’ Ee ee 
ge Pay) =O 


oder 


d(ay’ P 
SP — Oy, xy) — 1=0. 


Sie ist als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen xy’ und y 
aufzufassen, deren Integration etwa liefert: 


xy — p(y, a)=0. 
Diese Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y gestattet 


Uf =e und besitzt mithin den Multiplicator i. hee. Whret bate: 
% p(y, 4) 


gration verlangt also noch eine Quadratur. 
Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 


xy” , 

anal Dy, ay’) =) 

verlangt zur Integration die emer Differentialgleichung erster Ordnung 
und eine Quadratur, was natiirlich lingst bekannt ist. 


Um auch einmal ein Beispiel rechnerisch durchzufiihren, sei 


ay” — ay? + y¥ = 0 
vorgelegt. Diese Differentialgleichung hat die obige Form, denn sie 
lasst sich so schreiben 


” 
Ley) 


Wee! +-i=0 
oder 
ACY Vins pow 
dy ay, 
oder 


d lg (wy) = dy 
und giebt einmal integriert: 
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, 
xY = qe 
oder 
adz 
evdy = 
y x 


Integrieren wir nochmals, so kommt 
—e%=algx—b 
oder 
y= — lg (6— alg 2). 
4. Beispiel: Wir wollen zeigen, dass jede lineare Differentialgleichungwmesre Die 
zweiter Ordnung: 


(19) of + Xi @)y’ + Xw)y + Xo(a) = 0, 

sobald eime particulare Lésung der sogenannten verkiirzten Gleichung 
zwischen 2 und x: 

(20) Z’ + X,(a)e + X(x)e = 0 

bekannt ist, auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung redu- 
cert werden kann. Diese bekannte Theorie lisst sich namlich folgen- 
dermassen aus unseren allgemeinen Principien ableiten: 

Ist y irgend eine Lésung von (19) und @ eine bekannte particu- 
lare Lésung von (20), so ist offenbar auch y + z- Const. eine Liésung 
von (19). Dies kénnen wir auch so aussprechen: Die Differential- 
gleichung (19) gestattet die Transformationen: 

= 2, y=y t+ a(a)l, 
die eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Transformation 


Uf = 2(x) 56 


bilden. Da also (19) diese bekannte infinitesimale Transformation 
zulasst, so verfahren wir nunmehr nach den oben gefundenen Regeln. 
Es ist hier «= anzunehmen. Da ferner 


ae of ' of 
also v Integral des simultanen Systems 
dx dy dy 


, 


1 ea” 2@) 


ist, so kann 
—=sy —Zy 
angenommen werden. Dann wird 


Ca ay AY ey ae Yaa et 
= Ag ea ey ey. 


Die Gleichung (19) muss sich demnach auf die Form bringen lassen: 


ay” — dy — D(a, ay — ay) = 0. 


Verkiirzte 
lineare 


Diffgl. 2. 0. 
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In der That brauchen wir zu dem Zweck nur @ linear in zy’ — zy 
anzunehmen. Dann haben wir namlich 


(21) zy’ — ey +42) (ey — fy) + we) = 0. 
Der Vergleich von (19) mit (21) giebt wegen der Identitiit (20): 
(22) A= X,(”), w =2(a)X, (a). 


Da (21) die Form 
dv 


qu t Aue + wu) = 9 


hat und dies eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in wu, v 
ist, so ergiebt sich in bekannter Weise (vel. 5. Beispiel des § 3, 


8. Kap.): 
v=ezy —¢y= ease (ah dx + a) 
oder nach (22): 
ey —Zy= ent A hak ee da + a). 
Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y, 
die, weil sie Uf = 2(a) a gestattet, linear sein muss (vgl. das citierte 


Beispiel), was auch wirklich der Fall ist. Sie giebt also integriert 
y= 2 ee te le eda da + a) eS — o} : 


5. Bespiel: Die sogenannte verkiirzte lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


y’ + X(a)y¥ + X@y =0 
gestattet offenbar jede Transformation 

co Wet a Re ir OX 
also auch die infinitesimale 


aes Sone 
UT =y Oy. 
Sie kann daher auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zurtick- 
gefiihrt werden. Bei dem jetzigen Uf ist w==a und wegen 


76 
Ufay sity 3 


oy 
auch v = a zu setzen. Nun ist 
= dv yy - y? 
ee du y* 


Die vorgelegte Differentialgleichung muss auf die Form 


d 
in O(u, v) = 0 


reducibe] sein. In der That geht sie, wenn 
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dv 


Ce ie ety (| 0) y (= a v*) 


substituiert wird, tiber in 


= +v+ X,(u)v + X(u) = 0. 


Dies ist eine Riccati’sche Gleichung zwischen w und v. Ist sie inte- 
griert, so findet man alsdann durch eine Quadratur das Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese Reduction 
ist tibrigens lingst bekannt. 


§ 6. Andere Integrationsmethode fiir Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit bekannter infinitesimaler Transformation. Weitere 
Ausfitihrungen und Beispiele. 


Wir gaben im vorigen Paragraphen eine Methode an, wie man 
zur Integration einer vorgelegten Differentialgleichung (a, y, y’, y”) =0 
mit einer bekannten infinitesimalen Transformation Uf verfahren kann. 

Hin zweiter Weg ist nun dieser: Wir fiihren canonische Verdnder- 
liche der Gruppe Uf ein. Dies verlangt ausser der Integration der 
Differentialgleichung 

dx dy 

un 
nur eine Quadratur (vgl. Satz 4, § 2, Kap. 3). Seien x, y die neuen 
Veranderlichen. Uf nimmt durch Einfiihrung derselben die Form 


is an. Nach dem 1. Beispiel des § 5 (und nach Satz 4, § 1 dieses 


Kapitels) muss alsdann 2(z, y, y’, y’) =0 notwendig tibergehen in 
eine Gleichung von der Form 


dy P 
Te — 2,9) =9, 


die wir durch Auflésung der in z, ) geschriebenen Gleichung 22 = 
nach y= 7 erhalten. Hs ist dies eine Differentialgleichung erster - 
Ordnung zwischen ¥ und xy, nach deren Integration eine Quadratur } 
liefert. 

Demnach verlangt dies zweite Verfahren zur Integration von 
8 = 0 nach einander die Integration einer Differentialgleichung erster 
Ordnung, eine Quadratur, die Integration einer zweiten Differential- 
gleichung érster Ordnung und endlich noch eine Quadratur, d. h. genau 
ebensolche Operationen wie das erste. Factisch ist ja auch diese Me- 
thode nur ein specieller Fall der friiheren, denn y ist genau dasselhe 
wie das friihere w und 
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pe 
=i 
ist eine Differentialinvariante (vgl. 8. 284). 

Theorem 37: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zwischen « und y: (a, y, y', y’) =O eine be- 
kannte infinitesimale Transformation in x, y, so kann man 
thre Integration leisten durch die Integration einer Differen- 
tialgleichung erster Ordnung in a, y, eine darauf folgende Qua- 
dratur, die alsdann auszuftihrende Integration einer zweiten 
Differentialgleichung erster Ordnung in gwet Verdnderlichen 
nnd schliesslich noch eine Quadratur. 

Spiter wird, wie wir schon bemerkten, die Integration von 
2 = 0 auf die eimer Differentialgleichung erster Ordnung und Qua- 
dratur zuriickgefiihrt werden. 

Hervorheben wollen wir noch, dass die Methode des vorigen Para- 
graphen, bestehend in der Verwertung einer Invariante v von U'f, 
noch einen gewissen Grad von Beweglichkeit besitzt. An Stelle von 
v naémlich kann offenbar jede Function von w und v, die v wirklich 
enthalt, benutzt werden. Hs gereicht dies der Methode zum Vorteil, 
denn man ist dann in der Lage, unter den verschiedenen Functionen v 
eine solche auszuwahlen, deren Benutzung am bequemsten zum Resul- 
tate fiithrt. So hatten wir im vorigen Paragraphen bei der Integration 
der linearen Differentialgleichung (4. Beispiel) an Stelle von 

v=ey—Zy 
irgend eine Function von uw und », also von x und zy’ — ¢’y benutzen 
ws 


By Y— ye’ : ; 
kénnen, z. B. auch = Y—* . Die damals benutzte Function v 


dx 2 
aber fithrt am bequemsten zum Ziele. 


Deas, Schliesslich machen wir noch auf den wichtigen Umstand aufmerk- 


Ord., 


keine inf. sam, dass nicht jede Differentialgleichung zweiter Ordnung ewischen x und y 


Tfr. zu 
lassen. 


eme infinitesimale Transformation in x, y gestattet, wahrend, wie wir 
wissen, jede Differentialgleichung erster Ordnung immer eine solche, 
ja unendlich viele zulasst (vgl. Satz 8, § 4 des 6. Kap.). Z.B. gestattet: 


y’ —v —ev —a2y=.0 


keine pe ret alia Transformation. Dies ist leicht nach Theorem 35 
des § 3 einzusehen. In dem damals gegebenen Kriterium ware nimlich 


o =e" + e+ wy 


zu setzen. Alsdann lautet die Bedingung: 
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(Ny — 2&2 — 38,y/) (e% + eY + ay) — 

so — By — at — (tz + (ty — £2) ¥' — Ey”) (e" — €~’) = 0. 
Die hier nicht mitgeschriebenen Glieder sind frei von y' oder mit 
oder y’* behaftet und enthalten ausserdem nur die Differentialquotienten 
von € und 7. Diese Relation soll fiir jedes x, y, y’ bestehen. Da & 
und y andererseits nur x, y enthalten, so resultieren offenbar zunichst 
die beiden Bedingungen: 

Ny — 2§, — 38, y =0, 
Ne + (My — x)y — by y® = 0, 

deren erste liefert &,—=0, ny, = 28,, deren zweite 4,0, n, = &, 
d. h. es ist & == 4, = 0 und & und y sind Constanten. Nun schrumpft 
unsere Relation zusammen auf 


Ey + nx = 0 


d. h. as aaah Es giebt demnach keine infinitesimale Transfor- 


si 


mation ao ats in x, y, welche die Differentialgleichung: 


y —e —e’—ay=0 
invariant lisst. 

Der analytische Grund dafiir, dass es zwar stets infinitesimale 
Transformationen giebt, welche eine vorgelegte Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant lassen, dagegen nicht stets eine solche, die 
eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lisst, 
ist leicht eimzusehen. 

Dafiir namlich, dass die Differentialgleichung erster Ordnung 


/ __ YC, ye —— 


= Xu, y) = PHY) 
die infinitesimale Transformation ee ee ie n i gestattet, ergab sich das 
Kriterium : 
0g 6 ox ox 0 ee oY 
Sa a ay * oe Oy — Xs or fe ba 
x ’ ; 7 


(vgl. § 2 des 6. Kap.) oder: 
Op Op 
Ta + ty = x) — bye — EG — 0 Gy = 
Es enthalt dies nur x und y, nicht y’. Nimmt man also § irgendwie 
an, so ist dies eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir y, 
welche sich stets erfiillen lisst. Dagegen enthilt das Kriterium des 
Theorems 35 des § 3 fiir die Invarianz von 
y — off, ¥,¥) = 9 


Lie, Differentialgleichungen. 25 
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of 
oy 
Es sollen aber € und y frei von y’ sein. Dies Kriterium zerfallt also 
in eine Anzahl von Differentialgleichungen zur Bestimmung von § 
und 7, da es fiir jedes y’ bestehen muss, und es ist, wie unser obiges 
Beispiel lehrt, wohl méglich, dass diese Gleichungen sich nur durch 
— = 7 = 0 erfiillen lassen. 

Weil jene Bedingung bei gegebenem w in eine Anzahl Relationen 
zwischen & 7 und ihren Differentialquotienten zerfallt, ist es anderer- 
seits haufig leicht, eine oder einige infinitesimale Transformationen 
anzugeben, welche y” — w =O gestattet. Wir werden dies an einem 
unten folgenden Beispiele sehen. 


bei der infinitesimalen Transformation & ++ » = ausser 4, y noch y. 


Verallge- Wir geben hier in aller Kiirze die Verallgemeinerung des Theorems 36 
meinerung aa . 5 : a 6 < 
aioe ie pob: des § 5 fiir Differentialgleichungen hdherer Ordnung an. Hs liege eine 


nisse. infinitesimale Punkttransformation 


mp= ton) Ltn Z 
vor. Wir kénnen nach allen Differentialeleichungen m‘* Ordnung: 

y” — 2a, py yt )) == 0 
fragen, welche Uf gestatten. Wir fanden, dass man, um alle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zu erhalten, welche bei Uf invariant bleiben, 


so vorgehen kann: Man bestimmt die Invariante w von Uf und eine 2 
enthaltende Invariante » der einmal erweiterten Gruppe U’f. Alsdann ist 


dv. : : : D 
du me Invariante der zweimal erweiterten Gruppe Uf und 


dv 

ae D(u,v) =0 

die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um nun 
invariante Differentialgleichungen dritter Ordnung zu erhalten, hat man die 


eine Invariante der dreimal erweiterten Gruppe U’’f gleich Null zu 


dv 
; du GPO, 
setzen. Nun kann man zeigen, dass ~~ == 7-5 eine solehe y” enthal- 
: : ; 2 ; dv 
tende Invariante ist, also jede andere eine Function von uw, v, ;— und 


du 


2 


du sein muss. Demnach ist: 
d?v 


dv 
Tae — © (m2, 7) = 9 
die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung dritter Ordnung. 
So findet man tiberhaupt, dass die allgemeinste Differentialgleichung 


m* Ordnung 
yo cA Q(x, Y, y 5 Cho yo) = 0, 


welche Uf gestattet, die Form hat: 
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qr lv yin—2 
d * — a(u», & _ 4 ")=o. 


dum du’ i du”? 


Aufgefasst als Differentialgleichung in w und v ist sie nur von (m — 1)** 
Ordnung. 
Liegt eine Differentialgleichung m®* Ordnung 


ym) — 2(2, Ys Yores yor?) == 0 


vor, welche cine bekannte infinitesimale Punkttransformation Uf gestattet, so 
wird man also durch Integration der gewdhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung 

dx dy 


§ n 


ihr Integral w~ bestimmen, alsdann in bekannter Weise vermége emer 
Quadratuy v berechnen und nun die vorgelegte Differentialgleichung auf 


die Form 
qv v ( dv qr? v 
du —- @ U, VU; du’ “Te tm du™— == O 


bringen, was nur ausfiihrbare Operationen erfordert. Hs ist dies eine 
Differentialgleichung (m — 1)** Ordnung in w und v. Hat man sie inte- 
griert, also etwa gefunden: 


0 — f(U, Oy Cy > ++ Oma) = 0, 


so stellt diese Integralgleichung, aufgefasst als Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen x und y, eine bei Uf invariante Gleichung vor. Mithin 
bestimmt sich schliesslich y als Function von % und m Constanten durch 
eine weitere Quadratur. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei Boispiele 


Hier kann, wie wir wissen: 
be ne, 
LS, Ph 
gesetzt werden, also: 


dv ” 
du 4? 
d?v 7 ut 
Ge ae Y ; 


sodass die allgemeinste Differentialgleichung m** Ordnung, welche Uf ge- 
stattet, die Form hat: 


yor) — O(e, yf, fe yr) = 0, 


d. h. frei von y ist. In der Form geschrieben: 


gr y F dy’ qn, hal’ 
FP axa ach Gages) oo) ° 


ist sie eine Differentialgleichung (m — 1)" Ordnung zwischen # und y. 


PAaye 


Lineare 
Diffgl. 
mt®Y Ordn. 


Verkiirzte 
lin. Diffgl. 
mE Ordn. 
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2. Beispiel: Sei 
(23) YN Xen oe Ky i Xeni, 
wo X»—1::: X,, X) Functionen von « allein bedeuten, eine vorgelegte 
lineare Differentialgleichung m‘* Ordnung und zg eine bekannte particulare 
Lésung der sogenannten verkiirzten Gleichung zwischen 2, ¢:. 
(24) am) 4X, yet) 4... Kg =O, 


Alsdann ist mit y auch y + z- Const. eine Lisung von (23), d. h. die 
Differentialgleichung (23) gestattet die infinitesimale Transformation 


Uf = a(x) ae 


welche y um got vermehrt. Uf hat die Invariante w= und die Diffe- 
rentialinvariante v == <y — zy. Die Gleichung (23) lisst sich daher als 
Differentialgleichung (m — 1)** Ordnung zwischen w und v schreiben. Da 


ane —_ , Bh dv SS yt ” ay ur Waa ppt WS, 
Of SN | 10) ee EA ee tea eee Dp ee. aaah ytey—ey 
u. s. w. und somit 

; » Z pp 3h tik Z rn CED Zz dv a" go 
7 aa QQ SS = Ss Saeed i] eae Shiny oe =O 4 
Yes ys YU == qe a oo = eng ee 


u. s. w. ist, und da g tiberdies die Gleichung (24) identisch erfiillt, so 
stellt sich die neue Gleichung als eine lineare Dijferentialgleichung (m — 1)** 
Ordnung zwischen u und v dar. Diese Reduction ist lingst bekannt. 

3. Beispiel: Die verkiirete lineare Differentialgleichung 


ym) + See 2) ~~ cane + XY ——=20) 


gestattet die infinitesimale Transformation 


eee ty 3 

Uf. == 7) Oy? 
denn mit y ist auch y- Const. eine Lisung derselben. Uf hat die In- 
variante w= und die Differentialinvariante ja Also lasst sich 


die vorgelegte Gleichung auf eine Differentialgleichung (m — 1)** Ordnung 
zwischen « und v zuriickfiihren. Es ist zu setzen 


e 


=e aes ims j= dv 9 
Poel 09, y =o E+ oy =y (2 + XY), 


HWreas d?v 4 dv ‘ 
Yay i a 30 + 08) 


u. s. w. Macht man diese Substitutionen, so hebt sich der Factor y 
iiberall fort und es ergiebt sich in der That eine Differentialgleichung 
(m — 1)** Ordnung zwischen w und v, die aber nicht linear ist. Auch 
diese Reduction ist lange bekannt. 

Was fiir die Differentialgleichungen zweiter Ordnung schon galt, gilt 
in noch hdherem Grade fiir die héherer Ordnung: Es giebt Differential- 
gleichungen m®* Ordnung, welche keine infinitesimale Punkttransformation 
gestatten. 
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Wir wollen nunmehr noch einige Beispiele zu den Entwickelungen 
dieses Kapitels iiberhaupt geben. 

1. Beispiel: Die co Geraden der Ebene sind die Integralcuryen Beispiete. 
der Differentialgleichung 

y = 0, 

Wir fragen nach allen infinitesimalen Punkttransformationen, welche 
diese Differentialgleichung invariant lassen, also jede Gerade der Ebene 
wieder in eine Gerade iiberfiihren, d. h. nach allen infinitesimalen PTO. ae 
jectiven Transformationen der Ebene. 

Nach Theorem 35 des § 3 haben wir, weil in unserem Falle 
ao = 0 ist, § und » der Bedingung zu unterwerfen: 


= se SE (ivy aa 28) y* ate (2 N2y ate En) y ca Noa = 0. 


Sie zerfallt, da € und 4 nur x und y enthalten sollen, in die vier 
einzelnen: ~ 


Ey = 0, Nyy — 2Exy == 9, 2Ixy — Fee =O, Nex = O. 
Die erste und letzte lehren, dass § und y die Form haben: 
Ce rey) ea XG, 
wo X, X, nur # und Y, Y, nur y enthalten. Die beiden mittleren 
Bedingungen lassen sich einmal integrieren und geben: 


Ny — 2& = X,(@), & — 2n, = Y,(y), 
3, = —2X,—Y,, 3n,=— — 2Y, — X, 

wird. Vergleichen wir dies mit den obigen Ausdriicken fiir § und y, 
so kommen die Forderungen: 

3X’y + 3X, = — 2X,— 7, 

BY ae -P3Y, = — 2Y)— X,. 
In der ersten kommt y links linear und rechts nur in Y, vor. Dem- 
nach ist Y, linear in y und also von der Form 


sodass 


Y, = — 3cy — 3d, 
wo c¢ und d constant sind. Ganz analog wird 
X, =— 3ax — 3b. 


Nunmehr hat y in der ersten unserer beiden Bedingungen links den 
Coefficienten 3X’, rechts 3c, daher ist 

xX’ ==¢ und analog Y’ —a, 
also 


X=ce--y, Yoay+ a. 


Jetzt liefern unsere Forderungen noch: 
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X= 2ax + 2b-4 d, 
Y = 2cy eae 0. 


X, = aa + (2b+ dx + B, 
Y, = cy? + (2d + d)y +6. 
Wir haben also zu setzen: 
& (ca y)y + ax* + (26 + d)y + B, 
n= (ay + a)a + cy? + (2d + B)x + 8. 
Bezeichnen wir die Constanten anders, so finden wir folglich, dass 
jede infinitesimale projective Transformation der Ebene die Form hat: 


Uf = (a + cw + dy + ha? + kay) oF 4 
+ (b+ ex + gy + hay + ky 


Sie enthalt acht willktirlich annehmbare Constanten, setzt sich also 
linear mit arbitrairen constanten Coefficienten aus den acht besonderen 
zusammen: 


also: 


Uke ay Ove wor of ils of 
Ox? dy? Yon? You? © Oy? fs 


a Oh 


f+ ay Sf, ny get gt ok 


Man vergleiche hiermit die in § 4 des 4. Kap. ie die infinitesimalen 
projectiven Transformationen gemachten Bemerkungen. Die jetzige 
Ableitung hat den Vorzug, dass sie keinerlei Saitze aus der projectiven 
Geometrie entlehnt. 


2. Beispiel: Hine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung zwischen den Coordinaten w, y in der Ebene definiert co? Curven. 
Wenn 2,, y, die Coordinaten des zum Punkte (a, y) gehérigen Kriim- 
mungsmittelpunktes einer Integralcurve sind, so driicken sich bekanntlich 
x, und y, durch 2, y, y' y” aus, und umgekehrt lassen sich y’ und y” 
durch #, und y, ausdrticken. Demnach kénnen aus einer vorgelegten 
Differentialgleichung 

2(a, Y, y; y”) = 
y und y” entfernt und dafiir 2, und y, eingeftihrt werden. Die Inte- 
gralcurven sind alsdann definiert durch eine gewisse Relation zwischen 
den Coordinaten der Curvenpunkte (#, y) und ihrer Krimmungsmittel- 
punkte (#,, y,). Unter Umstinden kann man aus dem geometrischen 
Sinn dieser Relation ohne weiteres erkennen, dass die Curvenschar 
eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet und die Inte- 
gration also nach unseren Regeln zu vereinfachen ist. Natiirlich kann 
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jene Relation noch in mannigfacher Weise abgeiindert werden, je 
nachdem man diese oder jene Bestimmungsstiicke als Coordinaten der 
Punkte (w, y) und (a, y,;) benutzt. Hinige Beispiele sollen dies er- 
laéutern. 

Man soll alle Curven finden, welche durch eine Relation zwischen 
Radiusvector y des Curvenpunktes, Kriimmungsradius @ desselben und 
dem Winkel w des Radius- 
vectors 7 mit dem Kriimmungs- 
radius @ definiert werden: 


Q(r, 0, p) = 0. 
(Fig. 33.) Es ist klar, dass 
eine solche Curve bei einer 
Rotation um den Anfangspunkt 
in eine ebensolche iibergehen 
muss. Ihre Differentialglei- 


chung gestattet mithin die infinitesimale Rotation yf fee 


fly 
oy 
Zur Integration werden wir canonische Veriinderliche dieser Rotation 
einfiihren, also Polarcoordinaten, den Radiusvector 7 und den Winkel » 
desselben mit der x-Axe. Nach den zu Anfang dieses Paragraphen 
gemachten Bemerkungen muss alsdann die Differentialgleichung, ge- 
schrieben in 7, g, die Form haben 
9, = OY gp.) = 0; 


wo p=, Qo = ist. Sie stellt sich also als Differentialglei- 


chung erster Ordnung zwischen r und g’ dar. Ihre Integration liefert 


etwa: 
De a (7, a) 


) =o, a)dr + b, 
daher: Ist eine Curvenschar in der Ebene dadurch definiert, dass eine 
Relation zwischen Radiusvector, Kriimmungsradius und dem Winkel 
beider besteht, so verlangt thre Bestimmung nur die Integration einer 
Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur. 
Wir wollen mit + den Winkel der Tangente der Curve mit der 
w-Axe bezeichnen. Angenommen, es bestehe eine Relation zwischen 


und eine Quadratur: 


4, ¢ und @: 

2 (x, t, 0) = 0. 
Wenn wir eine solche Curve lings der y-Axe verschieben, so bleiben 
a, t und @ ungedndert, d. h. sie geht in eine ebensolche Curve tiber. 
Mithin gestattet die Differentialgleichung der Curvenschar die infini- 
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tesimale Translation 2/. Sie ist mithin geschrieben in 2%, y, frei 
Oy ? ? 

von y, also von der Form: 

dy’ , 

oe — O(4,y) = 0. 
Demnach: Jst eine Curvenschar in der Ebene durch eine Relation 
zwischen der Abscisse, der Tangentialneigung und der Kriimmung im all- 
gemeinen Curvenpunkte definiert, so verlangt thre Bestummung nur die 
Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur. 

Sei @ der Winkel, den der Strahl von O nach dem Kriimmungs- 
mittelpunkte mit der w-Axe bildet. Es bestehe eine Beziehung 
2(g, t, @) =0 
zwischen den drei Winkeln gy, t, @. Hine Curve mége also dieser 
Relation geniigen. Vergréssern wir dieselbe vom Anfangspunkt aus, 
so bleiben g, t und @ ungedndert, d. h. auch die neue Curve erfiillt 
die Relation. Demnach gestattet die Differentialgleichung aller der- 
artigen Curven die infinitesimale Ahmlichkeitstransformation 
of of. 
Ope cee oy 

Die Gréssen y = arctg £ und w= lg VYa?-+ y? sind canonische Ver- 
iinderliche derselben. Wenn wir also die Differentialgleichung in 
und « schreiben, so wird sie von der Form: 

dw , 

dp O(g, w) = 0, 
wo W = ist. Also sehen wir: Ward eine Schar von oo? Curven 
durch eine Relation zwischen der Richtung des Radwusvectors eines all- 
gemeinen Curvenpunktes, der Richtung der Tangente desselben und der 
Tichtung des Radiusvectors des zugehorigen Kriimmungsmittelpunktes defi- 
niert, so verlangt thre Bestimmung nur die Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung und eime Quadratur. 


Kapitel 17. 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten. Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen. 


Im vorigen Kapitel entwickelten wir eine Integrationstheorie einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer bekannten infinitesi- 
malen Transformation. Nun aber ist es wohl méglich, dass eine solche 
Gleichung mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, 
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und man wird es plausibel finden, dass in einem solchen Falle das 
Integrationsgeschaft noch weiter vereinfacht werden kann. 

Demnach werden wir in diesem Kapitel tiberhaupt den Inbegriff 
der bekannten infinitesimalen Punkttransformationen betrachten, welche 
eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung in a, y gestattet, 
und werden dadurch zu einem sehr wichtigen neuen Begriff, zu den 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen gefiihrt werden. 

In den folgenden Kapiteln werden wir diese Theorien weiter ent- 
wickeln und verwerten. 

In § 1 werden wir zunachst einen wichtigen Hiilfssatz ableiten, 
den wir in § 2 anwenden miissen. 


§ 1. Erweiterung eines Klammerausdruckes. 


Hine infinitesimale Transformation: 
se es Vag of 
Of 5 


kann, wie wir wissen, durch Mitberiicksichtigung der Transformationen 
des ersten, zweiten u. s. w. Differentialquotienten y’, y--- erweitert 
werden. Die erweiterte Transformation bezeichneten wir — und wollen 
das auch jetzt thun — mit U’f, U’fu.s. w. 

Liegen nun zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
vor, so kann man den Klammerausdruck (U,U,) bilden, der wiederum 
eine infinitesimale Transformation in x, y darstellt, und ihn der Er- 
weiterung unterwerfen. Wir werden die erweiterten Klammerausdrticke 
mit (U,U,)’, (U,U,)” u. s. w. bezeichnen, Andererseits kann man nun 
auch mit den erweiterten infinitesimalen Transformationen U,’f, U,/; 
U,’f, U,’f u.s. w. die Klammerausdriicke (U,'U,'), (U,U,") u. 8. w. 
bilden. 

Nahe liegt die Vermutung, dass dann 


(U,U,Y =(U,U,); 
= (U,0,Y = (eBlog Ge 
u. s. w. ist, denn es stimmen die Ausdriicke links und rechts sicher 


of of 


in den Coefficienten von ore und By 


Wir werden beweisen, dass jene Identitiiten in der That richtig sind. 


iiberein, die nur x, y enthalten. 


Um den Beweis durchzufiihren, brauchen wir einen Satz, den wir quitssatz. 
gleich jetzt angeben: . 

Satz 1: Stehen q symbolische Ausdriicke V,f, Vof-+:- Vqf 2u swe 
Symbolen W,f, W.f in Beziehungen von der Form: 


394 Kapitel 17, § 1. 


VOW) == ORY PRM <loag Vol, 
Maye anal oy at Peg eae 
((=1,2--+9), 
wo die « und B irgend welche Functionen der Verdnderlichen bedeuten 
sollen, so besteht auch zwischen jedem Vf und (W,W,.) eine solche 
Relation: 
(Vi W, W.)) = via Vil +++ vig Val 
@=1,2---49), 
wo die y Functionen der Verdnderlichen sind. 
Der Beweis liegt in der Jacobi’schen Identitiit (vgl. § 4 des 
10. Kapitels). Es besteht namlich identisch die Relation: 


((Vi W,) We) + (CW Ws) Vi) ++ (CW Vi) Wi) = 9. 


(V;W,) und (V;W,) sind nach den Voraussetzungen unseres Satzes 
linear ausdriickbar durch V,f--- Vf, sodass: 


((Vi W,) We) = aia V, We) +++ + aig Vo We) — 
Ce if se WO Va 
wird. Hierin sind nach den gemachten Voraussetzungen die 
(V, Ws) - +> (Vo We) 


lineare Ausdriicke der V,f---V,f und die W,a;; gewisse Functionen 
der Verinderlichen, d. h. auch ((V;W,)W,) driickt sich linear durch 
Vif---V,f aus. Dasselbe gilt von ((W,V;) W,) oder — ((V; W,) W,). 
Die obige Jacobi’sche Identitaét zeigt mithin, dass sich auch (( W, W,)V;) 
oder (V:(W,W,)) linear durch V,f--- Vf ausdriickt, womit Satz 1 


bewiesen ist. 


Wir kommen nun zum Nachweis dafiir, dass der Klammer- 
ausdruck (U,'U,') zweier erweiterter infinitesimaler Transformationen 
Uf und U,/f gleich der Erweiterung des Klammerausdruckes (U, U,) 
zwischen den urspriinglichen Transformationen U,f und U,f ist. Man 
kénnte den Nachweis direct fiihren, indem man (U4’U,’) wirklich be- 
rechnete und zeigte, dass dieser Ausdruck die Erweiterung von (U, U,) 
ist. Aber das erfordert ausserordentlich lange Formeln. Deshalb 
schlagen wir einen ktirzeren Weg ein, indem wir ein Verfahren be- 
nutzen, das freilich zunaichst wie ein Kunstgriff aussieht, wihrend es 
in Wirklichkeit nur ein specieller Fall einer allgemeinen Methode ist*). 


*) Insbesondere sei bemerkt, dass man in dieser Weise eine wesentlich ein- 
fachere Begriindung der Theorie der Differentialinvarianten als in Lie’s ,,Theorie 
der Transformationsgruppen“, Abschn. I, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, 
Leipzig 1888, geben kann. . 
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Sei Nachweis, 
dass 


up=é seta ita 
eine vorgelegte infinitesimale Punkttransformation, die wir einmal 
erweitern, sodass sich ergiebt: 
nal elOf 0 1 0 
Up=tsetn ge ti 35, 
wo x der bekannte Ausdruck in den ersten Differentialquotienten von 
£, » und in y’ ist; wie wir wissen (vgl. § 3 des 13. Kapitels) lasst 
sich yf kurz so schreiben: 
, es OTe dé 
Alen aries: 
wenn hierin die Differentiation nach x total aufgefasst wird, d. h. 


allgemein: 


jie Offs , Of 
inet 9 by 


gesetzt wird. Bezeichnen wir dieses Operationssymbol mit Bf, setzen 
wir also: 


é , 0 
Bf : ry ae 
so wird folglich: 


= By —y BE * 
und U’f kann fen so geschrieben werden: 
0 , 
(1) Opa bso tah + (Bu — BE) Gh. 


Das Zeichen Bf kann ebenso wie Uf als das Symbol einer infinitesi- 
malen Transformation aufgefasst werden, und in dieser Auffassung 
wollen wir den Ausdruck B(U’f) — U(Bf), also den Klammer- 
ausdruck (BU), berechnen. Offenbar kommt: 


, 1; AGEN Of ,On\ Of 
BUN) —U(B)=(5+9 Fe) 5 ae ee 
— (By — y BE) & on a of 
Den Coefficienten 9 von a haben wir nicht ne calc, weil er 


nicht gebraucht wird. Der Coefficient von 2 ist nun Bé, der von 


Ox 
ae ist y BE, sodass sich ergiebt: 


= por 
(BU)= BE +y ZF) +e 5h 
oder also, wenn noch der Ausdruck 
fees 
= 37 
gesetzt wird: 


(2) (BU’) = BE- Bf + o(Cf. 
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Ferner ist nun 


(C0) = Ow) — U'(Cf) = — Bt ao 


(3) (CU’) = oCf. 

Nach (2) und (3) driicken sich also (BU’) und (CU’) linear 
durch Bf und Cf aus. 

Liegt nun nicht eine infinitesimale Transformation Uf, sondern 
liegen zwei vor: U,f und U,f, so werden sich (BU,'), (CU,) und 
(BU,), (CU,) alle vier linear durch Bf und Cf ausdriicken. 

Nach unserem Satz 1 (in welchem jetzt Bf, Cf die Rolle der 
Vif und U,f, Uf die der W,f, W,f spielen und q = 2 ist) ergiebt 
sich demnach, dass auch 

(BCU, U;)) und (CU Uz) 
sich linear durch Bf und Cf ausdriicken. 

Hs sei nun etwa: 


Pe = 0 
| (U0) =F + ase, 
sodass nach (1): 
— 0 — (Ds Of 
Ci... +7 a+ (By — ¥ BB) 54 
ist. Da nun (U,U,') mit (thy jedenfalls in den Coefficienten von 
of 


5, und as iibereinstimmt, so ist (U,’U,') von der Form: 


oy 
t Neeiee TRUCN = Np of 
(U, Oy) 8 be eh ay stl tome 


Bedenken wir, dass eae e y ay ist, so kommt also: 
ss 5 oF 

(BU, y)) = BE fF + (Bi 0) H9 , 

wo wir den Coefficienten @ von 55 nicht ausgerechnet haben. Dieser 


Klammerausdruck muss sich aber, wie bewiesen, durch Bf und Cf 
ausdriicken, also die Form haben: 


0 y 0 
(BCU Uy) = AB + wopsa(Se ty 3) + w sh 
Es ist deshalb, wie der Vergleich lehrt, 
A= Bt 

und 5 

yBE=By—o@ 
oder: 2 

ao — By 5) y BE, 
sodass 
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(Oy Uy) = Ee + aoe + (Ba — y BE 2, 
ae dy. 
(U/ Uy) = (U,U,y 

ist. 

Satz 2: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U,f wnd 
U,f m x, y vor, so ist der Klammerausdruck der einmal erweiterten 
mfinitesimalen Transformationen (U,'U,') gleich der Erweiterung des 
Klammerausdruckes der urspriinglichen Transformationen, also: 


(Uy Uy) = (U,0,Y. 


Ganz thnlich stellt sich der Beweis fiir die zweimalige Erweiterung Nachveis 
dar. In diesem Falle benutzen wir Se Hiilfsausdriicke die Symbole:(%"%")— 


(U, Up)"" ist. 
Aye of ” of 
ce ere C4y oy”? 
und 


Alsdann lautet die zweimal erweiterte infinitesimale Transformation 


wr 7) ra) Peo mh al 
EG eat etn Et Eta ep 


mit Hiilfe der neuen Les sO: 
aA , ra) 7. wen! ra) 
wpstt tn td ot Bry Bo 
denn es ist ja oe § 2 _ 16. Kapitels): 


” ‘dy a dé 
So ae 
wenn die Differentiation nach «x total ist, d. h. 
Ci ee 207. , on ” a 2 (a 
dé 08 ve Mees 
de oa tY by ae 


Bildet man nun 


(BU) = ee —U (Bf), 


so kommt: ” 
” , et 4) : 
BU") = BE fy BY ay — 
aa 3, a aired Bs ee b+ Of? 
oder, da 


4 = By — f BE 
war, also auch (weil & und y frei von y’ sind): 
4 = By — ¥ BE 
ist: 
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(Bu) = Be (4 a yf GE ty” H) +6 Zt, 
= BE Bf + 6Cf 


Ferner ist: 

(C'U") =— BE-Cf. 
Liegen also zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f vor, 
so kénnen wir auf diese Weise zeigen, dass (B’U,”), (L’U,"), (C'U,"), 
(C’U,”) sich linear durch Bf und Cf ausdriicken, sodass nach Satz 1 auch 
(4) (B (Uy y') = ABS + uC 
sein muss. (U,’U,") stimmt mit (U,U,)” in den Coefficienten von 


Dp OTe OF 
Ox Oy? Vu 


ihnlicher Weise wie oben, dass auch die Coefficienten von oe die- 


iiberein. Mit Hiilfe der letzten Formel findet man in 


selben sind. Wenn an 


(OU St ye + a5, + ge + Bay" 


5 7 
und 


add Ne =r a) = a) =) ra) 
CU ee ae 
ist, so kommt: 
wr ida ise ae 0 N met 2 
(BU! 0) = BEE + Ba) t+ BI-o Gtog, 
und der Vergleich mit (4) lehrt: 


== De 
also: f 
y'BE= Bi —9 
oder it 
Ars (ah Wipe arpa s: 
mithin 


(U"U,") = (U,U;)". 


Satz 3: Liegen zwei imfinitesimale Punkttransformationen U,f und 
U,f m x, y vor,so ist der Klammerausdruck der zweimal erweiterten 
mfimtesimalen Transformationen (U,"U,") gleich der Erweiterung des 
Klammerausdruckes der urspriinglichen Transformatienen, also 


(OL U") = (0, 02)". 


In ihnlicher Weise lisst sich der~entsprechende Satz fiir beliebig 
oftmalige Erweiterung beweisen. Wir wollen ihn deshalb hier angeben, 
obgleich wir ihn nicht gebrauchen werden: 

Satz 4: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U,f und Usf 
in x, y vor und bezerchnet der Index m die m-malige ee eT so ist 


(RE Ue) — ( U; UE Ne 
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An dieser Stelle wollen wir den frither versprochenen rein analytischenNeue Nach- 
3 arur, 
Beweis dafiir fiihren, dass, wenn w die Invariante und v eine Differential dass’ 


dv un do = 
invariante erster Ordnung von Uf ist, alsdann —— eine Differential-” (a) ” 
; ; i : du wenn Uu= 0, 
invariante zweiter Ordnung von Uf; d. h. U'o=0 ist. 

dv 
UN =) 
\du 


ist. (Vel. 85 des 16. Kap.) 
Da w frei von y' ist, so ist wegen Uw ==0 auch U’u = 0, anderer- 
seits ist U'v = 0, also paeh 


U'(v — au) =0, 
wo @ eine beliebige Constante bedeutet. Wir bilden nun 


dy a Cnc tind eee oe U, 


au U, + uy 
und setzen wie oben 
Or eG. f of pe rao 
eas as BRS sety sot ay? 
sodass 
dv Bu 
du Bu 


wird. Nun ist 
wee) ayy (=) ae Bu- U"(Bv) — Br. U"(Bu) . 


du 5 0/ (Bu)? 
Nach dem Obigen aber ist 
U" (Bf) — BU") = (0B) = — Be BF 6 Zh 
oder, da & gar nicht y’ enthalt: 
UB) — BU N= — BE BT ot. 
Dementsprechend war auch 
Be BU) a BE Pe 5p 


Also ist, wenn hierin v und w fiir f eingesetzt werden: 
U'(B'v) = B(U'e) — BE- Bo, 
U’ (Bu) = B(U'u) — BéE- Bu, 
oder, da Uv = U'v=0, U'u= Uu=0 und U'(Bu) = U'(Bu) ist: 


UO" (Br) = — BE- Biv, U"(Bu) = — BE- Bu 
und demnach wird nunmehr: 
7 (dv Bae ee Bex Bish Bye ABE Bu = 
CAC (Bu)? =0, 


was zu beweisen war. a ist also in der That Differentialinvariante 


zweiter Ordnung. 
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$ 2. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 2, y, welche 
mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 
Angenommen, die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
y'— a(2,y, y') = 0 
gestatte mehrere infinitesimale Punkttransformationen U,/, U,f, Usf--- 
Dies deckt sich nach Satz 7 des § 3, 16. Kapitel, damit, dass die 
lineare aoe Differentialgleichung in a, y, fe 
ty OE ate ay 28 
die einmal erweiterten infinitesimalen foe ee Of ee 
U;f--- gestattet. Dies wieder findet nach Theorem 29 (§ 2 des 
15. Kapitels) seinen Ausdruck darin, dass Relationen bestehen von der 
Form: 
(U;A)=0,4f, (U4) =4f, 
WO Q,, Q2°:: irgendwelche Functionen der Verinderlichen bedeuten. 
Hiernach ist aber auch, wenn ¢,, ¢--- Constanten bezeichnen: 
(GU, f+ GU,f+---, Af) = Ge + eee +--) Af, 
d. h. die Gleichung Af O gestattet auch die infinitesimale Trans- 
formation 


oot 


gU, 7-4 + 
Wir hoben dies schon friither gelegentlich hervor (vgl. § 3 des 15. Ka- 
pitels). Hine infinitesimale Transformation U’f nun, die sich linear 
mit constanten Coefficienten aus einer Anzahl von infinitesimalen Trans- 
formationen U,’f, U,/f--+ zusammensetzt: 


OF = 6 Tee Fea 
haben wir als von U,f, U,f--- abhdngig bezeichnet (vgl S. 233). 
Demnach kénnen wir sagen, dass Af =O alle von U,/f, U,'f--- ab- 
hingigen infinitesimalen Transformationen 

Uf=¢U,f + &0,f+-: 
gestattet. Hine solche ist aber die Erweiterung einer Punkttrans- 
formation 


Uf=e¢,U,f + & Usf + --:, 
und so folgt riickwirts, dass die vorgelegte Differentialgleichung 
yf — a(2,y, y') = 0 
auch Uf, d. h. jede von U,f, U,f --- abhingige infinitesimale Trans- 
formation gestattet. 
Satz 5: Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y 
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mehrere infinitesimale Punkttransformationen U,f, U,f --+, so gestattet 
sie auch jede von thnen abhdngige von der Form 


Ufc, Usf a> *e-, 
WO C,, C,-+- Constanten bedeuten. 
a : Seah P adie Vv ane 
Es geniigt demnach, nur von einander unabhingige infinitesimale acr unavh. 


° n . . . 5 inf. ff 
Transformationen U,f, U,f --+ zu suchen, welche die Differentialgleichungwetene eine 


2 5 5 5 Diffgl. it. 
gestattet, also mur solche, zwischen denen keine Relation mit con-6. fostattet, 
stanten Coefficienten besteht. Denn mit diesen kennen wir auch die 


von ihnen abhangigen, die also trivial sind. 


Nach Theorem 30 (§ 3 des 15. Kapitels) gestattet Af—=0O mit 
U,f und U,'f auch die infinitesimale Transformation (U,'U,'). Nach 
Satz 2 des vorigen Paragraphen ist diese die einmalige Erweiterung 
der Punkttransformation (U,U,), und somit muss y” — (a, y, y') = 0 
diese letztere gestatten. 
Theorem 38: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Pe. 
Ordnung in x, y: 


ausdruck 
(U,0,). 


y a (x, Y; y’) = 0 
die beiden infinitesimalen Punkttransformationen U,f und Upf, 
so gestattet sie auch die infinitesimale Punkttransformation 
(U,U,) oder U,(U,f) — U,(U,f).*) 

Hiernach kénnen wir aus zwei bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen U,f und U,f unserer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung die infinitesimale Transformation (U,U,) derselben ableiten. Nun 
ist es wohl méglich, dass sich (U, U,) linear mit constanten Coefficienten 
durch U,f und U,f ausdriickt: 

(U,U;) = 6, Uf + ¢ U,f, 
d. h. abhangig von U,f und U,f ist. In diesem Falle hat sich nach 
dem Obenbemerkten nicht Neues ergeben. 

Es kann aber auch vorkommen, dass (U,U,) von U,f und U,f 
unabhangig ist. In diesem Falle wiirden wir also hiermit eine dritte 
infinitesimale Transformation unserer Gleichung construieren kénnen: 


U;f = (U,U;). 
Nun liesse sich Theorem 38 auf U,f und U;f sowie auf U,f und U;f 
anwenden, d. h. unsere Gleichung wiirde auch (U,U;) und (U,U;) ge- 


*) Dieser Satz ist ein specieller Fall des allgemeineren: Enthilt eine 
Gruppe von endlichen Transformationen die beiden infinitesimalen Transfor- 
mationen U,f und U,f, so enthalt sie auch die infinitesimale Transformation 
(U,U,). Ein besonders einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in den Math. 
Ann., Bd. 24. 

Lie, Differentialgleichungen. 26 


Beispiel. 
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statten. Sind diese von U,f, U,f, U;f unabhingig, so haben wir 
neue infinitesimale Transformationen U,f, U;f der Gleichung gefun- 
den u. 8. w. 

Man sieht, dass man unter Umstinden aus zwei bekannten infini- 
tesimalen Transformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
durch Differentiationsprocesse eine Reihe weiterer infinitesimaler Trans- 
formationen derselben herleiten kann, die nicht von den urspriinglichen 
und von einander abhingig sind. 


Ein Beispiel wollen wir hierfiir angeben. 
Beispiel: Wir haben schon in § 6 des 16. Kapitels ausgerechnet, 
dass 
y =0 
acht von einander unabhangige infinitesimale Transformationen ge- 
stattet. So eepuauee sle Z. diese beiden: 


uf=ftyZ, ursrZt@+yZg, , 
wovon man sich auch fuse tiberzeugen kann. Denn bei U,f hat y’ 
das Increment dy=vy dt, d. h. y” das Increment dy” = ydt. Es 
verschwindet also vermége y =0. Bei U,f ist dy = (y — «y')dt, 
daher dy” = — 3ay" dt, d.h. auch gleich Null vermége y”= 0. Durch 


Klammeroperation leiten wir nun aus U,f und U,f die infinitesimale 
Transformation ab: 


Usf = (U,0,) = 20 5" + y—1) 3 


die von U,f und U,f unabhingig ist. In der That ist hier wegen 
dy = — y dt auch dy” = — 3y"dt, d.h. dy” =0 vermp ge Yaar: 
U;f \aisst also wirklich die Differentialgleichung y” = O invariant. 
Wir bilden nun: 


Gi f+ or 
wo dy =0, dy” =0 ist, und 
a 0 O 
Usf = (U,U,) = — aah 5" + (1 + a — Bay) 5 
Dies U;f kann auch durch das kiirzere: 


U,f= U,f + 20,f= 6+ a 


ersetzt werden. Wirklich ist wegen dy’ = dt auch dy’=0, u.s. w. 
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§ 3. Uber die Anzahl der unabhangigen infinitesimalen Punkttrans- 
formationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in 4, y. 


In § 6 des vorigen Kapitels fanden wir, dass die Differential- 
gleichung y” = 0 acht und nur acht von einander unabhingige infini- 
tesimale Transformationen gestattet. Hs besteht nun der Satz, dass 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


y— a(@, 4, ¥) = 0 
tiberhaupt héchstens acht von einander unabhingige infinitesimale 
Transformationen gestatten kann. Dass diese Maximalzahl wirklich 
erreicht werden kann, lehrt das Beispiel y” = 0. 

Der Beweis des genannten Satzes stiitzt sich auf einen functionen- 
theoretischen Hiilfssatz: : 

Ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung y” — w(x, y, y’) = 0 
vorgelegt, so ist es immer méglich, im der Ebene (x, y) einen solchen Bereich 
abzugrenzen, dass durch zwei beliebige Punkte desselben immer eine und 
nur eine Integralcurve der Differentialgleichung hindurchgeht. 

Der Beweis dieses Satzes gehért nicht hierher. 


Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung Nachweis, 
. @. Diffgl. 

fr 7 ppt zweit. Ord. 

a oo (2, Y, y) = 0 héchstens 


* : - : acht inf, Trf. 
gestatte mehr als acht, also mindestens neun von einander unabhingige zulasst. 


Punkttransformationen U,f, U,f--- Usf, Usf, wo allgemein 
ae 0 of 

U:f = &(@, 9) gf + ni, Y) Fy 
sei. Wir wihlen alsdann in dem im Hiilfssatze erwihnten Bereiche 
vier Punkte p,, P2, Ps, P4, unter denen nicht drei auf derselben Inte- 
gralcurve der Differentialgleichung gelegen sind. Nach Satz 5 des 
§ 2 gestattet y”— o —0 jede von U,f, U,f --- U,f abhingige infi- 
nitesimale Transformation 

Uf = ¢ U,f + & Unf + +++ ¢g Usf + & Uf. 

Wir wollen nun die neun Constanten ¢,, c, +--+ ¢ so wihlen, dass 


Uf die vier Punkte p,, p2, ~3, ~, invariant lasst. Sind a, y, die 
Coordinaten des Punktes p;, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass: 
CPE, (x, Ya) + C82 (%e, Yu) + +++ + Cy G(r, yx) = 0, 

C111 (Ley Ye) + CoN (Fe, Yu) + ++ + CM (Le, Yu) = O 
(k = 1, 2, 3, 4) 
sei. Dies sind acht Gleichungen fiir die neun Grossen ¢,, c, +--+ G. 
Sie lassen sich immer erfiillen, sodass also bei den gemachten Vor- 


aussetzungen stets eine Transformation 
26" 
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byes ie 


vorhanden ist, die y”— o = 0 aa die vier Bee 1, Pa; Ps, Ps W- 
variant lasst. Durch ee derselben kommt: 
upset yy hy (O44 (Oe Fy — Sey?) SF 

Dies ist die res welche die Linienelemente (x, y, y’) bei 
Ausfihrung von Uf erfahren. Die oo' Linienelemente durch einen 
der vier festen Punkte p, werden dabei notgedrungen unter sich ver- 
tauscht, indem sie ihren Punktort (a, y,) beibehalten, aber ihre 
Richtungen y’ transformiert werden. Angenommen, 

Oo” on a>. 0g o& 

OE OY TOR? oy 
reducieren sich im Punkte p, auf die Zahlen a, b, c, so werden die 
Richtungen y’ der Linienelemente (a, yx, y’) vermoge: 


dy = (a + by + cy’”) ot 

bei Ausfiihrung von Uf transformiert. Drei dieser Richtungen bleiben 
in Ruhe, namlich die Richtungen y,’, y,’, y5, 
welche auf den drei Integralcurven liegen, die 
durch », und je einen der drei anderen in- 
varianten Punkte nach unserem Hiilfssatz hin- 
durchgehen (Fig. 34). Nach der getroffenen 
Voraussetzung, dass nicht drei dieser vier 
Punkte auf einer Integralcurve liegen sollen, 
sind y;',Y2,Y3 von einander verschiedene Zahlen. 
Demnach liefern die drei sicher bestehenden Gleichungen: 


a+ by, + cy, ?= 
a+ by + cy? = 0, 
a@ + bys + ey,” = 0, 


Fig. 34. 


da ihre Determinante 


Ley rary 
1 yf Ye? |=(y, — Ys) Y2 — Ys) Ys — m1’) $= 0 
LY Ys” 
ist: 
a=b=c=0, 
d. h. es ist 


dy = (a+ by + cy?) dt =0 
fiir jede Richtung y’ durch den Punkt pp. 


Ohne Rechnung wiire dies so einzusehen: Da dy’ in y quadratisch 
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ist, so werden die Richtungen y' durch p, vermége einer infinitesimalen 
projectiven Transformation untereinander vertauscht. Hierbei bleibt das 
Doppelverhaltnis von vier behiebigen Strahlen dieses Biischels invariant, 
also auch das von 4%, Yo, Ys. and irgend einer Richtung y’. Da nun 
Yis Yo, Yg selbst invariant sind, so ist deshalb notwendig auch diese be- 
liebige Richtung y’ invariant. 


Somit hat sich ergeben: Bei der infinitesimalen Transformation Uf 
bleiben die Linienelemente durch jeden der vier invarianten Punkte eben- 
falls invariant.” Nun hat jede durch p, gehende Integralcurve in p, ein 
Linienelement (a, y,, y’), und zu zwei verschiedenen Linienelementen ge- 
héren auch verschiedene Integralcurven. Da die Linienelemente bei U’f 
invariant bleiben, so folgt mithin, dass auch jede durch p, gehende 
Integralcurve bei Uf invariant ist. Ist nun schliesslich p ein beliebiger 
Punkt unseres Bereiches, so gehen durch ihn nach unserem Hiilfssatz 
und nach der Voraussetzung, dass keine drei der vier Punkte p, auf 
einer Integralcurve liegen, mindestens zwei Integralcurven nach den 
invarianten Punkten, also zwei invariante Curven. » muss deshalb als 
Schnittpunkt der beiden invarianten Curven auch invariant sein. Hine 
Transformation unserer Gleichung y” — oO, welche vier Punkte 
jenes Bereiches invariant lisst, lisst also alle Punkte desselben und 
— wie durch analytische Fortsetzung folgt — iiberhaupt alle Punkte 
der Ebene in Ruhe, d. h. sie ist die Identitat. 

Demnach kann es héchstens acht von einander unabhingige in-_ 
finitesimale Transformationen unserer Gleichung geben, denn die Vor- 
aussetzung, dass es neun gebe, fiihrte zu einer wirklichen Transformation 
Uf, welche die vier Punkte in Ruhe lasst, und nicht zur Identitit. 

Theorem 39: Hine gewdhnliche Differentialgleichung eweiter 
Ordnung in &, y: 

XL, y, y; y’) ee 
gestattet hichstens acht von einander unabhingige infinitesi- 
male Transformationen in &, Y. 

Es moége hier ohne Beweis angefiihrt werden, dass jede Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, welche wirklich acht unabhingige infinitesimale 
Transformationen gestattet, durch Hinfiihrung neuer Veriinderlicher auf die 
Form y” = 0 reducibel ist. Diese Gleichung hat zu Integraleurven die 
oo? geraden Linien der Ebene. Sobald also eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung acht von einander unabhingige infinitesimale Transfor- 
mationen zulisst, kénnen ihre co” Integralcurven in die Geraden der Ebene 
transformiert werden. 
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§ 4. Gruppen von infinitesimalen Transformationen und ihre zwei- 
gliedrigen Untergruppen. 


Aus unserem Theorem 39 folgt, dass eine Differentiaigleichung 
zweiter Ordnung nur ¢ < 8 von einander unabhangige infinitesimale 
Transformationen U,f, U,f---U,f gestatten kann, d. h. dass jede in- 
finitesimale Transformation, welche sie zulasst, linear mit constanten 
Coefficienten durch U,f, U,f--- U,f ausdriickbar sein muss. Nach 
Theorem 38 (§ 2) gestattet sie aber auch jeden Klammerausdruck 
(U;U;). Diese Klammerausdriicke miissen demnach die Form haben: 


t 
ue 


(C0 = >on Oy 
1 
(i,k=1,2---7). 

Es liegen demnach ry von einander unabhingige infinitesimale 
Transformationen U,f --- U,f unserer Gleichung vor, sodass die all- 
gemeinste infinitesimale Transformation derselben sich linear mit con- 
stanten Coefficienten durch diese 7 ausdriickt, und dass jeder Ausdruck 
(U;U;,) sich ebenfalls in dieser Weise darstellt. 

Hiermit werden wir zu emem wichtigen neuen Begriff gefiihrt, den 
wir sogleich im voller Allgemeinheit (ohne Riicksicht auf die Zahl der 
Verinderlichen und die Grenze r < 8) definieren wollen: 

Groupe. ven Stehen r von emander unabhdngige infinitesimale Transformationen 


infinitesi- 


malenTrans-(7 f Uf --+ U,f in solchen Beziehungen zu einander, dass jedes (U;U;) 


formationen. 


sich linear mit constanten Coefficienten durch U,f .-+ U,f ausdriickt: 
U.(Oif) — Ux Uif) = >* cas Uf 
ny 
(i, k= 1,2+++7, ¢,. = Const.), 


so nennen wir den Inbegriff dieser infinitesimalen Transformationen und 
der von thnen abhdngigen, d.h. aus thnen linear mit constanten Coeffi- 
cienten zusammensetzbaren infinitesimalen Transformationen eine r-glied- 
rige Gruppe von infinitesimalen Transformationen*). 


*) Der im Texte gegebene Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen wurde ausdriicklich und in voller Allgemeinheit eingefiihrt am Schlusse 
der Abhandlung: Begrtindung einer Invariantentheorie der Bertihrungstransfor- 
mationen von Sophus Lie, Math. Ann. Bd. 8. Die Identitit dieses Begriffes 
mit dem Begriffe einer endlichen continuierlichen Transformationsgruppe wurde 
in den Géttinger Nachrichten, December 1874, angegeben. Im Ubrigen findet 
man in den Verhandlungen der Gesellsch. d. W. zu Christiania fiir 1870, 71, 72 
und 73, sowie in den Math. Annalen Bd. 5 mehrere specielle Anwendungen der 
beiden besprochenen Begriffe. 
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Obzwar dieser Begriff eng mit dem friiher in § 2 des 2. Kapitels 
auseinandergesetzten Begriff einer 7-gliedrigen Gruppe von (endlichen 
und infinitesimalen) Transformationen zusammenhingt, wollen wir uns 
doch um diesen Zusammenhang jetzt nicht weiter ktimmern und den 
Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen nur in obiger 
Weise definieren. 


1. Beispiel: In zwei Verinderlichen x, y bilden die beiden infini- Beispiele. 
tesimalen Transformationen: 
of 


ne Oa. 
U fare tye a Ve ae oy 
eine zweigliedrige Gruppe von catpaneate Transformationen, denn 


sie sind zunachst von einander unabhingig, d.h. es ist » = 2, und 
ausserdem ist 


(U,U,) = 0. 
2. Beispiel: Auch 


geben eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
da hier r = 2 und 


aren 
(U, U2) eee 7 ice ta Uf 
ist. 
3. Beispiel: Um zu entscheiden, ob 
0 of eee 87 of 
=@+aL+ tye, Unfae sty 5 
eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden, bemerken 


wir, dass sie von einander unabhangig sind, also r = 2 ist, und dass 


r) 0 
(U,0,) = — a 3. — ny 5 


ist. Dies aber zeigt, dass 
(U,U,) = U,f — U,f 

wird. (U,U,) ist mithin von U,f und U,f abhingig, d. h. U,f und 
U,f erzeugen eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen. Dieselbe enthalt alle von U,f und U,f abhangigen in- 
finitesimalen Transformationen, also, was auf dasselbe hinauskommt, 
alle von = 

Uf= UA oe il 
und 


ger Pty 


Unter- 
gruppe, 


Beispiele. 
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abhingigen. Wir kénnen also auch an Stelle von U,f das bequemere 
U,f benutzen und haben dann 
(U, ) = U,f- 
4, Beispiel: In drei Veriinderlichen x, y, 2 biiden die beiden 
EA On BRU OHEL 
Pee eee epi of of 
U; = + set oes Ufa vy ay t ae 
eine zweigliedrige seit von infinitesimalen Transformationen, denn 
sie sind von einander unabhingig und es ist 
(U,U,) = Uf 


5. Beispiel: Die vier infinitesimalen Transformationen: 


Uf=ext, UfSos, Ufsrs, Ul=y 5 
sind von einander unabhangig, und es ist: 
(U,U,) = U,f, (U,0;)=— U,f, (U,U,) = 9, 
(U5 0) = Uy pe Ups UU a= Usps (CU, Ui lee Uae 


Mithin bilden sie eine viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen. 


Liegt eine 7-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
U,f, U,f --+ U,f vor, so kann es méglich sein, dass schon eine ge- 
ringere Anzahl von einander unabhingiger infinitesimaler Transfor- 
mationen ¢,U,f+¢U,f +--+ ¢,U,f fiir sich eine Gruppe bildet. 
In diesem Falle nennen wir diese weniger als 7-, etwa s-gliedrige 
Gruppe eine s-gliedrige Untergruppe der vorgelegten Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen. Hinige Beispiele werden dies besser als 
theoretische Erliuterungen klar machen. 

1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen: 


ee aod i of 
OF Ren Ox + xy oy? er set ys ao 
bilden eine dreigliedrige Gruppe, denn sie sind von einander unab- 
hangig und es ist: 
(OCs) == 05) (0, U;) == 0, 0 0) ey 


Hier bilden U,f und U,f fiir sich eine zweigliedrige Gruppe, ebenso 
U,f und U;f sowie analog U,f und U;f. Unsere dreigliedrige Gruppe 


besitzt demnach unter anderen die zweigliedrigen Untergruppen 


U,f, Uf; U,f, U;f; Of; Usf: 
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2. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen: 
vO Tee ee Or 6 
Uf = F— 1 Fy? Ufsa sty se 

, Of 0 

fae s+ ys 

bilden eine dreighedrige Gruppe. Sie sind namlich von einander un- 
abhiingig und es ist: 

(U,U;) = U,f, (UUs) = 2U,f, (U,U;) = Usf. 
Offenbar bilden U,f und U,/f fiir sich eine zweigliedrige Untergruppe, 


ebenso U,f und U;/, denn im einen Fall ist (U,U,) = U;f, im andern 
(U,U;) = U,/f. Dagegen bilden U,f und U,f keine Untergruppe, denn 


(U,U,) driickt sich nicht linear mit constanten Coefficienten durch U,f 


und U;f allein aus. 
3. Beispiel: Die viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen: 


é 7 7] . é 
Ufaes, Oise, Ul=vg5 Vly gz» 


Oy? 
wo . : 
(UG) = O57) (UU) == — Uf, (UU) = 9, 
(UL ye Ui — Of, (U0) == Uf (UU) = — UF 


ist, enthalt unter anderen die drei infinitesimalen Transformationen: 
aa at ee LAK Op 
ee Ge 


welche eine dreigliedrige Untergruppe bilden, denn sie sind von ein- 
ander unabhangig und es ist 


(U,U;) = Uf, (U,U)=—2U,f, (U;U) == 2 Usf. 


Es gilt nunmehr der Satz, dass jede r-gliedrige Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen (7 > 2) sicher mindestens eine zwei- 
gliedrige Untergruppe enthalt, d. h. dass sich aus den infinitesimalen 
Transformationen 

C, Uf + 0 Uf + +++ + 6 Unf 
der Gruppe zwei auswihlen lassen, deren Klammerausdruck sich linear 
mit constanten Coefficienten aus diesen selben beiden zusammen- 
setzen lasst. 

Diesen Satz, der fiir unsere Theorie der Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung von besonderer Bedeutung ist, beweisen wir, indem 
wir nur von der Definition der r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen Gebrauch machen. Der Satz gilt deshalb nicht nur 


Zwei- 
gliedrige 
Unter- 
gruppe. 
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fiir infinitesimale Transformationen in zwei Verdnderlichen oder fiir 
ry <8, sondern fiir jede durch unsere Definition gegebene 7-gliedrige 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen in m Veranderlichen. 
Ks ist dies zu bemerken deshalb wichtig, weil eben der Begriff einer 
solchen Gruppe nicht auf Gruppen von infinitesimalen Transformationen 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in w, y beschrankt ist, 
sondern eine viel gréssere Bedeutung hat, die wir freilich hier noch 
nicht benutzen werden. 

Zum Beweise unseres Satzes seien U,f, U,f--- U.f rv von ein- 
ander unabhangige infinitesimale Transformationen der 7-gliedrigen 
Gruppe und also jedes 


Le 


(5) (UU; == >: Cits Usf 
i 
(,k=1,2---7), 

wo die ¢ zs Constanten sein sollen. Wir werden zeigen, dass es eine 
zweigliedrige Untergruppe dieser Gruppe giebt, welcher z. B. die in- 
finitesimale Transformation U,f angehért. 

Soll dies der Fall sein, so muss sich eine infinitesimale Trans- 
formation 


Of == 6 Usf ee Unk 
angeben lassen, in der erstens die Gréssen e,---e, Constanten sind, 


und fiir welche zweitens (U,f, Uf) sich linear mit constanten Coeffi- 
cienten durch U,f und Uf allein ausdriickt: 


(U,f, 2 Uef +++: + & U-f) = aU, f + b(e, Uf +++: + Uf) 
(a, 6 = Const.). 


Zunichst giebt diese Relation: 


a 


>} (UUs) = aU f + 6 Uef +++ + 6 Ur), 


also nach (5) 


Dee Die Uf = aUif + We Ue +++ + Url). 


Beide Seiten sind nun linear in U,f --- U,f und haben constante 
Coefficienten. Nach Voraussetzung sollen jedoch U,f--- U,f von 
einander unabhingig sein. Diese Relation kann also nur dann be- 
stehen, wenn sie eine Identitaét ist, indem links und rechts jedes U,f 
denselben Coefficienten hat. Die Coefficientenvergleichung liefert dem- 
nach die r Forderungen: 
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Mexcunr = be,. 


ae 
Wenn umgekehrt e,---e, 7 solche Gleichungen erfiillen, in denen a 
und & Constanten sind, und natiirlich nicht e,---¢, samtlich ver- 
schwinden, so bestimmen U,f und 


Uf=e,U,f+---+¢U,f 
in der That eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen, indem dann 
LO) aU pe by 

wird. 

Wir haben also nur noch die r Forderungen (6) zu untersuchen. 
Die erste dient zur Bestimmung von a und stellt also fiir e,, ¢ --- e, 
keine Bedingung dar. Hs bleiben die r — 1 iibrigen. Dieselben lassen 
sich so schreiben: 


(Crop — D)ey + Cyspg + ** + Creer = 0, 
(7) C9302 + (igs — Deg ve + re = 0, 
Crap eg + Crar€s + +++ + (Curr — b)e == 0. 


Dies sind r — 1 in e,---e, lineare und homogene Gleichungen. Da 


é,-+:é, nicht samtlich Null sein sollen, so muss ihre Determinante 
verschwinden: 
C492 — b C139 ote Cir2 
(8) C193 C433 — Di tec Cirg ag 
| | 
| Chay C13r ie KepeO| 


Dies lasst sich immer erreichen, da wir noch iiber b verfiigen kénnen. 
Die Gleichung (8) ist ja eine Gleichung (r — 1)" Grades fiir 0, deren 
héchstes Glied (— 1)’—'b’—! sicher nicht wegfillt. Hine solche Glei- 
chung hat immer mindestens eine Wurzel b. Wihlen wir eine Wurzel 
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fiir b aus, so lassen sich nunmehr die Gleichungen (7) durch Con- 
stanten é€,, €,++-+¢, befriedigen, welche nicht simtlich Null sind. (Ist 
b Doppel- oder mehrfache Wurzel von (8), so giebt es unter Um- 
stinden sogar unendlich viele Wertsysteme e,---eé,-, welche das 
System (7) erfiillen.) 

Mithin kénnen wir fir ¢,---e, nicht samtlich verschwindende 
Constanten finden, welche Relationen von der Form (6) erfiillen. 

U,f und Uf = ¢,U,f +---+ ¢,U,f bilden dann in der That 
eine zweigliedrige Untergruppe unserer gegebenen 7-gliedrigen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen. U,f--+ U,f bezeichneten irgend 
welche 7 von einander unabhingige infinitesimale Transformationen 
der r-gliedrigen Gruppe. Statt fiir U,f hitten wir also auch dasselbe 
Raisonnement ftir irgend eine infinitesimale Transformation der Gruppe 
durchfiihren kénnen, und demnach ist bewiesen: 

Theorem 40: Jede r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen enthdlt zwetgliedrige Untergruppen. dJede 
infinitesimale Transformation der r-gliedrigen Gruppe gehort 
mindestens einer eweigliedrigen Untergruppe derselben an. 


Kapitel 18. 


Zuriickfiihrung der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene auf canonische Formen. 


Im letzten Paragraphen des vorhergehenden Kapitels haben wir 
uns anscheinend von unserem eigentlichen Probleme der Integration 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mehrere bekannte 
infinitesimale Transformationen gestattet, abgewendet. Auch im gegen- 
wartigen Kapitel werden wir scheinbar fremdartige Gegenstinde zur 
Sprache bringen. Erst im nachsten Kapitel wird sich zeigen, inwie- 
fern die hier zu entwickelnden Theorien mit jenem Integrations- 
probleme zusammenhingen. 

Im vorliegenden Kapitel beschiaftigen wir uns nur mit der Zuriick- 
fihrung der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transforma- 
tionen der Ebene auf gewisse einfache, sogenannte canonische Formen. 


§ 1. Die vier Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene. 


Nach Theorem 40 des letzten Paragraphen werden unter allen 
y-gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen die zwei- 
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gliedrigen besondere Wichtigkeit besitzen, da jede 7-gliedrige Gruppe 
zweigliedrige Untergruppen enthilt. 

Wir betrachten daher in diesem Kapitel die zweigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen und zwar die der Ebene, indem 
wir uns von jetzt ab wieder auf zwei Verinderliche «, y beschrinken. 

Zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f bilden dann 
und nur dann eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen, wenn sie erstens von einander unabhingig sind, d. h. 
nicht etwa ; 

Cee fF 
ist, wo ¢ eine Constante bedeutet, und zweitens eine Relation erfiillen 
von der Form: 
(U,U,) = ¢,U,f + &Uef, 
in der ¢, und ¢, Constanten sind. 

Diese Relation lisst sich vereinfachen. An Stelle von U,f. und Reduction 
U,f kénnen wir irgend welche lineare Ausdriicke derselben mit con- f (%")- 
stanten Coefficienten benutzen (vgl. die Definition der r-gliedrigen 
Gruppe, § 4 des 17. Kap.), und davon wollen wir Gebrauch machen. 
Dabei macht es einen wesentlichen Unterschied aus, ob ¢, und «, 
beide Null sind oder nicht. Im ersteren Falle 

(U,U;) = 0 
ist offenbar auch jedes 
(a,U, + a,U,, 0,U, + 6,U,)=0 (a, b = Const.). 

Die Gruppe besteht also aus lauter vertauschbaren infinitesimalen 
Transformationen (vgl. § 4 des 14. Kap.). Wenn jedoch im anderen 
Falle etwa c, 4-0 ist, so benutzen wir an Stelle von U,f und U,f 
die yon einander unabhingigen, aber von U,f und U,f abhiangigen 
infinitesimalen Transformationen der Gruppe: 


Of =U,f + 2 Uf, 


und erhalten: 
athe 1 
(0,0,) = 5 (UU) + 4 (GU) = 
C, (¢,0,f + 4U,f) = Gf, 
also: ee f. 
(U, U,) = Uf. 
Satz 1: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f, U,f kann durch passende Auswahl der infinitesimalen Trans- 
formationen eine solche Form erhalten, dass entweder 
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oder 


CAS 


ist. Die eine Form schliesst die andere aus. 


Hiermit haben wir alle zweigliedrigen Gruppen in zwei Classen 
eingeteilt. Jede dieser Classen kann nun noch nach einem zweiten 
Gesichtspunkt in zwei Unterclassen zerteilt werden. Es ist namlich 
allerdings von vornherein ausgeschlossen, dass zwischen U,f und U,f 
eine Relation mit constanten Coefficienten bestehe, wohl aber kann 

Relation gwischen ihnen eine Relation mit variabeln Coefficienten stattfinden: 

nae pi(a, y) Uf + 2 (@, y) Usf = 0. 
Natiirlich soll sich g,:, nicht auf eine Constante reducieren. Hine 
derartige Relation sagt bekanntlich aus, dass U,f und U,f dem 
Punkte (a, y) infinitesimale Fortschreitungsstrecken in derselben Rich- 
tung zuordnen, d. h. dass die Bahncurven der von U,f und von U,f 
erzeugten eingliedrigen Gruppen von endlichen Transformationen iiber- 
einstimmen. (Vgl. § 1 des 6. Kapitels.) In diesem Falle hat auch 
die von einer beliebigen infinitesimalen Transformation 


Const. U,f + Const. U,f 


erzeugte eingliedrige Gruppe diese selben Bahncurven. Wenn dagegen 
zwischen U,f und U,f keine solche Relation besteht, so besteht auch 
keine zwischen irgend zweien von einander unabhingigen infinitesi- 
malen Transformationen 
a,U,f + a,U0,f, b,U,f+ b,U,f (a, 6 = Const.) 

unserer zweigliedrigen Gruppe U,f, U,f. Das Bestehen oder Nicht- 
Bestehen einer derartigen Beziehung kann deshalb als Unterscheidungs- 
merkmal der zweigliedrigen Gruppen benutzt werden. 

Vier Arten Demnach giebt es vier Arten von eweighedrigen Gruppen von infini- 


von zwel- 


gliedrigen fesymalen Transformationen U,f, U,f der Ebene, entsprechend den vier 


Gruppen. 


Fallen: 

L (U,U,)=0, oU,f + 0,0, 

ID (G03) == 9, QU.f + 92.U,f=0, 

Tl. (U,0,)=Uf, ~Uif + 9U2f =e 0, 

IV. (U,U,)= Uf, Uf + 9,U,f= 0. 

Jeder dieser vier Fille schliesst die dret anderen aus. 
Wir werden nunmehr diese vier Formen nach einander betrachten 
und jedesmal durch zweckmiassige Wahl der Verdnderlichen die be- 
treffende Gruppe auf eine canonische Horm oder einen T'ypus bringen: 
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Vorgelegt seien zwei von einander unabhingige infinitesimale 
Transformationen U,f und U,f der Ebene, deren eingliedrige Gruppen 
verschiedene Bahncurven haben und fiir welche 


: (U,U;) =0 
ist. 
Nach Satz 4 (§ 2 des 3. Kap.) lassen sich die Veriinderlichen Pedvetion 
x, y so wahlen, dass U,f die Form einer Translation erhilt: Stele: cay 
SOL, 
C5 0x? 


wihrend alsdann U,f etwa die Form hat: 


é F) 
(ate ee 


Dann ist: 


oe 0& Of Con 
0= (UU) = 5," On the ey) 


d. h. § und » sind Functionen von y allein, sodass 


Uf = Vy) 58 + YW) 3h 
wird. Nach unserer Voraussetzung, dass U,f und U,f verschiedene 
Bahneurven haben sollen, d. h. dass zwischen U,f und U,f keine 
lineare Relation bestehen soll, ist sicher Y,==0, denn sonst wire 
YU,f — U,f=0. Nun lasst sich eine Function ) von y berechnen, 
sodass 


Cj of 
Y,(y) oy OH 


wird. Ks muss namlich 


gesetzt werden. In x und y haben nunmehr U,f und U,f die Formen: 


7 a a) 
ye Uf = 90) 56 + by: 


Fiihren wir 
t= a2 — vy) 
als neue Variabele an yerolle von # ein, so wird 
’ 0 0 
Uf=H, Vf=@O-—VYO +H 
Wenn wir also #(y) = fo(v)ay wahlen, so wird 


Lear aeOF. 
Of = 5,1 Unl = py" 
Damit sind wir zu dem Satz gelangt (in welchem x und mit a, y 
bezeichnet. sind): 


416 Kapitel 18, § 2. 


Satz 2: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene in der Bezichung (U,U,) = 0, und haben sie dabei verschiedene 
Bahneurven, so kinnen sie immer gleichzeitig durch passende Coordinaten- 


wahl auf die Form ewer Translationen a F a gebracht werden. 


Dieser einfache Satz, der sich auch auf den Fall zweier oder 
mehrerer infinitesimaler Transformationen in » Verdnderlichen aus- 
dehnen lasst, besitzt eine hervorragende Bedeutung. 

ice: : of of 
voces. Wir haben gezeigt, dass U,f und U,f auf die Form Be? Op 8& 


der Reduc- 


tion durch 2 . - s F 
Quadra- bracht werden kénnen, aber nicht, wie wir es in einem gegebenen 


mu Fall thun werden. Um auch dies zu erledigen, selen 
yee G ! : 
OfSh sot 3 Uf = b& 55+ 5 


unsere beiden infinitesimalen Transformationen, geschrieben in irgend 
welchen Veranderlichen x, y. Nach dem Obigen lassen sich immer 
zwei Functionen ¢ und t) von a, y angeben, sodass 


0 0 0 
re Rea 


1 Oy 
AUK apn OeIeRO; 
ay Re 2 dy OY 
wird und zwar fiir jede Function f. Setzt man f=xz, so kommt: 
Ox ox 
gy Ie aia ht oy 1, 
0 0 
bo 5 + Ne a = 


Hieraus lassen sich a a berechnen, denn die Determinante §,7,— § 1, 


ist nicht identisch Null, weil zwischen U,f und U,f keine lineare 
Relation besteht. x selbst wird mithin durch Quadratur eines voll- 
stindigen Differentials gefunden. Indem man f= He setzt, erhalt man 


analog zwei Gleichungen, aus denen sich 2 und - als Functionen 


von 2, y berechnen lassen. Also wird auch y durch eine Quadratur 
gefunden. Zu heachten ist, dass die Bestimmung von y ganz unab- 
hangig von der des zx erfolgt: beide erforderliche Quadraturen sind 
von einander unabhangig. (Abhingig wiirden wir sie nennen, wenn 
die Durchfiihrung der einen die, vorherige Berechnung der anderen 
verlangte.) 

Satz 3: Stehen zwei imfinitesimale Transformationen U,f, U,f der 
Ebene mit verschiedenen Bahneurven in der Beziehung (U,U,) =0, so 
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verlangt thre gleichzeitige Reduction auf die Formen ae, a ewer von 
emander unabhingige Quadraturen. 
Man kommt hier mit Quadraturen aus, wihrend die Zuriick- 


fihrung einer einzigen infinitesimalen Transformation U,f auf die 


Form a bekanntlich die Integration einer gewodhnlichen Differential- 


gleichung erster Ordnung und eine Quadratur verlangt (vgl. § 2 des 
3. Kap.). Der Grund liegt darin, dass uns hier die besondere Higen- 
schaft von U,f bekannt ist, dass (U,U,) = 0 ist, dass also mit 
anderen Worten die Differentialgleichung U,f—0 die infinitesimale 
Transformation U,f gestattet, also die Bahncurven von U,f durch 
Quadratur bestimmbar sind (nach Theorem 8, § 1 des 6. Kap.). 
Ebenso lasst die Differentialgleichung U,f = 0 die infinitesimale Trans- 
formation U,f zu, also kénnen auch die Bahncurven von U,f durch 
Quadratur gefunden werden. 


Beispiel: Sei: Beispiel. 
ak of of of 
UF =e Ox + « © oy? U; of = oe ie y Oy’ 
so ist (U,U,)=0, wahrend keine Relation afin 38 U,f und U,f 
besteht. Also liegt der soeben besprochene Fall vor. aa kann neue 


Veranderliche zr, ) angeben, wodurch uf=zZ, U,f= a wird. Um 
sie zu finden, haben wir a Gleichungen zu bilden: ‘ 


ou OL es 
Sg aan 2 i =1, ae 


und 


ye tan ? ge y SP mI. 


Die beiden ersten liefern: 


One eRe Coy x 
Ox “2 y?? Oy xe? + y?? 


r ={- Uda ony = arctg £ +- Const. 


a® + y? 
und die beiden letzten: 


Cpe re a) y 
Ox wtty?? Gy a+ y?? 


d. h. 


d d Schama 
ee ane tt = 1g Va" + yf + Const. 
Of 2 OF 


Dass diese Functionen x und y die gewiinschten Hormen OE? Oy 


liefern, geht schon aus ihrer geometrischen Bedeutung hervor, wenn 
Lie, Differentialgleichungen. 27 
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man bedenkt, dass U,f die infinitesimale Rotation um den Anfangs- 
punkt, U,f die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangs- 
punkt aus vorstellt. 


§ 3. Zweiter Typus: (U,U,)=0 und 9,U,f + 9,U.f= 0. 


Vorgelegt seien nunmehr zwei infinitesimale Punkttransformationen 
U,f und. U,f der Ebene, fiir die wieder (U,U,) = 0 ist, und welche 
nunmehr auch dieselben Bahncurven haben sollen, sodass U,f sich in 


der Form darstellt: 
U,f = 0 (a, y) Uf. 


Se ee Wir kénnen annehmen, dass die Veranderlichen x, y schon so 
fsahe Form. gewihlt sind, dass U,f=5 af ist. Alsdann ist also: 
ee eC 
U,f =e oy 
und 
Co Of 
v= (U, U2) = 5, Oy’ 


d.h. @ enthaélt nur zw Da @ sicher keine Constante ist, denn sonst 
wire U,f von U,f abhangig, so kann es als neues x benutzt werden 
und so kommt denn: . 
in 

= Be Uf = x G4 

Satz 4: Zwei imfinitesimale Transformationen U,f und U,f der 
Ebene, welche dieselben Bahneurven haben, und fiir die (U,U,) = 0 ist, 
lassen sich durch passende Coordinatenwahl gleichzeitig auf die Formen 


of of 
bringen: bg os 


Ausfihrang Wir fragen uns nun, wie wir dies praktisch durchfiihren werden. 
er eCUULC= 
tion durch Sei in beliebigen Veriinderlichen : y ate 


nares 
es pee — "1 ac 
so hat U,f nach Voraussetzung oo Form 
U,f =e be +m 3 5c): 


Nun wissen wir, dass sich neue Verdnderliche zy, y einfiihren SON 
sodass 


r) 7) 0 
foe tm oh Sly 


oy y 
o (¢, rts ay 55) =t $e 


wird. Demnach ist zunichst 
S50. 
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Wenn f=» gesetzt wird, so ergiebt sich fiir ) nur die eine Diffe- 
rentialgleichung: 


(1) ig tee tt 


Dieselbe lasst sich nun durch eine rete integrieren, weil man 
ein Integral von 


eh ie Ny 
kennt. Hs soll ja (U,U,) = 0 sein und deshalb ist wegen U, = 0U, 
auch U,o = 0, d. h.: 


puting se oe kl 


Die Gleichung (1) ist dem ares System 

du _dy__ dy 

a ae 
iiquivalent. Entfernen wir hieraus vermége des bekannten Integrals 
o = c (= Const.) etwa y, so kommt durch eine Quadratur 


y= (a,c) ty (vy = Const.) 


und, wenn nun wieder c= gesetzt wird, etwa 


y= oa,y +7 
als allgemeinste Lésung ) von (1). 
Satz 5: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit denselben Bahnewrven in der Beziehung (U,U,) =0, so 


verlangt thre gleichzeitige Reduction auf die Formen a sy a nur eme 
Quadratur. 


1. Beispiel: Sei 
U f=, af ri tat dao, &, U,f = «y set yt oe 


so ist offenbar 
Ope Or 


und 


(U,U,) = 0. 
Es liegt also der soeben betrachtete Fall vor. Hier ist daher zu 
setzen: 


wihrend y die Gleichung 
a es he ny 29 = = 1 


erfiillen soll. Das ianbere ieee System lautet: 
20 


Beispiele. 
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dx dy __ dy 


oe Loy) el 


und besitzt das bekannte Integral 2. Aber in diesem Beispiel brauchen 


wir es gar nicht, weil aus 


dx 
a 
direct durch Quadratur folgt: 
y= — = + Const. 
In der That ist nun: 
: of Ofer 20f, 
Of = the 3 + U,y ae 
stn of rite) eee 
Of =U; a + U,¥ an =t or 


2. Beispiel: Sei 
is, é é aft Cha. Boels 
Ufe—ypgetost, Uf=@+") (—955 +25): 


80 ist 


Uf = (@ + 9’) Uf 


und 
(U,U;) = 0, 
sodass unser Fall vorliegt. Demnach ist zu setzen: 
Sry 
und y bestimmt sich aus 
dix dy 
Sy ie 


vermége einer Quadratur. Diese ist bequemer ohne Benutzung des 
bekannten Integrals x zu leisten, denn es kommt: 
— ydau + ady 
Ae 


= dy ) 
also ist zu setzen: 
) = arctg s + Const. 


Man mége verificieren, dass in y und y geschrieben U,f und U,f die 


Formen ot und x ee annehmen. 


In diesem und dem vorigen Paragraphen haben wir die beiden 
Méglichkeiten betrachtet, die statthaben kénnen, wenn (U,U,) = 0 ist. 
Das Verschwinden des Klammerausdrucks sagt nach Satz 12, § 4 des 
14, Kapitels aus, dass jede endliche Transformation der von U,f er- 
zeugten eingliedrigen Gruppe und jede der von U,f erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind. 


Dritter Typus. AP 


Durch die Sitze 2 und 4 des vorigen und dieses Paragraphen 
haben wir einen neuen Beweis hierfiir erbracht, wenigstens im Falle 
zweier Veranderlicher. Denn entweder lassen sich U,f und U,f auf 
die Formen bringen 

Cadi il 

Gn? oy? 
und dies sind zwei infinitesimale Translationen und die zugehérigen 
endlichen Translationen sind offenbar vertauschbar, oder aber auf die 
Formen ee ‘ 

C Co 

Gea: 
Die endlichen Gleichungen der beiden zugehdérigen eingliedrigen Gruppen 
sind hier: 

y= 2, ¥=ytt und 4 —e+t, y =ytaott El. 
Fiihren wir zuerst 
m=, waytt 
und darauf 
hy = 2+ Tb, Yo= yy tat + be? 
aus, so kommt als Endergebnis: 
LZ=a“1try YA =yttitart+ic. 
Wenn wir zuerst 
m=L+t, YS ytar+ye 
und darauf 
Gy =H, Yo= 4, +t 

ausftihren, so kommt dasselbe Ergebnis. 


§ 4. Dritter Typus: (U,U,)= U,f und 9,U,f + 9, U,f == 0. 
Vorgelegt seien zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit verschiedenen Bahneurven, und es sei: 
(U,U;) = U,f. 


Wir diirfen annehmen, die Variabeln seien schon so gewahlt, dass pare 


die 


of sien cano- 
Se nische Form. 
Uf = Fy 
ist. Sei: . , 
ei 0 0 [ 
U,f =< On = fs oy ? 


oder: 
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d. h. U,f hat die Form: 
Uf = J S(tiee 


Sicher ist hierin X, == 0, denn sonst wire U,f von “ Form (y+ X)U,f, 
d. h. U,f und U,f hiatten dieselben Bahncurven. Da X, == 0 ist, 
kann man durch Hinfiihrung einer passenden Function von « als 
neues # mit Leichtigkeit erreichen, dass insbesondere X, ==wa wird. 
Benutzt man dann-noch als neues y die Grésse y + X(x), wodurch 
U,f nicht geindert wird, so kommen die Formen: 


0 0 e 
Uf oo, fa 


Satz 6: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (U,U,) = U,f, 
so kann man immer durch passende Coordinatenwahi gleichzeitig U,f und 


U,f auf die Formen : f aa - f +y : C bringen. 


der Reduc- 
as eee Praxis verlangt, seien U,f und U,f in beliebigen Veranderlichen x, y 
turen. vorgelegt: 


Besar DS Um zu erkennen, welche Operationen diese Zurtickfiihrung in der 


mae 0 0 of 
Upto Fim 35 Uf = beget 5e° 


Alsdann ist es, wie bewiesen, moglich, zwei Functionen x und  an- 
zugeben, sodass 


wird. Setzen wir hierin gate so kommt: 
OX Oe es 
g oo ce Oy == 0, 


6 
iota % eet 


Wenn wir beide Gleichungen noch durch x dividieren, treten else 


] é 5 3 
und ee auf, die sich also algebraisch berechnen lassen. Dann ist 


lg xy durch eine Quadratur zu finden und damit auch y zu bestimmen. 
. Setzen wir dagegen f= y, so ae 


E = +n, 34 teh 


Oy 


bo = + Fey. 


Vierter Typus. 493, 


Hieraus lassen sich = oad so » berechnen in der Form: 


) ay + B, 
zd 


Fy = PV +8, 


wo «, B, y, 0 Functionen von wz, y sind. Dies sind zwei simultane 
lineare partielle Differentialgleichungen, aus denen sich bekanntlich x 
durch Quadraturen finden lasst. (Man vergleiche die in § 5 des 
_ 9. Kap. tiber ein solches Systems — damals mit (29) bezeichnet — 
gemachten Bemerkungen.) Man kann die Zahl der hier noétigen Qua- 
draturen noch reducieren: Setzen wir namlich y= Ax, wo @ eine 
Constante bedeute, so wird y eine Function von 2 allein und es 
kommt ‘ 

pea gt A= ayt B+AGY +9). 

Hier ist auch in a, B, y, 0 jedes y= Ax zu setzen. Es ist dies dann 
eine lineare Differentialgleichung fiir y. Die verkiirzte Gleichung 

se = (a+ dy)o 

besitzt, wie man leicht sieht, die oben bestimmte Function y als 
Lésung w, wenn nur in ihr y= Ax gesetzt wird. Mithin bestimmt 
sich 9 durch nur eine Quadratur (vgl. 8. 150 oben), allerdings als 
Function von w und der Constanten 4. Setzt man dann wieder 


A= Z, so ergiebt sich die gesuchte Function ) von « und y. 
Satz 7: Stehen zwei infinitesermale Transformationen U,f wid U,f 
der Ebene mit verschiedenen Bahneurven in der Beziehung (U,U,) =U, f, 


so kann man sie vermoge zweier gays durch vapid g neuer 
: ; ae é 0 : 
Variabeln gleichzeitig auf die Formen a A 5 a bringen. 


§ 5. Vierter Typus: (U,U,)= U,f und 9,U,f + 9,U,f=0. 

Wir kommen nun zum letzten Fall: Die beiden infinitesimalen 
Transformationen U,f und U,f der Ebene sollen dieselben Bahneurven 
haben und in der Beziehung 


(U,U;) = U,f 
stehen. 
Es darf zunachst U,f =f vorausgesetzt werden. Da U,f die- Reauetion 
selben Bahneurven wie U,f haben soll, so ist etwa ee eee 
of 


Usf = 9 Uif=0 By» 
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sodass aus (U,U,) = U,f folgt: 


d. h. 9p=y+ X(a) und 

Usf == Yor X(w)) 4 ae 
Benutzen wir y-+ X(x) als neues y, so bleibt U,f ungeandert, 
wahrend sich U,f auf y a reduciert. 


Satz 8: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit denselben Bahncurven in der Beziehung (U,U,) = U,f, 
so kann man immer durch passende Coordinatenwahl beide gleichzeitig 


auf die Formen 55 y sf bringen. 


Noch ist zu son eueneeHee wie wir dies in Wirklichkeit durch- 


tion durch fighren werden, Hs seien also in irgend welchen Veranderlichen a, y 


'-geschrieben ‘ 
Uf=hpet+u 56 ? Uf = 0 (bi = amie 34) 


die beiden infinitesimalen Fe ee Bewiesen ist, dass es 
zwei Functionen yx, ) von 2 # giebt, sodass: 


und 
Of \ See OF 
0 (& rs peat 


t 


wird. MHieraus folgt zunachst 

) = 0(@, y). 
Zur Bestimmung von x ergiebt sich, indem wir f=y setzen, nur die 
eine Differentialgleichung: 


Egg tm 3, = 0; 
die der gewohnlichen Differentialgleichung 
dx dy 
Sister 
iquivalent ist. Ihre Integration wiirde y liefern, und y — Const. 


stellt dann die gemeinsamen Bahncurven yon U,f und U,f dar. Somit 
hat sich hier ergeben: 

Satz 9: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit gemeinsamen Bahneurven in der Beziehung (U,U,) = U,f, 


so verlangt ihre gleichzeitige Reduction auf die Formen une , y =f im 


allgemeinen die Integration emer gewohnlichen Differentialgleishung erster 
Ordnung, ndémlich der Differentialgleichung der Bahncurven. 
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Hiermit sind alle vier Falle erledigt. Wir haben, um es zu- 
sammenzufassen, in diesem Kapitel Folgendes gefunden: 
Theorem 41: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen 


Transformationen der Ebene lisst sich auf eine der vier cano- 
nischen Formen bringen: 


1) cos ae 
2) a, aoe 
3) ae api ty S 
1) ay) Yay 


Die dazu notigen neuen Verdnderlichen x, y ergeben sich in 
den drei ersten Fdllen stets durch héchstens zwei Quadraturen. 
Im letzten Fall dagegen bedarf es der Integration der Diffe- 
ventialgleichung der Bahneurven. 


Kapitel 19. 


Integration der gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in x, y, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen 
gestatten. 


Jetzt sind wir geniigend vorbereitet, um das Problem der Jnte- 
gration einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
mehrere bekannte ifinitesimale Transformationen gestattet, wieder in 
Angriff zu nehmen. Wir erkannten mit Hiilfe des Satzes 5 und 
Theorems 38 des § 2, 17. Kap., dass wir aus den bekannten infinite- 
simalen Transformationen der Gleichung durch blosse Differentiations- 
processe in jedem Falle so viele infinitesimale Transformationen der 
Gleichung ableiten kénnen, dass dieselben eine nach Theorem 39, § 3 
des 17. Kap., héchstens 8-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen bilden. Diese Gruppe enthilt nach Theorem 40, § 4 des 
17. Kap., sicher zweigliedrige Untergruppen, und diese lassen sich, wie 
wir sahen, auf rein algebraischem Wege bestimmen. Demnach kénnen 
wir in allen Fallen, in denen uns mehrere infinitesimale Transforma- 
tionen der Differentialgleichung bekannt sind, insbesondere voraus- 
setzen, dass uns zwei infinitesimale Transformationen der Gleichung, etwa 
U,f und U,f, bekamnt seien, die eme zweighedrige Gruppe bilden, d. h. 
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fiir die entweder (U,U,)=0 oder (U,U,) = U,f ist (vgl. § 1 des 
18. Kap.). 

Hiernach werden wir entsprechend den vier canonischen Formen 
der zweigliedrigen Gruppen nacheinander vier einzelne Prebleme be- 
handeln. 


§ 1. Qa, y,y',y") = gestatte U,f und U,f, und es sei (U,U,)=0 
und 9,U,f + 9,U,f == 0. 


Wenn die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Qa, yy, y") = 0 
eine bekannte zweigliedrige Gruppe U,f, U,f der ersten canonischen 
Form gestattet, so kann man nach Satz 3, § 2 des vorigen Kapitels, 
vermége zweier von einander unabhdngiger Quadraturen neue Verander- 
liche x, ) bestimmen, in denen geschrieben U,f und U,f die Formen 
annehmen: 


dea ah 
dg’ 04 


Die Differentialgleichung werde dabei etwa in 
) 0 (%, Y, y) Say 


umgewandelt. Nunmehr muss sie (vgl. Satz 4, § 1 des 16. Kap.) 

cf und 3e gestatten. Nach Theorem 35, § 3 des 16. Kap., muss 

daher w frei von y und y sein. Durch Benutzung der neuen Ver- 

inderlichen xy, 9 erhilt demnach die Differentialgleichung die Gestalt: 
Yo Oy = 0 


und eme Quadratur giebt: 


ay" cS ee is 
af r+oa (a = Const.) 
oder, ausgefiihrt und nach yy’ aufgelést: 
b = p(t + 4), 
sodass eime gweite Quadratur 
y = {oe + a)d(¢y +a) +b (6 = Const.) 
ergiebt. 
Satz 1: Gestattet ene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

2(x, Y) y, y’) = 0 

zwei bekannte vertauschbare imfinitesimale Transformationen mit ver- 


schiedenen Bahnewrven, so verlangt thre Integration hochstens vier Qua- 
draturen. 
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Wir werden spiiter erkennen, dass das Integrationsgeschift ver- 
mége einer anderen Methode sogar nur zwei von einander unabhingige 
Quadraturen verlangt. Allerdings treten dann unter den Integral- 
zeichen noch arbitrare Constanten auf, 

In den neuen Verinderlichen xy, ) geht jede Integraleurve durch 
die ‘Translationen lings der y- und y-Axe, also durch jede Translation 
tiberhaupt, wieder in eine Integraleurve tiber. Die betrachtete Classe 
von Differentialgleichungen ist also dadwrch charakterisiert, dass es gelingt, 
thre co”? Integraleurven durch Einfiihrung neuer Variabeln in oo* ein- 
ander congruente und gleichgestellte Curven zu verwandeln. 


§ 2. Q(a,y,y,y") =0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U,U,) =0 
und 9, U,f + 9, Uyf = 0. 
Wenn die Differentialgleichung 


Qa, yyy") = 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,/f, U,f von der gweiten 
canonischen Form zulaisst, so fiihren wir nach Satz 5, § 3 des vorigen 
Kapitels, vermége emer Quadratur neue Veranderliche x, ) ein, sodass 
U,f und U,f die Formen annehmen: 
Of of 
yi. 
Wenn die Differentialgleichung durch Hinfiihrung von xy und y etwa 
diese Gestalt 
y a a(x, y, y) =) 
erhalt, so muss sie (nach Satz 4, § 1 des 16. Kapitels) a und 
L a gestatten. Die erstere Bedingung liefert durch Verwertung des 
Kriteriums in Theorem 35, § 3 des 16. Kapitels, dass @ frei von y 
sein muss. Alsdann giebt die zweite Bedingung, dass w auch y nicht 


enthalt. Somit lautet die in r, ) geschriebene Differentialgleichung: 
y” — a(x) = 0. 
Sie lasst sich ohne weiteres durch zwei Quadraturen integrieren: 


y = [foy)drdz +ar+b (a,b = Const.) 
Hier ergiebt sich somit 
Satz 2: Gestattet die Differentialgleichung 2(a, y, yy") = 0 ewei 
bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben Bahn- 
curven, so verlangt thre Integration héchstens drei Quadraturen. 
Auch in diesem Falle wird die spiiter zu entwickelnde Methode 
zeigen, dass nur zwei von einander unabhingige Quadraturen notig sind. 
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So Beispiel: Sei vorgelegt die lineare Differentialgleichung zwerter 
in 1 
2. Oran. Ordnung g 


f+ X(@)y + X@)y + X(#) = 0 
und seien 2,, 2 Zwei bekannte von emander unabhdingige Particular- 
losungen der sogenannten verkiirzten Gleichung 
a’ + X,(x)e + X(a)2 = 0. 
Ist dann y irgend eine Liésung der ersteren, so ist auch y + ¢ 2, + (é, 
eine Lésung derselben, wenn ¢,, c, Constanten bedeuten. Mit anderen 


Worten: Die unverkiirzte Gleichung gestattet die infinitesimalen Trans- 
formationen. 


ae of é L 
U,f = 4,(@) ay? = @,(2) ey 
denn diese erteilen y die Incremente z,0¢ und z,0¢. Hier ist (U, U,) =0 
und U,f und U,f haben dieselben Bahneurven. Es liegt also der 


soeben betrachtete Fall vor. Wir benutzen demnach neue Veranderliche 
t, 9, indem wir setzen: 


IDeA alpen io 
ike eats Bae eg Ls 
Es kommt zunachst x = Ferner kann offenbar = 2 gesetzt 


1 
werden. Diese neuen Verinderlichen sind nun in die vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung einzufiihren. Wir wissen, dass sie dann frei von y 
und y’ werden muss. Es kommt: 


pee 
y’ as ay ~- ay - Ss ee y 
d By & @. — & &y 
ay 
dy (& %" a4 y's) (2,4 i ee) == a —  Y) (ces 5) 
dx ~~ (2, 2’ — 2 %)” 
ast DB a a ee ee % 


Tg Za — a Bo (24 2 
Nun aber ist: 
” 7 —— um va i ode 
2, + X,4, + Xz,=0, 2, + X32, + Xe, =0 
und danach: 


Vs By — 2,” Bq ea 
4A, = lg ae ,) —- 7 rs ss 
Rye — & be AN = Ca 


Ks wird also: 


dy __ ” 
OL ta AT TAICaP (y + Xy' + Xy) 
oder, da 
: y + Xy + Xy = — X, 
sein soll: 
dy | LG Bante (a) 


y= dala “(aie ! —%,'z,)?- 
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Dies ist die gesuchte neue Differentialgleichung, wenn daraus nur 
noch # vermége 


eliminiert wird. Ihre specs liefert 


y= — fat) | 2s ‘a Zug eul®) +e2+y, 


lesa — 42, ae 


wo ¢ und y die im eas oder, da y= 2 ist: 
1 
FEET ein e) 2) 
yo—a, fal®) fa) pO + om + re 


Wir heben noch eine interessante Bemerkung hervor: Gestattet aufale Hoa 
™m 


eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die infinitesimalen Trans- 9 =° 
formationen 


af ot 
dy? * Oy? 

so ist, wenn 
y = f(2) 


irgend eine Particularlésung bedeutet, auch 
y =f) + aa +b 
eine Lésung der Gleichung, denn die beiden infinitesimalen Trans- 


formationen lassen x ungeindert, wihrend sie y die Incremente d¢ 
und «dt erteilen. Die Lésung 


y = f(a) + ax +b 
ist dann die allgemeinste, da sie zwei willkiirliche Constanten a, 6 
enthalt. Fiihrt man nun die neuen Veranderlichen 
ein, so nimmt die Integralgleichung die Form an: 
y = ay + 6. 
Die transformierte Differentialgleichung ist daher die Gleichung 
ne ae 0, 
da diese die soeben angegebene allgemeine Lésung hat. 

Hine Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei Verdnderlichen, 
welche zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben 
Bahneurven gestattet, ldsst sich also durch Einftihrung passender neuer 
Variabeln auf die Form 

y —_ (6) 
bringen; oder auch: Ihre oo” Integraleurven lassen sich im die oo” Ce- 
yaden der Ebene tiberfiihren. 
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Da die Gleichung y” = 0 gerade acht von einander unabhingige 
infinitesimale Transformationen gestattet, so folet riickwarts, dass eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche zwei vertauschbare in- 
finitesimale Transformationen mit denselben Bahncurven zulasst, ausser 
diesen noch sechs unabhingige infinitesimale Transformationen gestattet. 


§ 3. Q(x, y, yy”) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U, U,) = U,f 
und 9, U,f + 9, U2f == 0. 
Die vorgelegte Differentialgleichung 
S2(x, Y, y,, y") = 0 
soll nunmehr zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f, U,f 
vom dritten Typus gestatten. Wie Satz 7, § 4 des 18. Kapitels, lehrt, 
gelingt es uns alsdann, durch gwe: Quadraturen neue Verdnderliche 
t, ) einzufiihren, in denen U,f, U,f die Formen haben: 


of OF of 
Gleichzeitig wird 8& = 0 etwa in die Gleichung 


De ats c(t, y, y’) 


verwandelt. Wir wissen dann, dass sie a und wee P+ me “ gestattet. 


Da sie 2f zulisst, so ist sie nach Theorem 35 frei von ). ete da 


fe 
sie Oy bee ys = i nulisst, muss nach demselben Satze sein: 
0 
@ = u OX = ) 
d. h. 
Coy et 
CE lh et 
oder, da w schon von ¥ frei ist: 
eee cae 
t 


sodass die Differentialgleichung in den neuen Veriinderlichen y, y die 
Form hat: 


Diese aber ist durch Quadraturen integrabel. Sie lisst sich nimlich 
so schreiben: 
dy __ ay 
CTC nn a 
sodass eine Quadratur liefert: 
diy’ 


yee =leryta (a = Const.). 
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Fihrt man die Quadratur aus und lést nach y' auf, so kommt etwa 
y = vig E+ 4) 
und eme Quadratur giebt 
y= foie r+ajdy+b (b = Const.). 
Satz 3: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

Q(x, Y; y, y") a 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f, U,f, zwischen denen 
die Beziehung (U,U,) = U,f besteht, und welche verschiedene Bahneurven 
haben, so verlangt ihre Integration hochstens vier Quadraturen. 


Auch in diesem Falle leistet eine spitere Methode mehr, indem 
sie die Integration vermége zweier Quadraturen erledigt. 


§ 4. Q(x, y, yy”) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U, U,) = U,f 
und 9, U,f + 9, U,f = 0. 
Wir kommen zum letzten Fall, dem werten Typus. Wenn die 
Differentialgleichung 
2(a, Y, y,, y") = 0 
zwei infinitesimale Transformationen U,f, U,f des vierten Typus zu- 
lisst, so kénnen wir zuniichst nach Satz 9 des § 5, 18. Kapitel durch 
Bestimmung der Bahneuryen von U,f, also durch Integration eimer 
gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung solche neue Verinder- 
liche x, 9 einfiihren, dass U,f und U,f die Formen erhalten: 
of of 
ay? 9 By? 
wiihrend etwa 8 = 0 tibergehe in 
y” = a(t, yy). 
Diese Gleichung muss a gestatten, d. h. nach Theorem 35 ist sie 


frei von y. Auch soll sie 4 a zulassen. Daher giebt dasselbe Theo- 


rem noch die Bedingung 


o —y 5 =0 
oder: 
Olgo__ 
oy. Oy 
d. h. es ist 
co = (t)y. 


Durch Hinfiihrung der neuen Veriinderlichen y, ) nimmt somit unsere 
Differentialgleichung die Form an: 
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y= o(t)y, 


und eine Quadratur liefert: 


Igy = fo(e)de+lga (a= Const) 
oder 
es aed? ae 
sodass eine eweite Quadratur giebt: 
j= aff dy +b (b = Const.). 
Satz 4: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
R(x, Y, y, y”) = 0 
zwei bekannte infinitesrmale Transformetionen U,f, U,f mit denselben 
Bahneurven, und besteht zwischen U,f und U,f die Beziehung (U,U,)= U,f, 
so verlangt ihre Integration hichstens die Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung und ewer Quadraturen. 
Zu bemerken ist, dass auch in diesem hier schwierigsten Falle 


unsere spaiter zu entwickelnde Methode die Integration durch zwei 
Quadraturen vollig erledigt. 


Beispiel. Spiele V. - se ew 
Verkiirzte Beispiel: Vorgelegt sei die sogen. verkiirzte lineare Differential 
lin. Diffgl. 5 ° i 
in. Difisl. gleichung zweiter Ordnung: 


y+ Xi @)y + X(@)y = 0. 
Ferner sei ee Particularlisung y = 2(”) derselben bekannt. Ist dann 
y irgend eine Lésung der Gleichung, so sind auch y + cz und cy Lé- 
sungen, d. h. die Differentialgleichung gestattet die infinitesimalen 
Transformationen 
Uf=@ x, UfsyZ. 
Hier ist (U,U,) = U,f und U,f und U,f haben dieselben Bahn- 
curven. Hs liegt demnach der soeben betrachtete Fall vor. Wir 
fiihren nach unserer Methode neue Verinderliche x, y ein, indem wir 
setzen: lie OF Of. Oe 
dy oy? 4 dy—? dy 


Offenbar kénnen wir hier y = z# und y = setzen. Die Differential- 


¥ 
2(«) 
gleichung erster Ordnung, von der im Satz 4 die Rede war, ist also 
hier sofort integriert. Nun wird: 

yale) 
und daher, da y = @ ist: 

y = 2 + ayy, 

y = 2") + 227 + zy”, 


sodass 
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Yt Ky + XyHC" + Me 4 Xe) y4+ Ol + X,2)y + 2h” 
wird. Da aber z eine Particularlésung ist, so fillt das erste Glied 
rechts fort. In den neuen Verinderlichen lautet die Differentialglei- 
chung daher: 


y+ (224 X2)) y =0. 
Der in Klammer stehende Ausdruck enthalt nur ry. Daher giebt die 


Integration: 2 
Ulm feLee + )ay +, 


wo c und y die Integrationsconstanten bedeuten. Mithin kommt 


schliesslich, da y= und y =~ ist: 


ym ele) for IE) ae + pele) 


Hine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche ant dis Tone 
af mecey tee 
dy? Yay 


gestattet, besitzt, wenn y = f(x) irgend eine Particularlésung ist, die 
allgemeine Integralgleichung: 


y =f) + ay + 6. 

Setzt man y — f(x) =v, y =z, so kommt die Integralgleichung 
yar db, 
deren zugehorige Differentialgleichung lautet 
y” = 0. 

Mithin folgt wie in § 2: Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
zwei Verdnderlichen, welche eme zweighedrige Gruppe von nicht ver- 
tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahneurven 
gestattet, ldsst sich durch Einfiihrung passender neuer Variabeln auf die 
Form y” = 0 bringen. 

Auch hier kénnen wir weiter schliessen: Hine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche zwei nicht vertauschbare infinitesimale Trans- 
formationen zulasst, gestattet ausserdem noch sechs unabhingige in- 
finitesimale Transformationen. 
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Kapitel 20. 


Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in drei 
Veriinderlichen, welche bekannte infinitesimale Transformationen 
gestattet. 


Wir haben im vorhergehenden Kapitel des ofteren auf eine spiiter 
zu entwickelnde bessere Integrationsmethode der Differentialgleichungen 
Q(x, y, y’, y”) = 0 hingewiesen, welche zwei bekannte Transformationen 
zulassen. Diese Methode stiitzt sich darauf, dass wir an Stelle der 
Gleichung 84 = 0 die iiquivalente lineare partielle Differentialgleichung 
in den drei Veranderlichen z, y, y’ betrachten, die wir schon in Satz 7, 
§ 3 des 16. Kapitels, benutzt haben. 

Aus diesem Grunde wird es dem Leser verstandlich sein, weshalb 
wir hier eingehend ein Problem behandeln, mit dem wir uns schon 
friiher, allerdings in allgemeinerer Fassung, beschiftigt haben, namlich 
mit der Integration einer beliebigen linearen partiellen Differential- 
gleichung in drea Verdnderlichen, welche bekannte infinitesrmale Trans- 
formationen gestattet. 


§ 1. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af—O in 
L,Y, 2, welche eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet. 


Kis sei vorgelegt die lineare partielle Differentialgleichung 
eatin Oi of se 
Al aL Y 3y + Pies et) 
in wv, y, 2 Wie wir wissen, lisst sie jede infinitesimale Transformation 
von der Form @Af zu (nach Theorem 29, § 2 des 15. Kapitels). 
Hine solche infinitesimale Transformation, die ja nichts neues aussagt, 


nennen wir trivial. 
Es moége nun 


Saeki) of of 
UTS a cts Tay oS 
eine bekannte nicht triviale infinitesimale Transformation der Gleichung 
Af =O sein. Wir fragen uns, wie wir sie zur Integration von Af=0 
verwerten kénnen. 
Nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kapitels) hat (UA) die Form 
U(Af) — A(Uf) = Af, 
wo A eine Function von wz, y, 2 ist. Betrachten wir nun die beiden 
linearen partiellen Differentialgleichungen 


p= 0. Uy ae 
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so lehrt vorstehende Beziehung nach Theorem 12 (§ 3 des 10. Ka- 
pitels), dass sie eine gemeinsame Lisung f = (a, y, 2) besitzen oder also 
em sogenanntes vollstindiges System bilden. 

Diese gemeinsame Lisung @ lasst sich nach einem von Dubois- te Li- 


sung von 


Pees : ; i ee 
Reymond angegebenen Principe durch Integration einer gewolmlichen, 30 


Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Verdnderlichen be- Sine: Coe 
stimmen. Denn interpretieren wir, um diese Integrationsmethode an- 2. » v. 
schaulich zu machen, w, y, 2 als Punktcoordinaten des Raumes, so 


definiert das vollstindige System Af—=0, Uf=0 oo! Flichen: 
(x, y, 2) = Const. 

des Raumes. Wie wir schon in Satz 4, § 3 des 10. Kapitels, bemerkt 

haben, lassen sich diese oot Flachen auch dadurch definieren, dass 

auf einer beliebigen derselben w, y, 2 solche Incremente dx, dy, dz 

haben, welche der totalen Differentiaigleichung 


(1) (Y¥E—Zn)de + (ZE— XOay + (Ky — Yb)d2e =0 
gentigen. Schneiden wir nun diese cot Flachen g = Const. durch 


die Ebene 
(2) 2=—ax2-+ay, 


wo a irgend eine Constante sei, so erhalten wir co’ Curven, und diese 
werden eine gewisse Differentialgleichung zwischen , y erfiillen. Um 
diese Differentialgleichung zu finden, eliminieren wir vermége (2) und 
dz=dxz-+ ady 
z und dz aus (1) und erhalten sie dadurch in der Form 
(3) u(a, y, a)dx + v(a, y, a)dy = 0. 
Hat man diese Differentialgleichung bei beliebigem Werte der Con- 
stanten a integriert, so findet man auch leicht alle jene oo Flachen, 
da man dann ihre oo? Schnittlinien mit allen Ebenen 2 = % + ay 
kennt. Fasst man namlich unter den oo” Curven alle zusammen, welche 
durch einen Punkt der Axe des Ebenenbiischels 2 = # + ay hindurch- 
gehen, so bilden dieselben im allgemeinen eine der gesuchten Inte- 
gralflachen. 
Ist also etwa 
(x, y, 4) = Const. 


das Integral von (3), so ist, wenn a@ durch (2) eliminiert wird: 
.— ia ae 
g=-4 (a, Y; 2) = Const. 


die Gleichung der oo! Flachen, und somit ist die gemeinsame Lésung 

g(x, y, 2) von Af=O und Uf=0 durch Integration der gewdhn- 

lichen Differentialgleichung (3) von erster Ordnung in “, Y¥ gefunden. 
28* 


od 


Zweite Li- 


Af= 
durch eine 
Quadratur. 
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Der Leser bemerke, dass das in § 4 des 18. Kap. benutzte Inte- 
grationsverfahren auf einem Ahnlichen geometrischen Gedankengange 
beruht. 


Wir konnen also nunmehr die gemeinsame Lésung g(a, y, 2) von 
Af=0 und Uf=0 als gefunden betrachten. Es handelt sich zur 
vollstiindigen Integration von Af =O nun noch um die Bestimmung 
einer zweiten Lésung der Gleichung Af = 0. Dies verlangt, wie wir 
sehen werden, nur eine Quadratur. 

Zu diesem Zwecke sei vorausgesetzt, m enthalte etwa ¢ wirklich. 
Alsdann kénnen a, y, m an Stelle von x, y, 2 als Verdnderliche be- 
nutzt werden. In diesen neuen Verdnderlichen wird Af zu 


= p ar 6 
Af = An Zi+ Ay 5h + Ag sf 


oder, da Ag = O ist und aus Aw, Ay die Veranderliche zg zu elimi- 
nieren ist, etwa: 


= 0 é 
Af=a(z,y, 9) 5, + B@y, 9) 5 = 0 


und analog nimmt Uf etwa diese Form an: 
wat é of 
Of y (2, Y; g) a oie 0 (x, Y; 9) a 


In der Gleichung Af = 0 kommt kein Differentialquotient nach vor. 
Auch transformiert Uf diese Variabele nicht. Mithin spielt sie nur 
noch die Rolle einer arbitriren Constanten, und z, y allein treten als 
wirkliche Verinderliche auf. 

Jetzt liegt folglich das Problem vor, die Gleichung Af =O in 
x, y, die noch g enthalt, zu integrieren, welche die bekannte infini- 
tesimale Transformation Uf in x, y, die auch enthalt, gestattet. 
Dies verlangt nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) nur eine Qua- 
dratur, indem die zu Af=O iquivalente gewéhnliche Differential- 
gleichung 

ady — pdx = 0 
den Integrabilitaitsfactor 
1 
ad — By 

besitzt, indem ad — By =E 0 ist, sodass 
= a(t, y, p)dy — BL, y, pdx 
ed &(2, Ys ) O(&, Y, Y) — BCR, Y, Y) ¥(@, Y &) 
die gesuchte zweite Lésung ist. Hierin ist die Integration so aus- 
zufitihren, als ob g eine Constante wire, und erst nachher ist unter 
m die friiher gefundene Function (a, y, 2) zu verstehen. 


x 
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Also hat sich ergeben: 
Theorem 42: Gestattet eine lineare partielle Different 
gleichung 


Af= xo P+ ysty get = 


on dret ae aie “L,Y, & eime Sie nicht triviale in- 
finitesimale Transformation, so verlangt ihre Integration nur 
die Integration einer gewissen gewohnlichen Differentialglei- 
chung erster Ordnung in «a, y und eine Quadratur. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung Beispicle 
x 0 9 0 7) 
AFH @+ y+ ye) ++ y— east wet ya) Gm 


gestattet die infinitesimale ce Piha 5 


Upset y se test, 


denn es ist 

(UA)=A 
Af=0O und Uf =O bilden also ein vollstiindiges System, das der 
totalen Differentialgleichung 


dz dy dens | 
| + y + ye ety — ne na + yz | =0 
| x y a1 ot 


aquivalent ist, das ausgeschrieben so lautet: 
vedu + yedy — (a? + y*)dz = 0. 
Um diese zu integrieren, setzen wir 
e=ax-+ay 
und erhalten 
x(a + ay)da + y(a + ay)dy — (2* + 4°) (dx + ady) = 0 


oder 
ydxz — xdy = 0. 


Diese Gleichung ist frei von a und niitzt deshalb zur Integration nichts, 
denn sie sagt nur aus, dass die Integralflachen die Kbenen 2 = 7 + ay 
in den Geraden a= Const. schneiden, welche samtlich die Axe des 


Ebenenbiischels in demselben Punkt treffen. 
Wir werden also andere Schnittebenen benutzen, etwa diese: 
y=a+ a. 
Wenn wir diesen Wert und dy=dz in die totale Gleichung ein- 


fiihren, so kommt: 
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2(2u + a)da — (2a? + 2aa + a*)dz =0 
oder 
2e+a de 
20° + 2ax + a? ai = 0 
d. h. integriert: 


41g (2a? + 2ax + a’) — lg 2 = Const. 


oder: me 
y= Vee ee = Const. 


Um hieraus das Integral der totalen Gleichung zu finden, haben wir 
wieder @ = y — & zu eliminieren und erhalten: 


Soe 
z 


In der That ist Ap =0, Up=0. 
Nunmehr benutzen wir x, y und » als Verinderliche, indem wir 


p 
eliminieren. Dadurch kommt: 
- 7-3) 8 
ap=(e+ y+ tyety) s+ (ety —2yveFy) f=0 
und 
Upset Ft y 3, 
sodass die zweite he 4% von te 0 lautet: 
(0° su eh Ve+y P) ay — (2 + 9 — Svar ty) de 
ae sate Fe eer y ale) Pah i aw aan a 
ae 
= lg (VP + ¥ — oe —y)). 
Setzt man nun fiir m seinen Wert ein, so kommt: 
p= le Ve +y —lge+lge@—a#+y). 
2. Beispiel: Die geometrische Bedeutung unserer Theorie tritt 


an folgendem Beispiel deutlich heryvor. Angenommen, es sei uns be- 
kannt, dass die lineare ee, eee 


Af= ne frye f+ at 


die infinitesimale Verschraubung Lo der z-Axe: 


0 7) 
UpS—y setback t mel 


gestatte. Jede Charakteristik von Af—0O wird bei fortwahrender 
Austibung von Uf in Schraubenbewegung lings der z-Axe hingefiihrt, 
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indem sie immer wieder in eine Charakteristik tibergeht. Sie beschreibt 
dadurch eine Fliche, welche oo! Charakteristiken von Af—=0O und 
co' Bahneurven von Uf, namlich Schraubenlinien oder Charakteri- 
stiken von Uf = 0, enthilt. Jede solche Fliche, deren es cot giebt, 
ist demnach gemeinsame Integralfliche von Af=0O und Uf =0. 
Ist @ die Lésung des vollstindigen Systems Af = 0, Uf = 0, so stellt 
co == Const. jene cot Flichen, die wir Schraubenflachen nennen, dar. 
Nach unserer Theorie lasst sich w durch Integration einer gewéhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veriinder- 
lichen auffinden. Wir schneiden namlich die co! Flichen w = Const. 
durch oot Ebenen und stellen die Differentialgleichung ftir die oo' 
Schnittcurven mit einer beliebigen dieser Hbenen auf. Oben wihlten 
wir als schneidende Ebenen die Schar z=—x2-+ ay. Wir koénnten 
auch die Ebenen y = ax benutzen, die durch die g-Axe gehen. Als- 
dann wiirde sich eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen % und ¢ ergeben. 

Betrachten wir nun diese oo’ Schraubenflichen als gefunden, so 
ist es auch geometrisch klar, dass wir dann die Charakteristiken von 
Af = 0, also auch die allgemeinste Lésung von Af =O, durch eine 
Quadratur bestimmen kénnen, denn die co’ auf einer dieser Schrau- 
benflachen gelegenen Charakteristiken gestatten die infinitesimale Ver- 
schraubung Uf langs der z-Axe. Ihre Projectionen auf die (xy)-Ebene, 
die durch eine gewohuliche Differentialgleichung erster Ordnung zwi- 
schen z und y gegeben werden, gestatten demnach die infinitesimale 
Rotation um den Anfangspunkt: 

of 


5 oe of ‘ 

ae Ox sie oy 
Nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) ist also ihre Differentialgleichung 
durch Quadratur integrierbar. 


§ 2. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af — 0 in 
x,y, 2, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestattet. 


Noch mehr wird sich natiirlich die Integration einer linearen 
partiellen ee Thee, oe in 4, y, 2 


Af= xe f+yt44%—0 


S 


vereinfachen lassen, wenn sie zwei wesentlich verschiedene bekannte in- 
finitesimale Transformationen U,f und U,f gestattet. Dabei nennen 
wir, wie in § 3 des 15. Kapitels, U,f und U,f wesentlich verschieden, Wesentich 


wenn keine Relation zwischen U,f, U,f und Af besteht von der Form: snc inf. Trf. 


Af = 0. 
Const. U,f + Const. U,f + o(a, y, 2) Af = 0; 
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denn mit U,f gestattet Af = 0 auch jede infinitesimale Transformation 
von der Form Const. U,f + 0 Af. 

Wohl aber kann zwischen U,f, U,f und Af eine Relation mit va- 
riabeln Coefficienten bestehen: 


BrUi fF - B, O2f -- e@ Af = 90, 


in der also B,, B,, « Functionen von 2, y, 2 sind und ; keine blosse 


2 
Constante ist. Demnach unterscheiden wir zwei Fille, die wir nach 
einander betrachten. 
Pee eats Erstens: Es bestehe keine lineare Relation zwischen U,f, U,f und Af. 
1S A aco Nach Theorem 30 (§ 3 des 15. Kap.) gestattet Af—0 auch die 
“if Mh 4éSinfinitesimale Transformation (U,U,). Da sich jede infinitesimale Trans- 
formation in 2, y, 2 in ganz bestimmter Weise linear durch U,f, U,f 
und Af ausdriickt, weil zwischen diesen dreien selbst keine lineare 
Relation besteht, so ist auch etwa: 


(4) (U, U,) = Uy f + te ULF + vAf. 

Hier sind also u,, u,, v bekannte Functionen von a, y, 4. Nach Theorem 31 
(§ 3 des 15. Kap.) sind nun uw, und wu, Lésungen von Af =O oder 
Constanten. Auch sind dann, weil Af =O die infinitesimalen Trans- 
formationen U,f und U,f gestattet, U,u,, U,u,, U,w,, Up, Lésungen 
oder Constanten. Auch wenn wir (U,U,) auf u, oder wu, ausfiihren, 
miissen sich solche ergeben. Aber wegen (4) ergiebt sich dadurch 
keine von der vorher angegebenen unabhingige Lisung. Ferner ge- 


stattet Af 0 nun auch (U,(U,U,)) und (U,(U,U,)). Nach (A) ist: 
(U,(U, G2) = Uy - Uf + Uy te + Ugh + te (U,U2) + o Af, 

wo 9 eine gewisse ftir uns gleichgiiltige Function bedeutet. Dieser 

Ausdruck, aus dem sich noch nach (4) (U,U,) eliminieren lasst, giebt: 


(U,(U, U2)) = Uy 4 + tte) Ui f Us te te ble”) U2f + G AF. 
Nach dem Theorem 31 sind also U,u, + w,u, and U,u, + wu,” Lé- 
sungen von Af =O oder Constanten. Offenbar sind sie von den oben 
angegebenen Lésungen abhingig, sagen also nichts neues aus. Dasselbe 
ergiebt sich, wenn wir (U,(U,U,)) bilden. Somit folgt, dass in dem 
vorliegenden Falle nur die sechs Gréssen 


My, Ho} Uyuy, Upto; Unt, Ustte 
als eventuelle Lésungen von Af=O beriicksichtigt zu werden brauchen, 
indem die in §§ 3, 4 des 15. Kapitels entwickelten Htilfsmittel zur Auf- 
stellung neuer Lésungen nichts weiter ergeben. 
Bretor Da Af =O nur zwei von einander unabhingige Lésungen besitzt, 
ceo. 80 folgt, dass sich jene sechs Gréssen notwendig auf héchstens zwei 
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von einander unabhiangige reducieren. Sind es gerade zwei, so ist 
das Integrationsgeschaft beendet. 


Es kann aber auch eintreten, dass sich so nur eine Lisung er- 
giebt, oder aber, dass alle jene sechs Gréssen nur Constanten sind. 

Ergiebt sich eine Lésung g, so verfahren wir am einfachsten so: 
Ks sind in diesem Falle U,m und U,q Functionen von @ allein: 


Up =2,(y), Up = 25(9). 
Wir bilden die infinitesimale Transformation 
Vf = 2Q.(9)- U,f— 2,9) - O2f, 
welche Af =O gestattet. In der That ist wegen Ag = 0: 
(VA) = &,(U, A) — 2,(U, A), 
d. h. da nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kap.) (U,A) und (U,A) die 
Form 4 Af haben, so hat auch (VA) diese Form. Dass Af = 0 
die infinitesimale Transformation V/ gestattet, folgt auch aus den in 
§ 4 des 15. Kap. gemachten Bemerkungen ohne weiteres. Auch ist jetzt: 
Vo =2, - U,9 — &,:- U9 = 2,2, — 2,2, = 0. 
Die beiden Gleichungen: 
Af=0, Vf=90 
bilden demnach ein vollstindiges System mit der Lésung g, die uns 
schon bekannt ist. Indem man etwa w, y, p als Verinderliche an 
Stelle von x, y, 2 einfihrt, findet man wie in § 1 eine zwerte Lisung 
von Af =O durch eine Quadratur. 


Dass sich eine zweite Lisung durch Quadratur ergiebt, folgt kiirzer, 
aber weniger elementar, auch so: Ist 


epee es Lom tg or, ee C+o sf, 


so besitzt Af =O nach Theorem 32 (§ 5 des 15. Kap.) den Multiplicator 


XZ 

| 
1 ca mee fia 
Ee & | 


d. h. nach Jacobi’s Theorie lisst sich zur bekannten Lisung eine zweite 
durch Quadratur angeben. 


Nun bleibt noch die Annahme tibrig, dass alle sechs Gréssen 
Uz, 2, Uw bloss Constanten sind, also insbesondere 


(U,U,) =¢,U,f + ¢ U,f + .vAf 


wird (¢,, ¢, = Const.). Bei dieser Annahme sind wieder zwei Még- 


Zweiter 
Unterfall 


Dritter 
Unterfall, 
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lichkeiten zu unterscheiden: Entweder sind ¢, und c, beide Null oder 
nicht. Im letzteren Falle kénnen wir (wie in § 1 des 18. Kapitels 
bei den zweigliedrigen Gruppen) leicht erreichen, dass ¢, = 1, ¢, = 0 


wird, indem wir nimlich, wenn etwa c, +0 ist, U,f-+ 2 Uf und 
if 


= U,f an Stelle von U,f und U,f als die beiden infinitesimalen Trans- 
aT 


formationen benutzen. Demnach liegen die beiden Méglichkeiten vor: 
(U,U,)=vAf und (U,U,)=U,f+ v Af. 
ee Sei also zunichst: 
oaterale COs a= ep 
ome“ Sicherlich bilden 
Af=0 «und Uf=—0 
wegen (U,A)=4,Af (nach Theorem 29, § 2 des 15. Kap.) ein voll- 
stindiges System. (Vgl. § 3 des 10. Kap.) Es sei m die unbekannte 
Lésung desselben. Hs ist etwa: 
(U,A) = 4,4f 
und wir haben also: 
U,(Af) — AUF) = 4,4f, 
U,(U,f) — UU, f) = v Af. 
Setzen wir hierin f=, so ergiebt sich, da Ag = U,p = 0 ist: 
A(U,9) =0, U,(U,9) = 0, 


d. h. U,g ist Lésung des vollstandigen Systems, mithin eine Function 
von @ allein: 

U,9 = 29), 
denn es ist die allgemeinste Lésung des vollstiindigen Systems eine 
arbitriire Function von g. Wir kénnen uns unter m immer die L6- 
sung des Systems vorstellen, ftir die U,m=1 ist. Denn ist dies 
nicht der Fall, so ist: 


T,(@ (p)) = @'(g) 2(g), 
und dies lasst sich durch passende Wahl von w(g) immer gleich Hins 
machen, da 2(p) =: 0 ist. Ware nimlich Q(p) = 0, so hatten wir 
U,y =0, U.gp=0, Ap =0, ad. h. zwischen Af, U,f, Uf bestande 
gegen die Voraussetzung eine lineare Relation, indem die Determinante 


Xaey a 22, 
B77 HE a eee) 
bo Me o 


sein wiirde. Es hat sich also ergeben, dass eine Function  existiert, 
fiir welche: 
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ies state =0, 
Up ae stn ayt has =0, 
Ute et N25, eta 


: 6 
ist. Hieraus lassen sich fo} se, os bestimmen, und es ergiebt sich 


mithin g selbst durch eine Quadratur in der Form: 


dx dy dz 

Xe MG 

ase | & Mm  & 

cares Dies at | 
& om & 
& © & | 

Ganz analog hiitten wir zeigen kénnen, dass es eine Function w 
geben muss, fiir die Ap =0, UW = —1, Uw =0 ist, sodass die- 


selbe sicher von g unabhingig ist, da sonst U,~ = 0 ware, und sich 
durch eine Quadratur ergiebt in der Form: 


dx dy dz 
Xe AY IZ, 
— i | & 1 NN  & elle 
a eX: ai. ver ae 
e E, Ny & 
& 1, & 


Bemerkenswert ist, dass die beiden Quadraturen, welche die Lésungen 
m und w von Af = 0 ergeben, von eimander unabhdngig sind. 


Nun kommen wir zu dem Fall, dass Zweite 
Moglichkeit 

= im dritten 

(U, Ua Oa VAL Unterfalle. 


ist. Alsdann bilden 
Afz= 0, 50; f= 0 


ein vollstandiges System, dessen unbekannte Lésung p heissen moge. 
Es ist etwa (U,A) =A4,Af, und aus den Gleichungen: 

U,(Af) — A(U,f) = 4, 4f, 

U,(U,f) — U,(U,f) = Uf + v Af 
folgt, wenn wir darin f= 9 setzen, wegen Ay = U,p = 0, dass (wie 
im vorigen Falle) U,p eine Function von g allein ist, und demnach 
ergiebt sich (wie im vorigen Falle) selbst durch eine Quadratur in 


der Form: 


Begriffliche 


Deutung de 
dritten 
Unterfalles, 
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dx dy dz 

EXGD Yan 

a gE, Te bi 
hee =| Peery er bez, 
é, Tees 

E. Yoga &S; 


Somit ist eine Lésung von Af =O gefunden. Diese fiihren wir, 
wenn sie etwa von ¢ nicht unabhingig ist, neben w und y als Ver- 
anderliche ein. Dadurch geht Af =O itiber in: 


ree of af 
Af = Anz + Ay 5, = 0, 


weil Ag = 0 ist, und U,f in: 


weil auch U,m=0 ist. Hierin sind die Coefficienten Functionen 
von a, ¥, y, und  spielt die Rolle eines Parameters, da m von U,f 
nicht transformiert wird. Af —= 0 ist einer gewéhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen z, y Aquivalent, die auch @ ent- 
halt, und diese gestattet Uf, sodass sich das Integral (wie in § 1) 
durch eine’ Quadratur nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) ergiebt. 
Man bemerke, dass in diesem Falle die beiden Quadraturen nicht von 
emnander unabhdngig sind, wie im vorigen. 


Fassen wir alles zusammen, so hat sich also ergeben: 
Theorem 48: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung ; 
__ y Of of Eee 
eee Voy a 1) 


zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f und U,f, 
welche keine lineare Relation 


B(x, y, 2) U,f + Bo(a, y, 2) U,f + a(a, y, 2) Af =0 
erfillen, so verlangt die Integration von Af=0 héchstens 
zwet Quadraturen. 
In betreff der beiden zuletzt betrachteten Falle, in denen 


(U,U,) = qU,f + @U,f + vAf 


ist, bemerken wir noch Folgendes: Sind m und yw zwei von einander un- 
abhingige Lisungen von Af = 0, und ist y eine Function, fiir die A4y==1 
ist (und die es immer giebt), so sind g, w, y von einander unabhingig, 
und man kann sie als neue Verdnderliche an Stelle von 2, y, 2 einftihren. 
Alsdann wird 


s 
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af 
CF == Up gh + vay ot Ua 3p 
Uf = Typ go + Dyy gh + Uyy ae 


Auch sind U,g, U,w, U,g, Uw als Loésungen von es! O Functionen 
von g und w allein; also ist etwa: 


Tip = Qu, ¥), Typ = Qi (g, v), 
Us 9 = Qa (9, wv), Uy» = Qo9(H, v), 


airs of 
U,f=2 11 ‘ aa) =e Oe 
7 of 
bs aes So1 is rat oo a ae Us OL 
wird. Lassen wir hierin die letzten Glieder fort, so sind die verkiirzten 
infinitesimalen Transformationen: 


U,f=Qy ag + 7 
U,f=2 2%, 5 f+ Qu. Zh 


immer noch solche, welche Af—O gestattet, denn sie vertauschen die 
Charakteristiken go = Const., ~ = Const. von Af =O unter einander, da 
_ die § Functionen von gm und w allein sind. Es war nun 


(ONS quip qu + vy AP 


Die neuen Formen von U,f, Uf, Af, geschrieben in g, w, y, zeigen, dass 
alsdann auch 


sodass: 


(U,0,) = ee GU,f 
ist, d. h. die verkiirzten infinitesimalen Transformationen Uz ie ip f bilden 


eine zweighedrige Gruppe. Dies ist die begriffliche Deutung der beiden 
zuletzt betrachteten Fille. 


Nachdem nunmehr der erste Hauptfall erledigt ist, kommen wir 
zum zweiten. Also: 
Zweitens: Hs bestehe eine lineare Relation zwischen Af, U,f und U,f: _Zveiter 


Hauptfall : 

BUS + Bf + «Af =0, a 

. I, “ 

wo also & = g keine blosse Constante sem soll, da sonst eine der infini- en SE es 


tesimalen Transformationen trivial wire. 
In diesem Falle ist, indem wir $, == 0 voraussetzen diirfen: 


Uf Uh gi tten + 9UL +E Af 


und also nach Theorem 31 (§ 3 des 15, Kap.) m eine Lésung von 
Af = 0. Sicher ist, da Af =O die infinitesimale Transformation U,f 
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gestattet, U,g eine Lésung von Af =O oder eine Constante. (Das- 
selbe gilt von U,g, aber es ist offenbar U.my = — pU,q, d. h. es 
Erster_ ist abhangig von g und U,q, giebt also nichts neues.) Ist U,g eine 


Unterfall. 
von g unabhingige Function, so ist sie eine zweite Lésung von 
Af = 0, und das Integrationsgeschaft ist zu Ende. 

Zweiter 1 7 1 

eae Wenn aber U,g nur eine Function von » oder eine Constante 


ist, so liefern die in § 4 des 15. Kap. gegebenen Mittel keine neue 
Lésung, denn es ist dann U,g eime Function von » allein und ferner 
ist (U,U,) von der Form 4(y)U,f+o6Af. Um eine zweite Lésung 
zu finden, verfahren wir vielmehr so: Wenn  etwa z wirklich ent- 
halt, so kénnen wir 2, y und gm als neue Verdnderliche einfihren. 
Dadurch geht Af tiber in: 


Ap Ag of Led Ay 
weil Ag = 0 ist, und U,f geht tiber in: 
= 0 
Tf = Vie 5h + ty sh + U9 5 ee 


U,f hat keinen Nutzen weiter, da wegen der ee von U,f und » 


Mogicnkes BUBMehr U,f als trivial zu betrachten ist. Ist nun U,gp ==0, so hat 


Untewtalle, U,f zur Integration der Gleichung A,f—=0, welche U,f gestattet, 
keinerlei Wert, denn U,/f transformiert ausser x, y auch g, das in 
Af =O nur die Rolle eines Parameters spielt. Es wird dies ein- 
leuchtend sein, wenn wir ein Beispiel nehmen: Z. B. gestattet die 
Differentialgleichung 


of 0 
die infinitesimale Transformation — wenn wir sie als Differential- 


gleichung in #, y, 2 auffassen, aber offenbar kann dies zur Integration 
der Differentialgleichung nichts beitragen. Abhnlich verhilt es sich 
iiberhaupt, sobald U,f die Verinderliche y wirklich transformiert. 
Wenn also U,p ==0 ist, so haben wir noch Af=0, d. h. eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung erster Ordnung in ewei Veriinderlichen 
zu integrieren. 

eee Ist dagegen Up =0, so transformiert Uf die Verinderliche 


Moglichkeit 


des letzten 7 : : is . . 
Cee gar nicht und kann als infinitesimale Transformation in a, y auf- 


gefasst werden, welche Ay = 0 invariant lasst. Nach Theorem 8 
(§ 1 des 6. Kap.) erhalten wir dann eine Lésung von Af =O durch 
eme Quadratur. 


? 


Beispiele. 447 


Sonach hat sich ergeben: 
Theorem 44: Gestattet die lineare partielle Differential- 
glerchung 


A fee ine C4Z of 9 


zwer bekannte ean PM A boc U,f, U,f, welche 
eine Relation 

By (a, y, 2) Uf + Ba(a, y, 2) Urf + a(a, y, 2) Af = 0 
erfiillen, in der sich B,:B, nicht auf eine Constante reduciert, 
so verlangt die Integration von Af =O im ungiinstigsten Falle 


die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Verdnderlichen. 


§ 3. Beispiele. 


Wir wollen die Integrationstheorien des vorhergehenden Para- 
graphen durch eine Reihe von Beispielen erlautern. 
1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


a) 7) 7) 
Af=(@—y—#+2%2so+2y—ats + (e—y—2) so — 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


Of=s+ st, Ufsuyt2e+y (+25 - 2), 


wovon man sich tiberzeugen moge. Hier besteht zwischen U,/, U,f 
und Af keine lineare Relation, era 


— Of 20s 

(U, U;) = 2s +25 a ae) Fo 
ist. Demnach ist ares oder also 
p=y+ 22 


eine Lésung von Af=0. Nun ist 

U,.p=2, U.p=0. 
Nach der allgemeinen Theorie des vorliegenden Falles in § 2 bilden 
wir demnach 


Vi=0.- U,f—2.- U,f, 
d. h. wir werden als Vf direct U,f benutzen. 
Die beiden Gleichungen 
Abjim On erniemel 5 jean () 
bilden ein vollstiindiges System. Statt der zweiten Gleichung thun 
wir besser die einfachere 
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zu benutzen, die beim Wegstreichen des Factors y + 2¢+ 1 ibrig 
bleibt. Wir benutzen als Veranderliche w, y und gy =y-+ 2z. Da- 
durch gehen Af und U,f iiber in: 


Ae ee) oe 


nee Oy 
Also ergiebt sich die gesuchte zweite Lisung in der Form 
ax dy 
a—f_—%42 y—22+9 
oi Vs tiS ais 2 as 
BC ee Be y—2xe+ 
1 2 
= d(2x — y¥— 9 +2) 
—1f(-de—say + 22—y—p+e2 ) 
ey 


——-444ig@u—y—9 +2) 
Hierin ist nun der Wert mg = y + 22 zu substituieren, sodass kommt: 


yS=—F—t+tle2@—y—2+1). 


2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung: 
oe a mY, a 
Af = (we + er*9) 5 — a(t pa) 5h + aor —«) sl 9 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


gl _ Zt : teat ence pe Zt 
Tie= 1+ ¢ ? ON = z(1 + 2) ; 


Man méoge dies verificieren. Zwischen U,f, U,f und Af besteht 
keine lineare Relation, und es ist 


(U,U,) = 0. 
Nach unserer allgemeinen Theorie sind 
= Liggett en-t — a(1 +- x) gey—% — 92 
Fae a 
= 0 eer 
1+<¢£ 1+e2 


und 
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da dy dz 
wet e—=s —2(1+ a) zev—27— 2 
a evk il 1 
z(1 + a) ita 


Lésungen von Af=0. Es bedeutet hierin 4 die Determinante 
vet ey—= — 21+ x) set? — 2 


= 0 
4= i+ a res = (1 + e—**)z., 
a(i + 2) 1 cee a 
Man findet: 
Ams ee i 
o= | ee ee dae re are | ==lg(e sine oe 


Ks ist daher einfacher e*’ + e¥ eine Lésung von Af=—0. Weiter ist 


=| z((A —2e7+ eY da — 2 * dy + (4 + wvzje* + eY) dz 
v ——- oz : * = 
a(e”* + e¥) 
ed | oe zi Se 
il da — dy + — de+ Dae 
=—a«e—ytlgzet+lg(e + e*). 
Demnach werden wir als zweite Lésung die Function « + y — lg z 
benutzen konnen. 


3. Beispiel: Die lineare partielle pa 
Af = 2y — aerts oF 4 +(L-y+2) 
gestattet die beiden infinitesimalen aie. 


i= 5 Ae Cy ot. 

Zwischen U,f, U,f und Af besteht keine ne Relation, wihrend 
(U,U,) =2U,f 

ist. Nach unserer allgemeinen Theorie fiir den vorliegenden Fall 

ist also 


| dx dy dz 
| 2y —aert eye L—w-b es 
Zain | Lf DS 0 
Sa | 2y— eer tyes 2—yte 
1 0 0 
22 1 1 


eine Lésung von Af=0O. Es kommt: 


Lie, Differentialgleichungen. 29 
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aif! —y+t2dy — 2 — 2%y—2)dz 
,= eae} 


=| 1 2dz— i= UF ay —*#) 


= 22 — (Ig je) 

=) 21s ee. 
Wiirden. wir nun entsprechend der allgemeinen Theorie x, y und 
als Verianderliche benutzen, so entstinden algebraische Schwierigkeiten, 
indem sich g nicht algebraisch durch x, y und » ausdriicken lasst. 
Wir benutzen deshalb 

z y¥ts=u, 

als neue Verinderliche und finden, dass Af und U,f tibergehen in 


Ae se OF of 
Af= 26? bP a i 


— 0 
Gee 
Nach der Theorie ist demnach 
| dz du 
— | Cae 1 == 2uU— G 
p= or ee = f(- dx + &—¥du) 
et eccunt 


eine zweite Losung von Af = 0, wenn darin 
be=y Be pay =F ew lely ag) 
eingesetzt wird. Demnach kommt: 
A Ree en elegy Cae 


4, Beispiel: Die Gleichung 
= of of 0 
Af=@t+y5e+ @+y)o—@t+y+ 22) fF — 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


eee ee ye eee, 
Uf = lata 


Uf = (0 + 9) 56 + (w+ 9) GE +2258 
Hier besteht zwischen U,f, U,f, Af eine lineare Relation, nimlich: 
U,f = (ay + ye + 2x) U,f + Af. 


Demnach ist: 
gp=ryt+ ye+ 2x 
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eine Lésung von Af=0. Nun ist: 


Up == tUE* w+) 


auch eine Liésung, oder also es ist 


(x + y + 42)(@+y) 


eine Lésung von Af=0. Diese lasst sich so schreiben: 


(@ — ¥)? + 4p 


und demnach werden wir 
p=nx-y 
als zweite Lésung annehmen. 


5. Beispiel: Die Gleichung 
7} 
Af = aly — 2) So + y(e — 2) 5h + a(e —y) =o 


gestattet die beiden infinitesimalen pea, oe 


Ufaoe ty tee, 


eae (© of ed oF 
Usl =a Ande pages 
Es ist hier ; 
Ol ans 5 Ut 
und demnach 
Q=xryz 


eine Lésung. Es ist U,p = 39, U,.y = 8, sie geben also. keine neue 
Lésung. Daher fihren wir x, y, g als Veranderliche ein, wodurch 
Af = 0 iibergeht in: 


of of 
Ries (xy — 2) f+ (2 —ay) Zo = 
‘Da U,g =£ 0 ist, so niitzen die infinitesimalen Transformationen nichts 


mehr zur Integration. Es handelt sich noch darum, die Gleichung Af = 0 
zu integrieren. Sie ist Aquivalent der gewohnlichen Differentialgleichung 


de dy 
g p 
Mh y ine 
oder 
dx Se tey 
ary? — pe py — xy? 
oder auch: 


pd(xy) — av y'd(a + y) =0 
oder endlich: 


yp a —d(a+y)=0. 


Also ist 
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ee ey 


vy 


oder, da my = xyz ist: 
Cat De a fam 
die gesuchte zweite Lésung von Af = 0. 
6. Beispiel: Die Differentialgleichung 
7) of 
4f=y—)7o+y—a f+ @-—HN@—H) i =0 
lasst die beiden infinitesimalen Transformationen 


at 
re tae 


U.f=(@— y) (ha C45) 
zu. Hier ist 
C= — UF 
und demnach 
p=rt—y 


eine Lésung von Af=—0. U,g~ =O liefert keine zweite Loésung. 
Demnach fiihren wir ~, pm und zg (da m von # und y abhingt) als 
neue Verdanderliche ein. Dadurch geht die Differentialgleichung iiber in 


i 0 0 
ee 
wihrend U,f in 
Uf 


a 


zal he — 2)dx — (x — mp — &) dz 


£— yp — 2— o(e& — 2) 


zur Integration von Af =O bei. Es ist also 
Y—yp—2 g(t — 2) 
L— DP — &— P(% — 2) 
—— 


st 4 of 
iibergefiihrét wird. Weil U,p=0 ist, so ron U,f im jetzigen Falle 
dx dé 
vaf x2—p—2 g(x — 2) 
1 1 
= fee= 2) (daw — dz) — (@ — » — ¢ — g(a — 2)) dz 
_ (a — 2) d(a — 2) 
=-et of Ooi; 
=—s+ 9(Pae + Pp eld —9) @—2)—9)}) 
a. — y)(“@— 2 
= — 2+ CO MS— 84 (AS1) eld 2+) 2) 0 +9) 
eine zweite Lésung von Af = 0. 
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Zur eigenen Durchrechnung empfehlen wir dem Leser noch ein 
7. Beispiel: Die Be partielle ee ee 


Af= (we — 9) 55 + ye — 2) + (1 — 2) 


gestattet die beiden eae Poti 
of 
f= es ae ar Y ar 
Unf = (a* + ie Lt 2oy oh 


Man verificiere dies und integriere He FT ee in Ge- 
missheit der einschligigen Methode des § 2. Man findet die Lésungen 
“2+ yz und yt «wz. 


oh, 


Die vorstehenden Beispiele sind sehr einfacher Natur. In den 
meisten derselben kann man die Integration auch ohne Benutzung 
unserer Theorie ausfiihren. Diese Beispiele sollten aber tiberhaupt 
nur dazu dienen, den Leser in der Anwendung jener Theorie zu iiben. 

Wir geben nun noch einige Beispiele in geometrischer Hinkleidung. 

8. Beispiel: Kine Schar von co? Curven des Raumes sei durch 
foleende Angaben definiert: Sie sollen siimtlich eine beliebige Ebene 


Y — Const. durch die w-Axe in Punkten mit parallelen Tangenten 


schneiden, und zwar soll die Richtung der betreffenden Tangente fiir 
jede der Ebenen gegeben sein. Man soll die Curven finden. 

Wir verfahren so: Ist (x, y, 2) ein Punkt einer dieser Curven 
und sind dz, dy, dz die Incremente der Coordinaten lings derselben, 


so sind 2 und a die Tangenten zweier Winkel, durch welche die 
“x 


Richtung der Curve im Punkt (a, y, 2) bestimmt wird. Da alle 


Curven eine Ebene # = Const. in Punkten mit parallelen Tangenten 
: onoa @ 12 : 
schneiden sollen, so sind mithin oe und + gewisse gegebene Func- 


tionen me) und Z (2). Demnach. lautet das simultane System, 


welches die Curven definiert: 


z 0x 
oder 
da dy _ dz 
Lo ge ee 2 
Die zugehdrige partielle Differentialgleichung ist diese: 


apathy x(t) 4 2 (2) =o. 
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Ihre Charakteristiken sind jene co? Curven. Aus der geometrischen 
Vorstellung erhellt sofort, dass jede dieser Curven in eine ebensolche 
iibergeht, weun eine Verschiebung lings der w-Axe ausgefiihrt wird. 
Af = 0 gestattet demnach die infinitesimale Translation 
a OFe 

Oh 0a 
Ebenso ist klar, dass die Curven unter sich vertauscht werden, wenn 
alle Radienvectoren vom Anfangspunkt aus proportional vergréssert 
werden, d. h. Af =0 gestattet auch die infinitesimale Ahnlichkeits- 
transformation 


Man kann nachtriglich die Richtigkeit dieser Schliisse analytisch veri- 
ficieren. Es besteht nun zwischen Af, U,f und U,f keine lineare 
Relation, denn ihre Determinante 


Ae eee 
4=\1 0 0 |=Zy— Ye 
a 3 


ist im allgemeinen nicht identisch Null. Den Fall 7 =0 betrachten 
wir nicht, denn in demselben sind die gesuchten Curven offenbar 


Geraden in den EHbenen £ = Const. Sei also: 
A == 0, 
(0, 0,) = U,f. 


Nach unserer Theorie in § 2 ist demnach: 


§ 


| da ~ : | 
Zdy — Ydz 
o= fy zt nb if Zy —Ya 
eine Lésung von Af = 0. Sie lasst sich auch so schreiben: 


ween f 20H 
me (8) t=) 


Nunmehr werden w, ¢ und gp als Verinderliche benutzt. Dadurch 
geht Af = 0 tiber in: 


Hs ist ferner 


Af=si a zt AG, 


wo aber in Z (2) statt # die betreffende Function von und ¢ zu 
setzen ist. U,f geht in 
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x a of 
Oa 


liber. Also ergiebt sich die zweite Lisung: 


y= (w@—Y)S0- Lg 


Hierin ist vor der Quadratur Z als Function von m und ¢ aus- 
zudriicken und wahrend der Quadratur m als Constante zu behandeln. 
Alsdann sind 

g = Const., » = Const. 


die gesuchten Gleichungen der Curvenschar. 


9. Beispiel: Hine Schar von oo? Curven im Raume sei dadurch 
definiert, dass in jedem Curvenpunkte die Neigung der Tangente zur 
x-Axe und ihre Neigung zum Lote vom Curvenpunkt auf die w-Axe 
Functionen der Lange dieses Lotes allein sind. Man soll die Curven 


berechnen. 
Der Cosinus der ersteren Neigung wird durch 
dix 
Vda? + dy?+dz2’ 


der der letzteren durch 
ydy+2dz - 1 
Veta dai dy? + ae 
gemessen. Demnach sind 
de an ydy+zdz 
Vu? + dy?+ dz? de 


gegeben als Functionen yon y* + 2? allein. Sei also etwa: 


Saeed ete fp AA get ay, 


dan 
Ue uae =y(y+ 2). 
Dann ist: 
ay = Bist yp +2Vo-(y?+2)—v), 
= oa eb — Vo FA) — 99), 


und die gesuchten Curven geniigen dem simultanen System: 


dex dy dz 


PE ypteVo-Y+tA—e ewp—y Vo Y+A—¥ 


Die zugehorige lineare partielle Differentialgleichung lautet: 
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Apa tpt) 2 £4 (yp + eR) C+ (ey — yh) 5f = 


wo zur Abkiirzung 


VeG+F)—P ak 
gesetzt ist. 


Es handelt sich um die Integration der Gleichung Af = 0, deren 
Charakteristiken die gesuchten Curven sind. Aus der geometrischen 
Anschauung erhellt, dass jede unserer Curven durch eine Verschiebung 
lings der w-Axe in eine ebensolche iibergeht, ebenso durch eine 
Rotation um dieselbe. Daher gestattet Af—O die beiden infinitesi- 
malen Transformationen: 

ERG 0 of 
Tf Ufa oe 
Zwischen Af, U,f und U,f besteht keine lineare Relation, denn ihre 
Determinante: 


yte yoteR ep —yh 
A= 1 0 0 =(y + 2)uv 
) zg —y 


ist nicht identisch Null, es sei denn »=0. Dies aber ergibe, dass 
unsere Curven zu den Loten zur x-Axe senkrecht verlaufen, also auf 
Rotationscylindern um die xv-Axe liegen, d. h. Schraubenlinien sind. 
Wir setzen also voraus, es sei 4 ==0 oder also y == 0. Nach unserer 
allgemeinen Theorie sind nunmehr 


: da dy dé 
1 
o=ft yte ypt+eR ebo—yR 


i 0) 0) 
s/f — yR)dy — (yp + @R) dz 
ae (y® + 2”) 


__ 1 (Ray +2 y 
=o) Ge ee 


dau dy dz 
1 
vf ype yo teR ey —yR] 
0 


a =i 
ioe 1 [ dy’ + 2’) 
ee hay fs 


Lésungen von Af=0. Die unter den Integralzeichen verbliebenen 
Functionen R und w enthalten nur y? + zg. Die gesuchten Curven 
haben dann die Gleichungen 


= Const., w= Const. 


und 
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§ 4. Zweite Integrationsmethode fiir eine gewohnliche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in w, y, welche zwei bekannte infinitesimale 
Transformationen gestattet. 


Wir werden nunmehr die in § 2 durchgeftihrte Integrations- 
theorie verwerten zur Integration einer gewdhnlichen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in x, y und dadurch zu derjenigen Inte- 
grationsmethode derselben gelangen, auf die im 19. Kapitel mehrfach 
hingewiesen wurde. 


Hine gewoéhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in a, y: Diffs! 2. 0- 
5 5 5 5 ? in a, y mit 


2 ita ere. 


Wises (x, Y; y) = 0 Uy f, Unf. 
sei vorgelegt, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen 
in x, y zulasst: 
een of 
Cis ae 1 Gy? 
mae he of 
Uf = ba 55 + oy 
Wie wir wissen (vgl. Hinleitung des 19. Kapitels), kénnen wir immer 
annehmen, dass U,f und U,f eine zweigliedrige Gruppe von infinite- 
simalen Transformationen bilden, und dass insbesondere der Klammer- 
ausdruck 


(U,U,)= 0 oder (U,U,)= Uf 


ist. 
Die Differentialgleichung 
y — a(%,y,y) =0 
oder 
dy P 
= o(%,y,9); 
wo he = y ist, ist der linearen partiellen Differentialgleichung in drei 


Veranderlichen : y, yf: 
1 6 7) 
Afelty ft o@yy)Z =0 


oy 
fiquivalent, welche die aus U,f und U,f es tcan infinitesimalen 
Transformationen 
es of Of Ons On, nF re O&, 
ufaesetn he (Sty G@-S)-v@)zZ, 
of On On, _ O& , 2) of 
vf=e ttn H+ (3 aN | (fe - F) 9 ay 


gestattet. Das Problem der Integration der Differentialgleichung 
y— o(a, y, y’) = reduciert sich auf das der Integration der Glei- 
chung Af=0. Auf diese Gleichung wenden wir die Integrations- 
theorie des § 2 an. 


Erster 


Hauptfall: 
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Wir beginnen mit dem Fall, dass U,f und U,f mit einander ver- 


(UU) =9. tauschbar sind: 


Hrster 


Unterfall. 


(U,U,) = 
oder, was nach Satz 2, § 1 des 17. Kapitels, dasselbe ist, dass 
(Coes UZ) =0 


ist. Es fragt sich zunachst, ob zwischen Af, U,'f, U,f eine lineare 
Relation 

BUT + BU, f + «Af = 0 
besteht, in der B,: 6, keine blosse Constante ist (denn sonst ware 
eine der beiden infinitesimalen Transformationen trivial). 

Wir werden zunachst die Méglichkeit untersuchen und erledigen, 
dass zwischen U,'f, U,f und Af eine Relation besteht. Dabei sind 
die beiden Annahmen, dass zwischen U,f und U,f eine oder keine 
lineare Relation besteht, d. h. dass U,f und U,f dieselben oder ver- 
schiedene Bahncurven in der Ebene (x, y) besitzen, verschieden zu 
behandeln. 

Sei also zunichst: 

U.f=o0U,f (o = Const.). 
Wir untersuchen, ob dann zwischen U,f, U,f und Af eine Relation 
or 


bestehen kann. Da in U,f und U,f die Coefficienten von ae und % 


frei von y’ und nicht simtlich Null sind, so enthalt @ nur x und y. 
U,f ist die Erweiterung von @U,f oder von 


7] 7) 
06, ee + on, 35 
und diese hat die Form 
4 lg ra) , 
Ut=ett+ (me +y (ng — b1 Bee e) § ao 
Daher lautet die Determinante von Af, U,/f und U,'f: 


ee 1 CA 
Q On, 8, rae 
gE, Ny oat ‘(Ge — Fi) —9* 


of om se + yf — &) — ve) 


nC 
+52 ty (me — B15 ee pe 


Dieselbe reduciert sich auf: 


| s : (ngity (ug — § 5 hs Ts ce). 
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Hierin ist der erste Factor y, — y& sicher nicht Null. Der zweite 
ware nur dann Null, wenn einzeln 


0g __ CG 
I 0, noe — ole a, = 


ware. Dies aber wiirde, da & und », nicht beide Null sind, - = 0 


7) : - . 3 
und 5° = 0 liefern, d. h. @ ware eine Constante, was, wie gesagt, aus- 
oy ? ) ? 5 that) 


geschlossen ist. Im vorliegendem Falle ist somit die Determinante 
nicht Null und es besteht keine lineare Relation zwischen Af, U,f 
und U,'f. Dieser Fall kommt also nicht in Betracht. 

Wir wollen nunmehr annehmen, dass U,f nicht dieselben Bahn- 
curven wie U,f habe, also keine lineare Relation zwischen U,f und 
U,f bestehe. Um alsdann zu entscheiden, in welchem Fall zwischen 
Af, U,f und U,f eine lineare Relation besteht, d. h. wann die Deter- 
minante 


1 y¥ (a, Y, ') 
ve On Os; 12 0 & 
A= eh +y (GB om ce) Sait oy 
6 ON» GE, rg OF 
| Ne Agate g (G2 — 3) - Oe ay 


identisch verschwindet, sles wir uns wie in § 2 des 18. Kapitels 
canonische Verdnderliche rx, y der zweigliedrigen Gruppe von infini- 
tesimalen vertauschbaren Transformationen U,f, U,f mit verschiedenen 
Bahncurven eingefiihrt, wodurch 


0 
Uf=, Uf=5 


a di 

also auch, wenn erweitert wird durch Hinzunahme von \ = oe 
me i 
Ur i= a, U,f = 5, 


wird. In den neuen Veranderlichen x, ) lautet unsere Differential- 
gleichung zweiter Ordnung etwa: 


y — w(t, 9, y) = 0. 
Da sie f und a gestattet, ist hierin w eine Function von y allein. 


Die Determinante 4 hat nunmehr die Form 


1 y w(y) 
if 0) (6) 
OP A 6) 


und verschwindet nur dann, wenn w= 0 ist, d. h. die Differential- 
gleichung die einfache Form 
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y= 0 
annimmt, deren Integralgleichung lautet: 
) = Const. - ¢ + Const. 


Die Curven t) = Const. sind die Bahncurven von U,f, die Curven 


t= Const. die von U,f und jede infinitesimale Transformation von 


der Form ¢, U/f+ co U,f (Gq, ¢ = Const.) oder «, f + 6, sf hat offen- 


bar Bahneurven von der Form 

y = Const. - y + Const., 
d. h.: Im vorliegenden Fall sind die Integralcurven der Differential- 
gleichung die co? Bahncurven aller oo' infinitesimalen Transformationen 
der zweigliedrigen Gruppe U,f, U,f von infinitesimalen Transfor- 
mationen. 

In diesem Fall ist die Differentialgleichung y”— (a, y, y) = 0 
sofort integrierbar durch EHinfiihrung der canonischen Veranderlichen 
x, ». Da die Bestimmung derselben nach § 2 des 18. Kapitels zwei 
von einander unabhangige Quadraturen erfordert, so sehen wir: 

Wenn y”— w(x, y, y’) = O zwei infinitesimale vertauschbare Trans- 
formationen U,f, U,f mit verschiedenen Bahncurven gestattet und 
zwischen U,'f, U,’f und Af eine lineare Relation besteht, so verlangt 
die Integration zwei von einander unabhdngige Quadraturen. Damit ist 
der Ausnahmefall, dass die Determinante identisch verschwindet, erledigt. 


In dem soeben besprochenen Fall kénnen die zwei Quadraturen 
sogar auf eime emzige reduciert werden. Wenn eine Relation 


B, Of + B, Us f + «Af = 0 
besteht, so heisst dies nach den geometrischen Auseinandersetzungen 
des § 4, 15. Kap., dass jede Charakteristik von Af=0 fiir sich im 
Raume (#, y, y’) eine infinitesimale Transformation von der Form 
U, f+ c¢u,'f gestattet, wo c eine Constante ist, die von Charakteristik 
za Charakteristik eine andere sein wird. Jede Charakteristik von 
Af = 0 wird also eine Bahncurve einer infinitesimalen Transformation 
U/f + ¢U,/f sein. Kehren wir nun zur gewoéhnlichen Differentia!- 
gleichung 
y' — a(2,y,y) = 0 

in der Ebene (a, y) zuriick, so lehrt dies, dass, wie wir schon oben 
auf andere Weise einsahen, jede der oo? Integraleurven dieser Glei- 
chung Bahneurve einer gewissen infinitesimalen Punkttransformation 
U,f-+¢U,f der Ebene ist. Das Integrationsproblem kommt also 
darauf zurtick, diese zu bestimmen. Ist m eine Invariante von 
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U,f + Uf, 
so stellt g = Const. die oo’ Bahncurven dieser Transformation dar. 
Da U,f und U,f vertauschbar sind, so gestattet die Gleichung 


U,f + ¢U;f=9, 
der gp geniigt, die infinitesimale Transformation U,f, d. h. U, ist 
eine Function von  allein und, sobald nicht ¢c —0 ist, nicht Null 
(denn U,f und U,f haben verschiedene Bahncurven). Demnach kann 
g immer so gewahlt werden, dass U,f= 1 wird, und  geniigt also 
den beiden Relationen: 


Up +¢ U9 =0, 
U,9 = 1, 
oder: 
U, == a U. =A 
= berechnen lassen. Daher er- 
giebt sich g durch eine Quadratur in der Form 


ax’ dy 0" 
mended (il ae : 
ne =f; Ne — § 1 ot nN : 

EN, 


2 


a = Const.), woraus sich ce und 
>] Cx 


Allerdings kommt unter dem Integralzeichen eine arbitrare Constante 
a vor. Ist (x, y,a@) dies Integral, so stellt 

p(x, Y; a) == 
die oo? Integralcurven von y” — a(y, y, y’) =O vor. 


Von dem Ausnahmefall, das zwischen U,'f, U,f und Af eine 
lineare Relation besteht, kénnen wir nunmehr absehen. Wir nehmen 
also jetzt an: Die Determinante von U,'f, U,f und Af sei verschie- 
den von Null, wahrend es fiir die weitere Behandlung gleichgiiltig 
ist, ob zwischen U,f und U,f eine lineare Relation besteht oder nicht. 
Denn bei beiden Annahmen giebt die Theorie des § 2, da (U,’U,/)=0 
ist, durch zwei von einander unabhingige Quadraturen die Integrale: 


dx dy dy’ 
ey co (2%, Y, ¥’) A 
on / on o€ 19 06, 
om ge ty Gee) 0 
dx dy dy 
ae thera a(x, Y, Y') 
ONe , (ON: 0, ry, 08, 
i, bo Ne aa Hg (5a one tt) aaa oy 


Zweiter 
Unterfall. 
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in denen 4 die Determinante von A,/f, U,f und U,'f bedeutet: 


laggy! (%, Y, ¥’) 
On, 0 & ro O& 
jt bh Ty (Ge — 52) Y |. 


| ¢ ON» , (On 0&, rg OF 
| 2 Ne ay (C4 — 8 naa ok 


Unsere Ergebnisse sprechen wir in folgendem, auch den oben 
betrachteten Ausnahmefall umfassenden Satze aus: 
Satz 1: Gestattet eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 


nung ™ &, y: 
Way, yy) =0 
zwei bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen 
ee Cy of a of 
Of ete 11 Gy? Uzf = 82 5, 1 M2 Fy? 


von denen keine trivial ist, so verlangt die Integration der Differential- 
gleichung hichstens zwei von einander unabhdngige Quadraturen. 


Bua Es steht jetzt noch der zweite Hauptfall zuriick, dass U,f und U,f 
(M1 M)== nicht vertauschbar sind, also etwa 
(U, U;) = Uf 


und daher auch 
Copa 

ist. Wir erkennen genau so wie friiher, dass, wenn U,f und U,f die- 
selben Bahncurven haben, die Determinante von U,f, U,f, Af uicht 
verschwindet. Haben sie verschiedene Bahncurven, d. h. besteht keine 
lineare Relation zwischen U,f und U,f, so verfahren wir analog wie 
oben: Wir fiihren wie in § 4 des 18. Kapitels durch zwei successive 
Quadraturen solche eee Verinderliche x, ) a? dass 


UH, Ufsr~toZg 


wird, Alsdann geht die Differentialgleichung y” — w(x, y, y') =0 
etwa iiber in: 


by — w(t, b, y) = 0. 
Da sie of gestattet, ist w frei von y, und da sie i C4 y a f culisst, 
so hat w die Form: 
iy) 
gt 
(vgl. § 3 des 19. Kapitels). Die Determinante von Af, Uf, U,f 


lautet nun in den neuen Veriinderlichen yx, y, da jetzt: 


W 


ll 


Zweite Integrationsmethode fiir eine gewohnliche Differentialgl. 2. O. in w, y. 463 


Gh Or ,» i) of 
Bile apt Y are oy? 
} é 
Uf = 5, 

} of of 
Wf=r ge ty 
ist: 
pA) 
jiy 4 
lo 1 0 
ly y | 


Sie soll Null sein, d. h. es ist f(y’) == 0, und die Differentialgleichung 
reduciert sich auf 
y= 0 
und giebt integriert: 
) = Const. - x + Const. 

Hieraus folgt wie in einem friiheren Falle, dass die Integralcurven 
der Differentialgleichung die co? Bahncurven der oo! infinitesimalen 
Transformationen ¢, U,f + ¢, U2f (¢,, ¢ = Const.) sind. 

Der Ausnahmefall, dass die Determinante verschwindet, ist somit 
durch zwei successive Quadraturen zur Hinfiihrung von yx und » erledigt. 

Jetzt bleibt nur noch die allgemeine Annahme iibrig, dass keine 
lineare Relation zwischen Af, U,'f und U,f besteht, wahrend 


(U, U;) = Uf 
ist. Nach der allgemeinen Theorie des § 2 ergiebt sich eine Lésung 
g sofort durch Quadratur: 


| dx dy dy | 
a eee @ (x, Y, y') 

On, , On, 0g, , 0&, 
| UF ots oy (Ga — Te) — yt 


wo wieder 4 die Determinante von Af, U,'f, U,'f vorstellt. Um eine 
zweite Lésung w zu finden, hat man etwa 2, y und @ als neue Ver- 
inderliche zu benutzen. Dadurch reduciert sich Af =O auf eine 
Gleichung Af =O in w und y allein und U;f auf eine infinitesimale 
Transformation U,f in x und y allein. Beide enthalten noch g, doch 
ist g wie eine Constante zu behandeln. Da Af = 0 die infinitesi- 
male Transformation U,f gestattet, so ergiebt sich die zweite Lésung 
w durch eine Quadratur. 
Es gilt demnach der auch den Ausnahmefall umfassende 


Gesamt- 


ergebnis. 


Beispiele. 
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Satz 2: Gestattet eine gewidhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 

nung im x, Y: 
(x, Y, y, y") =) 

zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f wad U,f m x, y, 
fiir die (U,U,) = U,f und von denen keine trwial ist, so verlangt die 
Integration der Differentialgleichung hochstens zwet successive Qua- 
draturen. 

Die beiden Satze 1 und 2 kénnen wir noch in folgendes Theorem 
zusammenfassen: 

Theorem 45: Gestattet die gewohnliche Differentialgler- 
chung zweiter Ordnung in &, y: 


Wayyy") =0 

zwet bekannte infinitesimale Transformationen U,f, U,f in x, y, 
die eine zweiglhtedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen bilden und von denen keine trivial ist, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichung nur zwer Quadra- 
turen. Dieselben sind unabhingig von einander, wenn U,f 
und U,f vertauschbar sind; andernfalls sind sie von einander 
abhingig. 

Man bemerkt, dass dies Ergebnis einfacher ist, als das des 
19. Kapitels, in welchem wir eine nicht so vollkommene Integrations- 
theorie entwickelten. 


§ 5. Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 


Nunmehr werden wir zu der im vorhergehenden Paragraphen 
entwickelten Integrationstheorie der gewéhnlichen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung mit zwei bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen eine Reihe von Beispielen geben. 

1. Beispiel: Die Differentialgleichung 

2) 3 
y—sP"4()) m0 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen: 
OTS Cars 2 + ay 


U,f= ay < a yt 


Man soll sie integrieren. 
Da (U,U,) =0 ist und U,f und U,f dieselben Bahncurven haben, 


so ist die Determinante: 
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; ny \3 
eemee, ) {(s) 
"ay y— ay 
jey Y y(y—ay) 
Se 
verschieden von Null. Demnach ergeben sich sofort durch zwei von 
einander unabhingige Quadraturen die Zwischenintegrale: 


A 


| 


x 


dx dy dy’ 
pa J | 1 ¥ (8) iG) 
e | a ey  y— ay 
=< ( ‘ (¥) Say uae 5 dy aay yds) 
=f) 4 
Rad, oct dy 
ve fev Ce) 


| ay y? y (y — “y’) | 
Ss a 


x— xy ae 


y dy — xdy — is) 
Te way? 


= Z sai ee j (") a(%). 


Setzt man g und # Constanten a@ und 6 gleich und eliminiert y’, so 
ergiebt sich die gesuchte Integralgleichung: 


ba file) a(t) —2f%4()alt)—— anti 


der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die lineare Differentialglecchung zweiter tee 
Ordnung 2. Ordnung. 
yf + X(a)y + X(a)y + X(x) = 0, 
und es seien 4,(”), %(«) ewei bekannte von eimander unabhingige Par- 
ticularlésungen der verkiiraten Gleichung 


a+ Xz + Xze= 0. 
Alsdann gestattet die erstere Gleichung, wie wir schon in eimem 
friiheren Beispiel ($ 2 des 19. Kap.) bemerkten, die miteinander ver- 


Lie, Differentialgleichungen, 30 
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tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahn- 
curven: 


U,f=z2, ae Unf = % a 
Hier ist also nach unserer Theorie ein Integral dieses: 
dz dy dy’ hee 
o= fs 1 U1, carey pat Pee 
OF ae: 2, 


da die Determinante 
Ly eee ey 
4=|0 «@, a 
OTe %o 
ist. Es kommt daher: 
@ =e Xy'% + Kye, + Xy%)da — 2, dy + 24,dy 


Bln — & & 


yo — &,' 2 =E 0 


Da aber z, und Z die Identititen erfiillen: 

Oi - Xye,  X2,2=0, 2 Xe, Xe ae, 
so lassen sich vermége derselben X, und X aus g eliminieren und 
es kommt, da sich die Quadratur zum Teil durchfiihren lasst, als 
erstes Integral 


p= CF at FEO) +, fee, dx = Const. 


TW Gey — by 1% — & & 


Analog ergiebt sich das Integral: 


eS Ba i sf. By Xo (#) da == Const. 


& &_ — & Bo 2, — 2, & 


Eliminiert man aus beiden Gleichungen y’, so erhilt man die definitive 
Integralgleichung zwischen x und y allein: 


yo Leaye dn — a | ere ——— dx + Const.z, + Const.2,. 


22g — 21 2o By 2y — 21 2 


Natiirlich lisst sich die in dem friiheren Beispiele gefundene Form 
auf diese zuriickfiihren. 

Die gewohnliche Methode der Variation der Constanten beruht be- 
kanntlich darauf, dass man 

Y = 2, + O25 
setzt und w, und mw, passend zu bestimmen sucht. Dies fiihrt auf 
die beiden Bedingungen 
04/2, + 005'2, = 0, 0044; 0,’ 2 = — XY. 

Hieraus bestimmt sich 
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en he I 
ty — 8 fy? 
d. h. eee 
o,= 7°, dx + Const. 
2, hy — hy he 


und analog w,, sodass y= ,2, + @,% in der That die obige 
Form erhilt. 

Kine vierte Integrationsmethode ist schliesslich diese: Der linearen 
Differentialgleichung ist die partielle: 


a] , 
Apa sity 5o— (Ky + Xy +X) 7 =0 


iquivalent, welche die aus U,f und U,f erweiterten infinitesimalen 
Transformationen 


Uj f= agita sh, Bi fe opeatee tates ue 
gestattet. Die drei Symbole in za, y, y: Af, U,f, U,’f haben nun 
die beiden Higentiimlichkeiten, dass sie erstens mit einander ver- 
tauschbar sind: (A U,')==0 u.s. w., und dass zweitens ihre Deter- 
minante verschieden von Null ist. Hin Satz der Theorie der Trans- 
formationsgruppen, dessen Beweis wir hier nicht beibringen wollen, 
lehrt, dass es alsdann mdglich ist, an Stelle von z, y, y’ solche neue 
Veranderliche x, y, 4 einzufiihren, dass 

ee ee 1p Of 
4f=zt, Uf=R, GHz 
wird. Da dann Ay =0, Az = 0 ist, so sind y und 3 Lésungen von 
Af=0O. Wir werden also nur ) und 4 zu bestimmen suchen aus 
den Forderungen: 


C 1 0 fh t SOF: 
ty (Kv t+ Xy+ xX) G=Z, 


1 ape ee hy hfe 
Aigy 1 41 Bf By? pits a hag 4 


Die Verinderliche x dagegen hat kein Interesse fiir unseren Zweck. 
y geniigt also den drei Bedingungen: 


6 , , oy 
soty a 1yY + Xy + Xo) Gy = 9; 


oy , oO” oY r hi 
44 9y + 4 Gy hh #3 By 1 %s By = 9: 
Hieraus folgt 
oy wa ME eh et Mami ia aT Oy __ ae 
On hy fq — By’ he oy Bye — 2 Be? 
coy >. aaa Tee 
(CO Ae 


und weiter, wenn wir vermége 
30% 
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Pils an pe = he —— Dia el Pa oF 
X, und X eliminieren, vermége einer Quadratur fiir ) derselbe Wert 
wie oben fiir — ~. Entsprechend kommt 3 = — g, sodass g = Const., 
w = Const. wieder als Integralgleichungen hervorgehen. 


3. Beispiel: Man kann, von zwei infinitesimalen Transformationen 
ausgehend, die eine zweigliedrige Gruppe bilden, nach den Differential- 
eleichungen zweiter Ordnung fragen, welche diese beiden gestatten. 

Liegen z. B. die beiden infinitesimalen Transformationen vor: 

7) 
Uf= a 
as) at cba 
wo (U,U,) =0 ist, so verfiibrt man so: is § 5 des 15. Kapitels 
suchen wir die Form einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
welche U,f gestattet. Zu dem Zweck erweitern wir U,f einmal und 
bilden die lineare partielle i in a, YH 3 


Wi=e= ? 


deren Lésungen # und y’ sind. Nach dem Friiheren hat folglich 
die allgemeinste Differentialeleichung zweiter Ordnung, welche U,f ge- 
stattet, die Form 


oder 
Nae oo (x, y’). 
Nun soll sie noch U,/f gestatten, d. h. es soll der Klammerausdruck von 


peg p a 
Uy f= pet 2g + ab 


und 


Apa ihty i+ o@y) 4 
ein Vielfaches von Af sein. Es eee 

(WA) = (8 + ay) ay = 
d. h. @ ist eine Function von x — y’ allein. Daher lautet die Differen- 
tialgleichung: 

y — aa — y') =0. 

Da sie zwei infinitesimale vertauschbare Transformationen UT, Us. 
gestattet, und da die Determinante 4 von U,'f, U,f und Af nicht 
Null ist, so lange nicht m == 1 ist, so verlangt ihre Integration zwei 
von einander unabhangige Quadraturen, namlich — 
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dx dy dy 


ae F ie! : ae an) ir ay : 
EN (BOF ee) Sy eee eee 
e Omak 0 
und 
dx dy dy’ 
1 ‘ ; 2 SH ie ae 
b= fZ| 1 oy a@=¥) )=F9+ [See 
e 1 ax 1 


Indem man nach Ausfiihrung der Quadraturen y’ aus g = Const., 
w = Const. eliminiert, erhilt man die allgemeine Integralgleichung. 


4. Beispiel: Eine Schar von Curven in der Ebene sei dadurch 
definiert, dass der Kriimmungsradius 9 eines Curvenpunktes als Function 
der Tangentialrichtung in dem betreffenden Curvenpunkte gegeben ist. 
Man soll diese Curven bestimmen. 

Da sich der Kriimmungsradius des Punktes (#, y) einer der ge- 
suchten Curven durch y’ und y”, die Tangentialneigung durch y’ aus- 
driickt, so ist also y” als Function von y’ definiert: 

y’— oly) =0. 
Es handelt sich um die Integration dieser Gleichung. Offenbar geht 
eine der gesuchten Curven, wenn sie durch eine Translation fort- 
gefiihrt wird, immer wieder in eine solche Curve tiber, d. h. die Differen- 


of 


tialgleichung gestattet die Translationen or und sh Die Integration 


reduciert sich demnach auf die beiden von einander unabhingigen 
Quadraturen: 


_ fady—ydy __ ‘yf dy 
hmm paneeel Ip 


aig a) 
pam (oda ada Se. ‘ “dy 
os [hg ee oor" 


5. Beispiel: Hine Curvenschar in der Ebene sei dadurch definiert, 
dass das Verhiltnis aus Kriimmungsradius @ und Ordinate y eine 
gegebene Function der Tangentialrichtung + ist: 


@ ae 
$2 (2; r) == +{)); 
In diesem Falle ist y” gegeben als eine Function von y’, mulipliciert 
mit —: 
y 


wt 1 -\ 
y mye aa 


Bei einer Verschiebung lings der x-Axe bleiben oe, y und ¢ ungeindert, 
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d. h. jede derartige Curve geht dabei in eine ebensolche iiber, die 
Differentialgleichung gestattet demnach die Translation 


Uf = a : 
Bei einer &hnlichen Vergrésserung der Figur vom Anfangspunkt aus 
bleibt + ungeaindert, wahrend o und y in proportionaler Weise wachsen, 
sodass auch 7 dasselbe bleibt. Demnach fiihrt auch die infinitesimale 
Ahnlichkeitstransformation 
U,f= x st Pt y of 


jede Curve der gesuchten Art in eine pecan tiber. Da _ hier 
(U,U,) = U,f und die Determinante von 


pass OF. , ott ak 
fase as gies) Ue weae oly) st 
, 7] 
U/t= 55, 
ee: 0 
Uf = « ae + y 35 
nicht verschwindet, sondern den Wert 
4= aly) 


besitzt, so verlangt die Integration nach unserer Theorie zwei suc- 
cessive Quadraturen. Zuniachst diese: 


dx dy 
ty 1 Oty ohh ‘y dy’ 
tO 0 | 


Hat man die Quadratur ausgefiihrt, so hat man etwa gefunden: 
= Igy — oy). 
Nun werden wz, y, m als neue Veranderliche benutzt. Sei etwa 
y = x(lg y — 9) 
die Auflésung der letzten Gleichung nach y’, so geht Af = 0 iiber in 


0 
f= 56+ x(lgy — 9) 3 
Sie gestattet 


UT f=z 


und wird sofort integriert, wodurch sich ergiebt: 


eae an AGA, 
ae Jats 
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Wahrend der Integration ist hierin g als Constante zu behandeln. 
Durch Elimination von y’ aus g = Const., ~ = Const. ergiebt sich 
die gewiinschte Gleichung unserer Curvenschar. 


6. Beispiel: Alle Curven werden gesucht, lings deren das Ver- 
haltnis aus Kriimmungsradius @ und Radiusvector 7 eine gegebene 
Function des Winkels @, den ry und g bilden, ist. Diese Curven sind 
definiert durch eine Gleichung 

a(t,e)=0 


Offenbar wird jede derartige Curve durch eine Rotation 


= — yi tase 


in eine solche Curve iibergefiihrt, ebenso durch eine Ahnlichkeits- 
transformation 


Ufa Eto St 
Da 
a @ 448 
raVere, rer 
igo = 2 tye 
y— ay 


ist, so hat die Differentialgleichung der Curvenschar die Form 
" CS Oe 
JV a ty CAs) te 
Sie gestattet U,f, U,f, und es ist (U,U,) =0. Ferner haben wir hier: 


, of apy ay eee 
ian x? + yp? il 


Uf=— tte tata yyZ 
apts! Drape 


und es ist die Determinante 


+ y'% 

y Vo Sueje 

4A=|-y 2 149? 
ty 1 


im allgemeinen verschieden von Null. Demnach reduciert sich die 
Integration auf die beiden von einander unabhangigen Quadraturen 


Weiter- 
gehende In- 
tegrations- 

theorien. 
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Palle, ay dy | 
= 1 , Gy 
9 = AL ib Y “p? ae *@ 
e yee | 
und 
eer ene) dy 
i Ser. 1 es a y*)3 
Y= Fpl a Ca gr : 0 
GIy 0 


Bequemer wird iibrigens die Integration, wenn man statt recht- 
winkliger Polarcoordinaten 7, gm benutzt. 


Im vorigen Paragraphen haben wir den Fall ins Auge gefasst, 
dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y, um deren 
Integration es sich handelte, nur zwei bekannte infinitesimale Trans- 
formationen gestatte. Gestattet die vorgelegte Differentialgleichung 
mehr als zwei bekannte infinitesimale Transformationen, so kann man 
das Integrationsgeschaft noch weiter vereinfachen. 

Entsprechend kann man, wenn eine Differentialgleichung dritter 
oder héherer Ordnung vorliegt und einige infinitesimale Transforma- 
tionen derselben bekannt sind, die Integration auf einfachere Inte- 
grationen zurtickfiihren. Allerdings gestattet nicht jede Differential- 
gleichung zwischen w, y infinitesimale Punkttransformationen. Wir 
gaben ja friiher ein Beispiel dazu an. (Vgl. 8. 384.) Wenn eine 
Differentialgleichung in x, y vorliegt, so wird man sich also zuerst 
fragen, ob sie infinitesimale Transformationen gestattet. Diese Frage 
lisst sich immer beantworten. Gestattet sie infinitesimale Trans- 
formationen, so ist es zweckmiassig, zunichst diese zu bestimmen und 
darauf durch Benutzung derselben das Integrationsgeschift zu verein- 
fachen. Diese wenigen Andeutungen, deren weitere Ausfiihrung hier 
nicht am Platze ist, zeigen schon, dass sich auf dem skizzierten Wege 
eine ganz besimmte Integrationsmethode der gewohnlichen Differential- 
gleichungen in a, y, welche infinitesimale Transformationen gestatten, 
ergeben wird. 
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Abteilung V. 


Integration von gewéhnlichen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, und 
verwandte Probleme. 


In der vorhergehenden Abteilung gaben wir eine Integrations- 
theorie fiir gewéhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 
x, y mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen, welche eine 
zweighedrige Gruppe bestimmen. Lag eine solche Differentialgleichung 
mit mehr als zwei bekannten infinitesimalen Transformationen vor, 
welche eine Gruppe bilden, so fiihrten wir diesen Fall auf den obigen 
zuriick, indem wir eine zweigliedrige Untergruppe jener Gruppe aus- 
wihlten. Man kann aber in diesem letzteren Falle einen grésseren 
Vorteil aus den bekannten infinitesimalen Transformationen fiir das 
Integrationsgeschaft ziehen. Wir werden in dieser Abteilung insbeson- 
dere annehmen, die Differentialgleichung gestatte drev bekannte infinitesi- 


male Transformationen, welche eine Gruppe bilden. 


Von jetzt ab wollen wir auch fiir a t die schon friiher er- 


wihnten Abkiirzungen p und q gebrauchen (vgl. 8. 122), also die in- 


finitesimale Transformation & au +7 if mit &p + nq bezeichnen. 


Kapitel 21. 


Bestimmung der Zusammensetzung aller dreigliedrigen Gruppen von 
infinitesimalen Transformationen. 


Im 18. Kapitel haben wir alle Typen von zweigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen bestimmt. Dabei war es zuntichst 
(in § 1) gleichgiiltig, wie gross die Anzahl der Veranderlichen war. 
Wir fanden daselbst, dass die zweigliedrigen Gruppen jedenfalls zwei 
yon einander unabhiangige infinitesimale Transformationen U,f, U,f 
enthalten, fiir die entweder 

(Ties 0 
oder 


(U,U,) = U,f 
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ist. In entsprechender Weise werden wir in diesem Kapitel die 
Klammerausdriicke bei den dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen auf einfache typische Form zuriickfiihren. Dabei 
miissen wir aber zuvérderst einige wichtige allgemeinere Begriffe be- 
sprechen. 


§ 1. Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten 
Untergruppen einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 


Unter einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen ver- 
stehen wir nach § 4 des 17. Kapitels eine Schar von infinitesimalen 
Transformationen von dieser Art: Ist sie r-gliedrig, so enthalt sie r 
von einander unabhiangige infinitesimale Transformationen U,f, U,f--- U,f 
und mit diesen auch jede infinitesimale Transformation von der Form 

Uf + @U,f+-:-+6U-f, 

in der ¢,, C,+++¢, irgend welche constante Werte haben. Ferner ist 
jeder Klammerausdruck zwischen zwei infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe wiederum eine infinitesimale Transformation derselben, d. h. 
linear mit constanten Coefficienten durch Uf, U,f--- U,f ausdriickbar. 
Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, dass dies fiir die 7 in- 
finitesimalen Transformationen U,f--- U;f selbst eintrifft, d. h. dass 
jedes (U;U;) die Form hat: 


(1) (UU) =" hei Uf 
G,k=1, = -er). 


Dies tritt z. B. ein bei den drei infinitesimalen Transformationen 
In 2, 4: 
Uf=p-+ 4d, Us zemp syd, Ufa 2 pay g, 
denn hier ist: 
(U;U,) == Ulf, (0,03) 3 2.067, (0, 0,) == UF, 


d. h. es ist hier: 

Crop = 1, Crp9 = 9, Cog = 0; 
2s Cis, = 9, Cyyp9 = 2, Cyyg = 05 
Cog, = 0, Cosp = 0, C33 = 1. 
Mithin bilden die infinitesimalen Transformationen 


(Pp + Q) + (ap + yg) + 65(a*p + y?9) 
(¢, + ya + 6%") p + (ce, + coy + Cyy*)q 


in ihrer Gesamtheit eine dreigliedrige Gruppe. 


oder: 
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An Stelle der r infinitesimalen Transformationen U,f--- U,f 
kénnen wir irgend welche 7 yon einander unabhingige infinitesimale 
Transformationen der Gruppe, etwa: 


U,f= VW Of +> + 1-0, Ff, 
(2) U,f = Ya Uof + ++: + 72-U-f, 


lpg vriU,f + ib np Usf 
benutzen, in denen die y irgend welche Constanten bedeuten, deren 
Determinante 2 + 74, 7.9+++ rr += 0 ist. Alsdann treten an Stelle 
der Relationen (1) andere. Ks ist ja: 


(U.U;) = (yaUif +. sot Mr Uf, YnrUif + HE Yur U,f) 


= 2) Dirt ), 


d. h. nach (1): 
ae) =D! Dn Yur > Cons Urs 
1 1 


und hieraus kénnen wir die U,f, die sich nach (2) linear mit con- 


stanten Coefficienten durch die Uf ausdriicken lassen, entfernen, 
sodass sich schliesslich zu (1) analoge Relationen ergeben: 


(U.U,) == Ss 


Man sieht also, dass durch Benutzung anderer » von einander unab- 
hangiger infinitesimaler Transformationen der Gruppe die Relationen 
fiir die Klammerausdriicke abgeaindert werden kénnen, und es stellt 
sich damit das Problem, in einem vorliegenden Falle solche infinitesimale 
Transformationen der Gruppe auszuwihlen, dass diese Relationen eine 
moglichst einfache Gestalt annehmen. Dies Problem haben wir fir 
zweigliedrige Gruppen U,f, U,f schon in § 1 des 18. Kapitels erledigt. 
Wir erhielten dort die beiden Formen (U,U,) = 0 und (U,U,)= U,f. 
Dasselbe Problem werden wir nachher fiir dreigliedrige Gruppen er- 
ledigen. 

Wir sagen, dass die Coefficienten c;,, in den Relationen (1) die sale 
Zusammensetaung der r-gliedrigen Gruppe vorstellen, ihre Kenntniseiner Gruppe 
zieht die der Relationen (1) selbst nach sich. Das zu erledigende 
Problem ist also dies: Alle médglichen Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen auf méoglichst 
einfache typische Formen zw bringen. 
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Hierbei wird sich der schon in § 4 des 17. Kapitels eingefiihrte 
Begriff der Untergruppen als niitzlich erweisen, den wir kurz recapitu- 
lieren: Wir sagen, dass in der Gruppe U,f--- U,f etwa U,f-- + Uof 
eine o-gliedrige Untergruppe bilden, sobald jeder Klammerausdruck 
zwischen U,f--- Uf allein sich linear mit constanten Coefficienten 
durch U,f +--+ U,f allein ausdriicken lasst, d. h. sobald U,f--- Upf 
fiir sich eme Gruppe bilden. 

Insbesondere nennen wir diese Untergruppe U,f--+- U,f eine im- 


Invariante 


Unter- 

stuppe. yayiante Untergruppe, wenn auch die Klammerausdriicke dieser U,f-+- Upf 
mit allen U,f--- U;f sich linear mit constanten Coefficienten durch 
U,f--- Uef allein darstellen lassen. In der oben als Beispiel an- 


gegebenen dreigliedrigen Gruppe 
p+q ap+yq, @p+yq 
ist offenbar 
Pd, *p + yd 
eine zweigliedrige Untergruppe, denn ihre Klammeroperation giebt 
p+q Ebenso ist 
“pryd «p+y’g 
eine zweigliedrige Untergruppe. Dagegen ist 
Prd, p+ yd 

keine Untergruppe, denn ihr Klammerausdruck giebt 2a%p 4- 2yq und 
diese infinitesimale Transformation lasst sich nicht lnear mit con- 
stanten Coefficienten durch p+ q und 2?p + y’q¢ ausdriicken. Keine 
der beiden angegebenen Untergruppen ist iibrigens eine sogenannte 
invariante Untergruppe. 

Dagegen besitzt die dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen in zwei Verinderlichen «, y: 

BP,  &4, 
wo 
(p, )=0,. (we) =a, @ 2g) =0 
ist, zweigliedrige invariante Untergruppen, nimlich die von der Form: 
qd, p+ axq. 

Hierin bedeutet @ irgend eine Constante. In der That ist 


(G2) == 07 (@, 0 Gg) 
(pang; p)e= = ag, (p+ axg,igh=0, (=H axgpag=zd. 


Liegt eine #-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f---U,f vor, so ist leicht einzusehen, dass die (U;U;), die 
ja auch infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe sind, 
fiir sich eine invariante Untergruppe bilden. Es giebt namlich jedes 
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(U;U;), combiniert mit irgend einem U;f, eine aus den (U;U;) allein 
linear mit constanten Coefficienten zusammensetzbare infinitesimale 
Transformation, denn nach (1) ist: 

: 


(Ui) U) = >} erne(U.U)). 


1 


Also gilt das 

Theorem 46: Ist U,f---U,f eine r-gliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen, so bilden die (U;U,) eine 
invariante Untergruppe derselben. 

Es sind zwei Falle denkbar: Entweder sind unter den (U; Uz) 
gerade » von einander unabhingige enthalten oder weniger. Der 
erste Fall tritt z. B. bei der Gruppe 


Prd, apryd, @p+yq 
ein. Allgemein nennen wir die Gruppe der (U;U;,) die erste derivierte , 2°, 
Gruppe. Man kann von dieser derivierten Gruppe wieder die erste “™pre- 
derivierte Gruppe suchen u. s. w. Die sich dadurch ergebenden Unter- 
gruppen heissen dann die zweite, dritte u. s. w. derivierte Gruppe der 


gegvebenen Gruppe U,f--- Uf. So hat die fiinfgliedrige Gruppe 
P, ©£P, 4, 4G, 2°q 
als erste derivierte die viergliedrige: 
2 


P, q; “xO, x q; 
als zweite die zweigliedrige: 
q) “ud, 
wihrend eine dritte derivierte Gruppe wegen (q, «q) = 0 nicht vor- 
handen ist. 


Die hier eingefiihrte Terminologie hat tiefer liegende Griinde, die 7"s¢m™er- 


hang zw. 
an dieser Stelle noch nicht erértert werden kénnen. Wir wollen nur Seppe 
die Bezeichnung der Gruppen von infinitesemalen Transformationen Grrnrer %- 
etwas niher begriinden und gehen dazu von Beispielen aus. (Vgl. dabei 
§ 2 des 2. Kap.) Im 18. Kapitel fanden wir vier Typen von zwei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen in der Ebene. 
Der erste derselben war dieser: 

P, q 


Dieser Gruppe gehért allgemein die infinitesimale Transformation 
p-+aq (a= Const.) 
an. Dieselbe erzeugt, wie wir wissen, eine eingliedrige Gruppe von 
endlichen Transformationen: - | 
%=e#+t, y=y+ al. 
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Wenn wir nun zu jeder beliebigen infinitesimalen Transformation 
p + aq unserer zweigliedrigen Gruppe die zugehérige eingliedrige 
Gruppe von endlichen Transformationen aufsuchen, so haben wir a 
beliebig zu lassen, und wir haben also oo’ Scharen von je oo’ end- 
lichen Transformationen, also insgesamt oo” endliche Transformationen 
von obiger Form, in denen ¢ und a willkiirliche Parameter sind, und 
die sich daher auch in der Form schreiben lassen: 
%=a2+a, y=yt B. 
Diese oo? Transformationen bilden, wir wir wissen, ee Gruppe von 
endlichen Transformationen und zwar eine zweigliedrige. (§ 1 des 1. Kap.) 
Der zweite Typus von zweigliedrigen Gruppen von imfinitesimalen 
Transformationen der Ebene war dieser: 
qq, 4. 
Hier lautet die allgemeine infinitesimale Transformation: 
q+ 4x9, 
und die von ihr erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Trans- 
formationen stellt sich so dar: 
= 2, y=yt (1+ andi. 

Lassen wir @ alle méglichen constanten Werte annehmen, so ergeben 
sich oo” endliche Transformationen, die sich auch so schreiben lassen: 
= 2, Y= y + a = Ba. 

Dieselben bilden eine zweighedrige Gruppe, denn eliminieren wir 2,, ¥, 

vermoége dieser Gleichungen aus den Gleichungen: 


Hy = 21, Yo= 4, + + BX, 
H,—= 2, Yy—=—y + (a+ 0,) + (8+ B,)o. 
Der dritte Typus war dieser: 
q “pr yd, 


und hier lautet die von der allgemeinen infinitesimalen Transformation 


q+ a(ap + yq) 


erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen: 


so kommt: 


ewe 


=e, y, = ye? + 7 


Hier lassen wir wieder die Constante @ variieren und erhalten 
dadurch oo? Transformationen, die sich auch schreiben lassen: 

Uy = ar, y, = ay + B. 
Offenbar stellen sie eine gweigliedrige Gruppe von endlichen- Transfor- 
mationen dar. 


Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 479 


Ganz hnlich ergiebt sich beim vierten Typus 
q Yd 
mit der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
q+ ayg 
die zwergliedrige Gruppe von endlichen Transformationen 


ee al 
dae, ALA a) 
Y= xt, y= yert+- a 


oder anders geschrieben: 
f= 2, Y= ay + B. 
Ahnlich verhalt es sich nun, wie wir ohne Beweis angeben, bei 


jeder Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Bilden U,f--- U,f 
eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so ist 
O,f + a,U2f + 4,U;f + +--+ a, U,f 
die allgemeine infinitesimale Transformation derselben, wenn ay, a, +++, 
irgend welche Constanten bedeuten. Diese infinitesimale Transformation 
erzeugt eine gewisse eingliedrige Gruppe von endlichen Transforma- 
tionen mit einem Parameter ¢. Die Gleichungen derselben enthalten 
Gy, d,---a, und lauten etwa, wenn a,--- 2, die in den Uf vor- 

kommenden Verinderlichen sind: 


Le = Wi(Wj>* + La; g++ Ar, t) Ci,D nog. 
Variieren wir hierin nicht nur ¢, sondern auch a,, a, -+-a,, 80 ergeben 
sich oo” endliche Transformationen und dieselben bilden eine r-gliedrige 
Gruppe, wie man allgemein beweisen kann. 
Hiernach wird es der Leser gerechtfertigt finden, dass wir den 
Begriff einer r-gliedrigen Gruppe von wmfimitesemalen Transformationen 
eingefiihrt haben. 


§ 2. Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 


Wir gehen nunmehr daran, alle Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen U,f, U,f, U;f 
zu bestimmen. Dabei kiimmert uns zunichst die Zahl der Verinder- 
lichen, die in der Gruppe vorkommen, gar nicht. 

Nach den Bemerkungen des vorigen Paragraphen kénnen wir das 
Problem in die folgenden einzelnen zerlegen: Alle Zusammensetzungen 
von dreigliedrigen Gruppen zu bestimmen, deren erste derivierte Gruppe 
dreigliedrig (d. h. sie selbst ist) oder zweigliedrig oder eingliedrig 
oder nullgliedrig ist. Im gegenwartigen Paragraphen erledigen wir 
den ersten Fall. 
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5 ease Vorausgesetzt wird also, dass U,f, U,f, U;f eine eingliedrige 
Guppe sc Gruppe bilden, d.h. dass (U,U,), (U,U;) und (U;U;) sich linear mit 
constanten Coefficienten durch U,f, U,f und Uf selbst ausdriicken 
lassen und dass diese drei Klammerausdriicke drei von eimander unab- 
hdngige infinitesimale Transformationen seien. Wir werden auf zwei 
Wegen erkennen, dass sich die Zusammensetzung einer solchen Gruppe 
immer durch passende Auswahl dreier von einander unabhingiger 


aus der Schar der infinitesimalen Transformationen 
Const. U,f + Const. U,f + Const. U;f 
auf eine gewisse canonische Form bringen lisst. 

Der erste Weg, um dies zu beweisen, ist rein elementar. Der 
zweite, elegantere, setzt die Kenntnis homogener Punkt- und Linien- 
coordinaten in der Ebene, sowie einige Sitze aus der projectiven 
Geometrie voraus und ist deshalb von Wichtigkeit, weil er typisch 
ist fiir die Bestimmung von Zusammensetzungen von Gruppen tiberhaupt. 

ee ee Zunichst schlagen wir den elementaren Weg ein: Nach Theorem 40 
(§ 4 des 17. Kap.) gehdrt jede infinitesimale Transformation der Gruppe, 
also etwa U,f, wenigstens einer zweigliedrigen Untergruppe an und 
diese kann, wenn U,f eine von U,f unabhingige Transformation der- 
selben ist, nach Satz 1, § 1 des 18. Kapitels, auf eine der beiden Formen 

(U0) = Uf, (U0) =0 
gebracht werden. Der zweite Fall ist auszuschliessen, da (U,U,), 
(U,U,) und (U,U;) drei von einander unabhingige infinitesimale Trans- 
formationen sein sollen. Wir nehmen daher an 


(U,0,) = Uf. 


(U,U;) =a, Uf + ety + otf, 
(U; U3) = B, Uf + B, Ua + Bs Uf, 
wo die « und $ Constanten bedeuten. Wir wenden auf U,f, U,f, Uf 
die Jacobi’sche Identitét, die wir in § 4 des 10. Kapitels kennen 
lernten, an. Hs ist danach 


((U, 02) Us) ++ ((U, U3) Uy) + (CU; U,) U2) = 9, 
also, wenn wir ausrechnen: 
at, U, + ot U, + @3U; — BU, — B,(o,U, + & U, + 0,03) — 
— 0% U, + o3(6, 0, + By U2 + B; U5) = 0 
oder, da zwischen U,f, U,f, U;f keine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten besteht: 
o,=0, — B — Ba, =90, a (1 — B,) = 0. 


Sei nun etwa 
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Sicher ist a, 4-0, denn sonst wire (U,U;) =«,U, =a,(U,U,), a. h. 
die drei Ausdriicke (U,U,), (U,U;), (U, U3) wiren nicht von einander 


unabhingig. Da «, also +0 ist, so folet 6B, =1 und Bp, = — a, 
sodass wir haben, wenn U;f von nun an kurz mit U; bezeichnet wird: 
(U,U;) = U,, 


(U, Us) = a, U, + 0,0, (a, == 0), 
(U, U;) = B,U, — «,U, + U;. 
An Stelle von U,f kénnen wir nun eine infinitesimale Transformation 


U; f= U3f + A, U,f + A. Uaf, 
in der A,, A, irgend welche Constanten bedeuten, und die sicher U,f 
enthilt, einfiihren. Dann haben wir: 


CU, 0, == 4, 0; 4. &, 0; + 4,U,, 
yf ee ts, Ud, Ue 
= (6, = 24,)U, — (@, + 42)U, + Oy. 
Nehmen wir also 
A= Bi A, == — Oy 
an, so kommt 
CHa at 
Die von Null verschiedene Zahl e@, kann Jeicht gleich irgend einer 
von Null verschiedenen Zahl gemacht werden. Setzt man niimlich 
Uf=a,f, uf=UCf, U,fSat,f @+0), 
so kommt 
C=, (00) = 740, (aay ty. 
Durch passende Wahl der von Null verschiedenen Constanten a kénnen 


wir hier dem Factor a?a, jeden von Null verschiedenen Wert geben, 
Insbesondere wollen wir a*«, = 2 machen. Wir finden demnach 


die Klammerausdriicke 
GUNS Tie (TU 2 Us GG) Ty. 
Jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
deren infinitesimale Transformationen durch die Klammeroperationen 


siimtlich reproduciert werden, kann also durch passende Auswahl der 
drei von einander unabhangigen Transformationen auf die Zusammen- 


setzung 


hijo) Co ayeln) (6,0, = 0, 


gebracht werden. 
Lie, Differentialgleichungen. 31 
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Beispiele hierzu sind in einer und in zwei Verinderlichen diese 
drei Gruppen: 
DP, &p, @D; 
2(p-+ 2g), ep + 2yq, @ —y)p + ayq; 
p+q, =p+yd, p+ y'¢ 


be Nunmehr betreten wir zum Nachweis jener Zusammensetzung den 
tion auf die- 9. 
jon aut “e-zweiten, eleganteren Weg. 

Dabei bedienen wir uns einer eigentiimlichen, in der Gruppen- 
Dentung “rtheorie ausserst fruchtbaren geometrischen Deutung. Wir wollen nimlich 
Punkte der dey allgemeinen infinitesimalen Transformation 


Kbene. 
a, U, + & U; + «5 U; 


unserer dreigliedrigen Gruppe U,, U,, U; als Bildpunkt einen Punkt 
in einer Kbene zuordnen, der, bezogen auf ein Coordinatendreieck, die 
homogenen Coordinaten a,, a,, a, hat. Hiernach wird jede infinitesi- 
male Transformation der Gruppe symbolisch durch einen Punkt dieser 
Ebene dargestellt, und umgekehrt entspricht jedem Punkte dieser 
Ebene mit den homogenen Punktcoordinaten a,, a,, a, eine infinitesi- 
male Transformation 


a, U, + a,U; + a3 U; 


der Gruppe. Da die homogenen Coordinaten nur ihren Verhiltnissen 
nach bestimmt sind, so wird dem Punkte (a,, a., a3) zwar auch jede 
infinitesimale Transformation von der Form 


A(a,U, ++ a,U, + a U5) 


zugeordnet sein, aber diese sind wir schon gewohnt als mit der obigen 
identisch anzusehen, da sie sich von ihr nur um einen constanten 
Factor 4 unterscheidet. 

Es ist ohne weiteres einzusehen, dass dreien von einander unab- 
hangigen infinitesimalen Transformationen die Ecken eines wirklichen 
Dreiecks, dreien von einander abhingigen aber drei Punkte einer Geraden 
entsprechen. 

Durch die Klammeroperation wird zwei infinitesimalen Trans- 
formationen 


ot, U, + 0%, U, a; U3, B, U, + B.U; + B;U; 
wegen der Relationen 


(3) (U; Ux) = Cnr 0, + Cin2U, + i430; 


(i, k = 1, 2, 3) 


eine dritte infinitesimale Transformation 
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&,U, + &U, + 8,U, = (2aU, ZBU)= 
= (a, B, — 0, B,) (U,U,) + 
+ (@, 8; — ots Ba) (U, U3) ++ 
+ (cB, — a, Bs) (U;U;,) 
= (a8, — %B;) (Cre U, “+ C19 Ug + C493 U3) -+° 
a (@% Bs; — es By) (Cog, Uy + C52 Uz ++ C233 U3) + 
+ (a8, — 0,85) (511, + 31203 + C515 U5) 
zugeordnet, wo also: 
&, = (0, By — O2By) Cyor + (Bg — 03 By) Cy31 ++ (org, — & Bs) C511, 
(A) | & = (By — B,) C122 + (283 — Oty By) Conn + (ot, 8, — or, Bs) C512, 
Es = (0, Bp — 0% B;) C123 + (0283 — es Be) Cos3 + (0438; — oy By) Cyr 
ist. Entsprechend gehért danach jedem Punktepaar (a,, a, «3), (B,, 
Bz, Bs) der Bildebene ein Punkt (¢,, &, &) derselben zu, dessen 
Coordinaten ¢,, €, €; sich vermége (4) durch die der urspriinglichen 


beiden Punkte ausdriicken. Die beiden ersten Punkte — wir be- 
zeichnen sie kurz mit (w) und (8) — bestimmen eine Gerade. Zwei 


beliebige Punkte (@) und (8) derselben haben die Coordinaten: 

@ = 0, + 0B,, % =O, + Of, & = a; + 08s} 

Bb, = 4, + 68,, Pp, =a, + 6f,, B, =a, + 6B; 
ihnen gehéren die infinitesimalen Transformationen 

a, U, + 0% U, + 030; + 0(B,U, + B,U2 + B; U3), 

at, U, + ot U, + 0,U; + 6(B,U, + B,U;, + Bs U5) 
zu. Der Klammerausdruck derselben ist offenbar gleich 

(6 — 9) (%,U, + Uz + 003, BU, + Bo U, + B3U5). 
Die Coordinaten des dieser infinitesimalen Transformation zugeordneten 
Punktes (€) unterscheiden sich demnach von den obigen ¢,, é, &; nur 
um den Factor (6 —o), d. h. dieser neue Punkt (&) deckt sich mit 
dem Punkt (e). 
Wenn also zwei Punkten («), (6) der Bildebene ein dritter Punkt 
(e) derselben vermége der Klammeroperation zugeordnet ist, so ist 
jedem Punktepaar (@), (8) der von (a) und (8) bestimmten Geraden 
eben dieser Punkt («) zugeordnet. Daher rechtfertigt es sich, zu 
sagen, dass die Klammeroperation jeder Geraden der Bildebene einen 
Punkt derselben zuordnet. Es fragt sich nun, welches der geome- 
trische Charakter dieser Zuordnung ist. ; 
Die durch die Punkte («) und (6) bestimmte Gerade hat die 


Liniencoordinaten 
31* 
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ty By — %B,, % Bg — O3B,, 3B, — % 8, 
und die Punktcoordinaten ¢,, &, €, des dieser Geraden zugeordneten 
Punktes driicken sich nach (4) linear und homogen durch dieselben 
aus. Die Determinante dieser Ausdriicke ist diese: 


° Cyo1 C199 C198 C193 C491 400 
A = | Cy, Cosa. Cog3 | == | Coss Cos1 Cage 
Cy11 zig 313 C313 341 Egg | 


Wir wollten nun nur den Fall im vorliegenden Paragraphen ins Auge 
fassen, in welchem 
(U, U,) = 191 U, + C122 Uz + C423 U3, 
(3’) (U, U3) = Cog: U, -F Co32 Ua + e533 Us, 
(U; U;) = 65110, + Cs12 Uz + G13 U3 
von einander unabhingig sind, d. h. die Determinante 
A == 0) 


ist. 


Benutzen wir die Jacobi’sche Identitit: 


((U, Uz) U3) + (CU, Us) U) + (CU; U,) U2) = 0, 


so liefert sie nach (3’): 


3 3 3 
> e0s( UU) + > 60s( 0.0) =f >} ¢os(00;) == 0 
1 1 1 


oder, da (U;U;)=0 und (U;U;,) = — (U; U;) ist: 

(Ciz2 — €513) (Uz Us) + (Coss — C121) (UsUL) + (Cs11 — Cos2) (U, Oy) = 0. 
Da nun (U,U;), (U;U,) und (U,U,) nach Voraussetzung von einander 
unabhingig sind, so folgt, dass einzeln 


C192 —= Cg13) o33 == C191, Cay == Cage 
ist. Mithin ist auch die Determinante 4 symmetrisch. 

Die projective Geometrie lehrt, dass hieraus folgt, dass die durch 
(4) hergestellte Zuordnung von Gerade und Punkt die durch einen 
(nicht ausgearteten) Kegelschnitt vermittelte Beziehung zwischen Polare 
und Pol ist. 

In der Bildebene existiert also ein gewisser Kegelschnitt von der 
Art, dass der Bildpunkt des Klammerausdruckes aus zwei infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe der Pol der Geraden ist, welche 
die Bildpunkte dieser beiden letzteren infinitesimalen Transformationen 
verbindet. Die Gleichung dieses Kegelschnittes lautet tibrigens nach 
den Lehren der projectiven Geometrie in den homogenen Punkt- 
coordimaten v,, te, La: 
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evi te ty 2 | 
| ea C31 yan Ut OF 5 


Cosa, 31g, ya Ue 


| 933 C313, C193 Us 

Da nun die Abbildung eine ein-eindeutige ist, so kénnen wir diese 
geometrische Higentiimlichkeit gruppentheoretisch verwerten: Wir con- 
struieren irgend ein Dreieck, bestimmt 
durch eine Sehne und die Tangenten 
des Kegelschnittes in den Schnitt- 
punkten der Sehne und _ bezeichnen 
diese Schnittpunkte als Bildpunkte der 
neuen infinitesimalen ‘Transforma- 
tionen U,, U; und den Schnittpunkt 
der Tangenten als Bildpunkt der 
neuen U,. (Figur 35.) Sicher sind 
diese neuen drei infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe von einander 
unabhangig, da ihre Bildpunkte ein wirkliches Dreieck bestimmen. 

Der Sehne ist der Tangentenschnittpunkt als Pol zugeordnet, und 
es ist daher jetzt 


Fig. 35. 


(U, U3) = BU;. 
Ferner hat jede Tangente ihren Beriihrpunkt als Pol. Demnach ist 
auch jetzt: 
(U,U;) = aU,, (U,U;) = 7U;. 

Sicher sind die Constanten a, 6, y siimtlich verschieden von Null, da 
sonst 4 =—( wire. Die Jacobi’sche Identitét liefert noch: 

a(U, U3) + 7(U;U,) = 9, 
a bg 

c= y, 
Benutzen wir schliesslich an Stelle von U,, U,, U; die infinitesimalen 
Transformationen 
Care CU aC ot. 

so kommt: 


(T= bel, (G0H)= U,, G0) =beU,. 
b 


Uber die Constanten a, b, c kénnen wir beliebig (doch so, dass keine 
Null wird) verfiigen. Wir setzen also: 
1 2 
Oe AL wp 
und dann kommt 
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(U,0,) = U,, (U,U;) = 2U,, (U,U;)= U;, 
und wir sind in der That zu der oben auf anderem Wege gefundenen 
Zusammensetzung unserer dreigliedrigen Gruppe gelangt. 
Wiihlt man an Stelle von Ut, Ug, ee drei infinitesimale Trans- 


formationen V,f, Vf, V3f, deren Bildpunkte die Hcken eines Polardrei- 
eckes unseres Kegelschnittes sind, indem man etwa setzt: 


Vi f= 10, f + 0, f), 
Vif = ly, 
Vif = 1G f — 405 f), 

so kommt : 

(ViVa) = 2 Vn (Vo) =i a Vis (Ve Vise a V5. 


Hierin kann man durch passende Wahl der von Null verschiedenen Con- 
stanten 4, w, v erreichen, dass inbesondere 
(VV 5) == Vay V5 V5) Vs Va aa 
wird. 
Hs ist dies eine symmetrischere Form der Zusammensetzung unserer 
dreigliedrigen Gruppe. Ein Beispiel hierzu ist dies: 
a Ae a MF 


Wir werden jedoch in diesem Buche die weniger symmetrische friihere 
Form der Zusammensetzung benutzen. 


§ 3. Die tibrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 


Nachdem wir im yorhergehenden Paragraphen die dreigliedrigen 
Zusammensetzungen fiir den Fall bestimmt haben, dass die Determi- 
nante 4 der Coefficienten ¢;,,; verschieden von Null ist, kommen wir 
jetzt zur Erledigung der iibrigen Fille. 

Hs sei also die Determinante 

A=), 
dagegen sollen zunichst nicht simtliche zweireihigen Unterdetermi- 
nanten von 4 verschwinden, d. h. es sollen von den drei infinitesi- 
malen ‘Transformationen (U,U;), (U,U;), (U;U,) zwei und nur zwei 
pie erste von einander unabhangig sein, mit anderen Worten, die erste derivierte 
as Gruppe der Gruppe U,f, U2f, U;f soll gerade zweigliedrig sein. 

In diesem Falle wahlen wir als U,f und U,f zwei von einander 
unabhangige infinitesimale Transformationen der derivierten Gruppe 
und kénnen, wie wir nach Satz 1, § 1 des 18. Kapitels, wissen, ins- 
besondere (U,U,) =0 oder (U,U,) = U,, also allgemein 

(U,U,) = 411 U, 
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annehmen. Dann miissen sich (U,U;) und (U,U,) linear mit con- 
stanten Coefficienten durch U, und U, ausdriicken, d. h. es ist: 
(U, U;) = e210, 
(U, Us) = C25, U, ++ p32 Uh, 
(U; U;) = 65110, + e512 Up. 
Die Jacobische Identitat * 
((U, U;) Us) + ((U,U;)U,) + (U,0,) U,) = 0 
liefert nun: 
C191(— C541 U, — C512 Uz) + Coo (— Cra1 U) + 511611 U, = O 
oder also: 
Cy39C21 == 9, Csy2Cyo1 = O. 
Ware ¢,., + 0, also Cys = C19 = 0, so wiirden in 
Ga Oro 
A = | C231 Ca32 0 
C311 C12 O 
alle zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden, was der Voraus- 
setzung zuwiderliuft. Also ist ¢, =O und 
(U,U;) = 9, 
wahrend die Determinante 


C931 Co39 


+0 


Ce11 sia 
ist. Bedeuten nun x und 4 zwei Constanten, so ist 
(xU, + 4U,, U;) = #(U,U;) + 4(U, Us) = 
== (= 054, + Aee51) U, + (— e512 + A592) U2, 
und dies lisst sich wegen des Nichtverschwindens der vorstehenden 
Determinante durch passende Wahl der beiden nicht gleichzeitig ver- 
schwindenden Constanten x, 4 immer auf die Form 
a(xU, + AU.) 
bringen. Diese Forderung fiihrt namlich zu den Bedingungen: 


— HCs4, $F Aly: = HH, — HOs49 FH Alg5g = OA. 


Es sind dies zwei lineare homogene Gleichungen fiir x, 4, welche 

nur dann nicht-verschwindende Werte fiir x, A liefern, wenn ihre 
Determinante 

eceiie eee Cos, | 

ase" Cag © . 

ist. Dies aber ist eine quadratische Gleichung fiir @, welche sich 

immer durch passende Wahl von «@ erfiillen lisst. Da bisher U, und 
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U, ganz symmetrisch aufgetreten sind, weil (U,U,) = 0 ist, so kénnen 
wir insbesondere x += 0 voraussetzen, und dann verwerten wir 
#U, + AU, als neues U, und erhalten: 


(U,U;) =0, 
(U,0,) = 00, 
(U, Us) = B,U, + B,C). 
Hier sind die Constanten « und f, beide += 0, da sonst die erste 
derivierte Gruppe nicht mehr zweigliedrig wire. 
Benutzen wir an Stelle von U,f: 
Uf = Uf + af, 
wo a eine noch verfiigbare Constante ist, so erhalten wir 
(U,U,) =0 
und 
(U, Us) = B,U, + B,U, + aa, = B,U, + (8, + (@ — B,)a)U,. 
Sobald a + 6, ist, konnen wir hiernach a so wihlen, dass 
wird; ebenso dann, wenn zwar o = #,, aber auch 6, =O ist. Es 
ergiebt sich somit in diesen Fallen, wenn U,f von jetzt ab mit U,f 
bezeichnet wird, die Zusammensetzung: 
(U,U;) = 9, 
(U,U;) = «U,, 
(U; U;) = Bo, 
wo @ und 6,+-0 sind. Benutzen wir schliesslich an Stelle von U, 


i! : Ae : 
noch —U;, so erreichen wir insbesondere diese Form: 


CU, Ue Oa Opes W Ut eexcen, 


| 
| eS 
| c=|=0. 


Kin Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in 2, y: 
P, 4, xp + cyg. 
Wenn dagegen « = 6, und 6, +0 ist, so haben wir zunichst: 
(U,U;) = aU, 
(U, Us) = B,U, + «0, 
und hier sind « und 6, == 0. Nehmen wir aueh hier a0, als neues 
U;, so ergiebt sich: 
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(U,th) =0, 
(UU) = U, 
(U, U;) = U; + ¢U,, 
wo c==0 ist. Noch kénnen wir cU, als neues U, benutzen, und 
dadurch geht der Typus hervor: 


[CW=0 GH=0 UW=U+G |, 


der sich nicht auf den vorher gefundenen zuriickfiihren lasst. Ein 
Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in a, y: 


P, 4, @+y)pt+y¢. 

Wir sind also zu zwei verschiedenen Typen gelangt und heben 
noch hervor, dass sich die Constante ¢ im ersten nicht durch passende 
Wahl der infinitesimalen Transformationen U,, U,, U; specialisieren 
lasst. Nur lisst sich dadurch, dass man 

=U, =U, G=ZG, 


setzt, jene Zusammensetzung tiberfiihren in: 


(U%)=0, GH=%, GG)=—h, 


an, “gts ; 
also ¢ in — verwandeln. Je zwei jener Zusammensetzungen sind also 


in einander iiberfiihrbar, mit Ausnahme derjenigen, fiir die c= —, 


(6 
ee Gee el ist. 


Wir wollen nunmehr annehmen, fiir unsere dreigliedrige Gruppe 
U,, U,, U; seien alle zweireihigen Unterdeterminanten von 4 gleich 
Null, wahrend nicht alle Glieder der Determinante einzeln verschwinden. 
Es sollen sich also (U,U,), (U,U;), (U;U,) alle durch eine einzige 
infinitesimale Transformation, die wir als U, benutzen, darstellen 
lassen und nicht simtlich varetgiidey d. h. die erste derivierte Gruppe Die erste 


derivierte 


soll eingliedrig sein. In diesem Falle ist: caer 
(U,U,) =U, (U,U;)=B8U,, (U,U;)= 70, 
und a, B, y verschwinden nicht simtlich. Die Jacobi’sche Identitiit 
liefert hier fiir «, B, y keime Bedingungen. Wohl aber konnen wir 
durch passende Hinfiihrung von xl, + AU; als neues U, erreichen, 
dass insbesondere (U, U,) = 0, d. h. a =O wird. 
Ist dann 6 + 0, so setzen wir nachtriglich 


=U, = 40, 


und erhalten 
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(U0)=0, (0,0) 270 4-60. 


Dann kénnen wir also durch Benutzung von U, an Stelle von U, 
i 
B 


B = 1, und so ergiebt sich die Zusammensetzung: 


auch y == (0 machen, U, als neues U; macht schliesslich noch 


(U,U,)=90 (U,U;)=U, (U,U;)=0 


Als Beispiel hierzu diene die Gruppe 
DP, 4, Up. 


Ist dagegen B =O, so ist y=_0 und yU, als neues U, macht 
y = 1, sodass wir den Typus erhalten: 


(UT)=0 (U,)=0 (U,0)=F |. 


Diese Zusammensetzung besitzt z. B. die Gruppe: 
q, PP, «q. 


Wir kommen nun zur letzten Annahme, dass nimlich alle Glieder 
pie erste der Determinante 4 verschwinden, d. h. die erste derivierte Gruppe 


derivierte 


Gruppe sei is oe : Shy 
nulighedrigWlighedrig, gar nicht vorhanden ist: 


(Tosi Cty So ee, yO 


Hier diene als Beispiel: 
2 


qq, 1G, @4q- 


Fassen wir die Ergebnisse des vorigen und dieses Paragraphen 
iibersichtlich zusammen, so ergiebt sich 
Satz 1: Jede dreighedrige Gruppe von mfinitesimalen Transforma- 
tionen ldsst sich durch passende Auswahl dreier von einander unab- 
hingiger U,f, U2f, Usf aus der Schar threr infinitesimalen Transforma- 
tionen auf eme und nur eine der folgenden Formen bringen: 
A 1S =O, glee) ae 
B.2) (GU)=0 UW= (hh) =cU, =o», 
2) (U,0,)=0- (UU)=U, (UU; =U, 
3) (UU)=0 (UU)=U, (U,U;)= U, + U,, 
-4) (UU)=90 (U,U;)=U, (U,U;)=0, 
5) CU, U;) 0 IU, U5) = 0 YS (0SU;) = OF, 
D. C)eGUR,) = 0 nt Ome 


eS 
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Wir haben hier den Typus 2°) vom Typus 2) abgetrennt, weil er 
aus gewissen Griinden eine bemerkenswerte selbstindige Bedeutung 
besitzt, 


1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen in zwei Beispiele. 
Veriinderlichen: 

Uf=p, U,f=sing-p+cosx-g, U;f=cosx-p—sinaz-q 
bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
denn es ist: 

ie ye Ce 050s) SU, 
Offenbar ist die erste derivierte Gruppe dreigliedrig. Die vorliegende 
Gruppe gehort daher zum ersten Typus. Um sie darauf zuriick- 
zufiihren, denken wir uns wieder U,, U,, U, als Punkte einer Bild- 
ebene interpretiert, wie in § 2. Sie bilden alsdann sicher ein Polar- 
dreieck jenes daselbst auftretenden Kegelschnittes, da die Combination 
zweier U jedesmal das dritte U giebt. (Vgl. die Note zum Schluss 
des § 2.) Nach § 2 handelt es sich nun darum, statt dieses Polar- 
dreiecks ein Dreieck aus zwei Tangenten und ihrer Beriihrsehne ein- 
zufiihren. Als Tangentenschnittpunkt wahlen wir den Bildpunkt von 
U, selbst. Die Beriihrsehne ist alsdann die Gerade, welche die Bild- 
punkte von U, und U; verbindet. Auf ihr miissen die neuen U, und 
U; liegen. Wir setzen daher: 
T=0U,+6U,, = 70, + 0, 
und miissen nun die Constanten a, B, y, 0 so wihlen, dass 
(U,0,) = 0U,, (U,U;) =U, 
wird. Dies liefert die Bedingungen: 
a= op, B = oa, 
—y=600, —d—oy. 
Uberdies muss die Determinante 


a £B o Qc 
= (1 0 == 0 
eg ee ie tire) shee 80 Sr 


sein. Dies erreichen wir, wenn wir etwa setzen: 


C= ee ly 
6=1, y=1, d=—1. 
Wir nehmen somit an: 
U, =U, + G =(1+ cosaz)-p — sina -gq, 
U; = U, — U, =(1— cos x) -p + sine -¢ 


und erhalten dann 
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(GU) = U,, (G0,) = G,, 
wahrend 
| CU eu, 
wird. Somit ist 
(1 + cos x)-p — sinw-q, sinw-p-+ cosa-q, 
(1 — cos z)-p + sin x: q¢ 


eine solche Gestalt unserer Gruppe, wie wir sie suchten. 


2. Beispiel: Die drei infinitesimalen 'Transformationen in a, y: 
Uf=p, Uf=yp, Uf=cypt+dt+ry’)a 
bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
denn es ist 


(UU) 0) (aa, (UU jean, 


Sie soll auf ihren Typus zuriickgefiihrt werden. Da die erste deri- 
vierte Gruppe zweigliedrig, nimlich U,, U, ist, so ist der Typus ent- 
weder der zweite oder der dritte. Wir bestimmen: 


U, =U, + BU, 


so, dass 
(U, U;) = 0, 
wird. Dies liefert: 
a—of, B=— oe, 
und wir setzen daher 0 =7, a= 1, B = — i, sodass 
U, = U,—iU, 


ist. Dann kommt: 
(G,0,) =0, (GU) 


Indem wir alsdann 


a 


il 


SI 


Caer 
setzen, kommt: 
(0,U,)=0, (U,U,) = Uy. (G.0,) = 10) 0, 
Wir setzen noch _ ™ 
Ty 22 Ast aia Ea iigiee 850) 

und bekommen: 

(U,U,)=0, (U,U,)=(4+ wi) U, — 0U, = (244 wi) U, — OF. 
Indem wir also etwa 

A==4, = — 2 


annehmen, erhalten wir insbesondere 


(G, U;) =— U,. 
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Mithin hat unsere Gruppe in der Gestalt: 
U=1—ity)p, U,=(—yp, U,=— iayp —i + yq 


die gewtinschte Form. Sie gehért zum Typus 2 des Satzes 1. 


Kapitel 22. 


Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesi- 
malen Transformationen in zwei Veriinderlichen. 


Die Bestimmung aller méglichen Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen, die im 21. Ka- 
pitel durch Reduction derselben auf gewisse typische Formen geleistet 
wurde, war, wie bemerkt, ganz unabhingig von der Zahl der Ver- 
anderlichen. Gleichwohl haben wir damals jeder typischen Form als 
Beispiel eine derartige Gruppe in zwei Verinderlichen hinzugefiigt. 
Jetzt werden wir in systematischer Weise alle dreigliedrigen Gruppen 
von mfinitesimalen Transformationen m zwei Verdnderlichen x, y, also 
in der Ebene, dadurch bestimmen, dass wir alle derartigen Gruppen 
der Ebene von den gefundenen sechs Zusammensetzungen durch EHin- 
fiihrung zweckmissiger neuer Variabeln auf médglichst einfache, von 
arbitréiren Grossen freie Typen euriickfiihren. 

Es ist dann klar, dass sich jede dreigliedrige Gruppe der Ebene 
durch passende Auswahl der infinitesimalen Transformationen und 
passende Wahl des Coordinatensystems auf eie der zu findenden 
Formen zuriickfiihren lassen muss. 


§ 1. Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen der 
Ebene, deren erste derivierte Gruppen dreigliedrig sind. 


Es handelt sich zunichst um die Bestimmung der betreffenden 
Gruppen von der Zusammensetzung 1 des Satzes 1 (§ 3 des 21. Kap.): 
(U,U;) = U,, 2, (U,U;) = Us. 
Nach § 4 des 18. ae lasst sich die zweigliedrige Gruppe,Erster Fall: 


fu. Unf 
welche hier U, und U, bilden, durch Benutzung zweckmissiger Va- ‘haben 


versch, 


riabeln auf die Form bringen: Bahneurven, 
U,=p, U,=*p+ 94, 


sobald U, und U,, wie wir zunichst annehmen, verschiedene Bahn- 
curven haben. Ist dann: 
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Ue sp 1G; 


so wird 


Cl) ee, 


(U, U3 =A) yaad a) +y (2 Fp ting q) — &p — 14. 


Da ersteres gleich 2U,, letzteres gleich U, sein soll, so kommt: 


Le Ag = 24> 
0g Os ae On CT 
ta Y 5g = 75: Pn ee ea 


Hieraus folgt, dass § und y die Formen haben: 
B= il Oy Pay ta BY 
wo « und $B Constanten sind. Es wird also: 
U; = (2? + ay?)p + (2ay + By")¢. 


Fiihren wir nun die neuen Veranderlichen 


L=o- yy, Y= y 
ein, so wird 


U,=p, U,=@+vyp + yg = op + 94 

= (x? + ay? + 2yay + Bry’) p + (2ay + By’)a 

= (@ + (+ By — 1)¥)P + Ary — 2yy* + By*)¢. 
Nehmen wir also die Constante y, tiber die wir verfiigen kénnen, so 
an, dass 


und 


a+ By —y?=0 
wird, so kommt: 


= ap + (2ay + e9")4- 


Jetzt also hat unsere Gruppe, wenn wir %, y nunmehr mit x, y be- 
zeichnen, die Gestalt: 


Pp, tp+yd, wp + Ary + oy")¢- 
Wenn nun oe + 0 ist, so lasst sich durch Hinftihrung von Vielfachen 
von « und y als neuen Variabeln erreichen, dass schliesslich @ = 1 
wird. Sonach ergeben sich die beiden Typen: 


| p ep+yq p+ Cayt+ w)¢ , 


2B op + yg op + 2eyg E 


Diese beiden ian sind wesentlich von einander verschieden: es giebt 
keine Transformation, welche den ersten in den zweiten tiberfiihren 
kénnte. Der Grund hierfiir wird in § 2 des 23. Kap. gegeben werden, 
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Wir ha o * danaZweit. Fall: 
tten oben angenommen, dass U,f und U,f verschiedene tf a. Uf 


Bahncurven haben. Besitzen sie dagegen dieselben Bahncurven, go 222 die 
Se) ? selben Bahn- 


kénnen wir wegen (U,U,) = U, nach § 5 des 18. Kapitels solche Ver- cve™. 
inderliche «, y annehmen, dass insbesondere 


Bisse AU a) 
U; =p + nq, 


wird. Sei dann 
so ist: i 
(U,0,) = sep + a q, 
(OU) =9 (55 p + $24) — 14. 


Der erstere Klammerausdruck soll gleich 2U,, der letztere gleich U, 
sein. Demnach folgt: 


0& On 
jy oe? by = 2) 
0& 0 


Also ist § =O und y = y’, sodass die Gruppe lautet: 


| q ya ya 


Wir baben also gefunden, dass sich jede dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene, deren erste derivierte 
Gruppe auch dreigliedrig ist, auf eine der drei typischen Formen 
bringen lasst: 


1) p ap+yq p+ (2ay+y")q 


? 


2) p wptyq “p+ 2ryq 


) 


3) q yg ¥4 


Fiir die beiden ersten Typen wollen wir noch einige andere Formen 
angeben, die sich durch Kinfachheit auszeichnen. Um Typus 1) zu er- 
halten, fiihrten wir schliesslich die neuen Variabeln j 

e=ueutyy, y=y 
in die Gruppe 
Pp, mp+yd, @ + ay)p + Ary + By’)q 
ein, indem wir y als Wurzel der quadratischen Gleichung 
Oe BY mee) 
wihlten. Da diese Gleichung zwei Wurzeln y, etwa y, und y, besitzt, 
so kénnen wir auch, sobald y, + y, ist, 
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L=LEMNY, YET YY 
einfiihren, wodurch sich ergiebt 

p+a, ep+ygq, Pp+y7e 
Diese typische Form hitten wir auch direct aus der Form 1) ableiten 
k6onnen, indem wir 


=a, Youty 
in dieselbe einfiihrten. Wir sind also zu dem Typus gelangt: 
p+, ep+yq, @p+ ya 
Wenn wir dagegen in Typus 1 die neuen Veranderlichen 
= Qa+ty, ¥=—2e+ 2Qay 
einfiihren, so kommt: 
2(p+ aq), p+ 2yq, (a —y)p + «yq, 
wo wir natiirlich in der ersten infinitesimalen Transformation den 
Factor 2 weglassen kénnen. 
Fiihren wir in Typus 2) die neuen Veriinderlichen 
L=k, ¥ =Vy 
ein und bezeichnen dann 2%, y einfach mit x, y, so kommt die aus 
gewissen Griinden vorzuziehende Form 
p, 42ap+ yg), wp + xyq, 
wo natiirlich der Factor 4 gestrichen werden darf. Wenn wir noch 
in diese neue Form die Veranderlichen 
1 x 


g=—, Joe —— 
y? 7 y 


einfiihren, so ergiebt sich die noch einfachere Gestalt: 


— UG, YXE—xXp, YP- 


§ 2. Bestimmung der tibrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen 
der Ebene. 


Typen von Es ist jetzt unsere Aufgabe, die Gruppen zu bestimmen, deren 


der Zu- 


sammen- Zugammensetzung die in Satz 1 des 21. Kapitels mit 2) bezeichnete ist: 


setzung 2. 
(U,U;) = 0, (UU) == U5 “CG,U,) =U, 


(c= |=10); 


Wenn zunichst U, und U, verschiedene Bahncurven haben, so 
kénnen wir nach § 2 des 18. Kapitels wegen (U,U,) = 0 solche Ver- 
iinderliche eingefiihrt denken, dass 


Cp! Ures¢ 
wird, Sei dann 
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U; = §p +9; 
so haben wir wegen (U,U;) = U, und ae =clU, au verlangen: 
0 
Fp +g =p, sp + 5 ie Oe: 
Hiernach ist 
OS Chae _ 
Spc le By = 9) doh, §=2-+a, 


On) Dam Ones ay 
es Uy ne ¢, dh n=cy+6, 


sodass 

U; = (« + a)p + (cy + d)q 
wird. Da die Gruppe schon U, =p und U,=q enthialt, so kénnen 
wir statt U; einfach: 


U; — aU, — bU, = xp + cyq 


benutzen, sodass sich der Typus ergiebt: 


pq ep+ecyq (=-9 


Haben aber U, und U, dieselben Bahneurven, so kénnen wir 
wegen (U,U,) = 0 nach § 3 des 18. Kapitels annehmen: 


C=, = 


und haben, wenn 


C60 nd 
ist, zu fordern: 
0 0 0g 0 os 
aR + 52 a a (sep + 52 4) — 6q Sera, 
ds. é 
0§ __ Gives Ll. eee 
ay = By a) © by §&=cz, 
also - 


f=(1—e)z, y=y+ 9). 
Daher lantet der Typus zunichst so: 
q, eq, (1—e)ap + (y+ 9@))¢. 
Fiihren wir y + ¥(a) statt y ein, wobei ~ die Gleichung 
(l—oav(a) +o =% 


erfiillen soll, so kommt: 


q #¢ 1 —eep-- yq 


(== 0) 2h 


Man sieht, dass der Fall ¢ = 1 besonders ausgezeichnet ist, denn nur 
Lie, Differentialgleichungen, 52 
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fiir c= 1 haben alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
dieselben Bahncurven y = Const., da dann der Typus lautet: 


q «xq YF. 
Typen, von Wir gelangen zu den Gruppen mit der dritten Zusammensetzung 
sammen- deg Satzes 1: 
setzung 3. 


(U,U,) =0, (U,U;) = U,, 
Haben U, und~—U, verschiedene Bahneurven, so kénnen wir 


Uap, Uae 
U; = ép + 9 


setzen und miissen von 


verlangen, bis 


i 9 
Spe ny spt i a=p +4, 


d."h, 
0 0 
sesel, Geel, also f=a+y+a, 
0 0 
a 0; a also y=y+0 


wird. Somit kommt 


G,=(@+y+a)p + y+ d)¢ 


oder, da » und q schon in der Gruppe auftreten: 


(e+ y)p + 94. 
Der Typus ist folglich: 


Deeg (oT RP yd 


Wenn dagegen U, und U, dieselben Bahncurven haben, so kénnen 
wir annehmen: 


U=4, U,=xq 


und ae a die Forderungen fiir U;: 


Spt et g=q, opto" q) —to=at 29, 
sodass ’ 5 . 
— ; = ; ee ne, 
d. h. 
fe 14 Keewirk OY) 
also 
3=—pt+(yt+ o@))a¢, 


wird. Statt « wird — a, statt y die Function 6-*/ge*da« benutzt. 
Dann folgt: 


(ag, p= ua . 
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Wenden wir uns zur vierten Zusammensetzung: Typen von 


der Zu- 
(U,U)) == 058 (0R0,) S=.0,,. (U, U5) = 0. setzung 4, 
Wie friiher kénnen wir zuniichst annehmen: 
ay on US == 
und haben fiir a die Bedingungen: 


p 
Sp eg n; 2 a ee c=, 
d= hy 


SS ed, yf Sd, 
U; = (@ + a)p + bq 


oder, da p und q schon als U, und U, auftreten: 


sodass 


== 
gesetzt werden darf. Also finden wir: 


|p G 2p : 


Ist dagegen anzunehmen: 


Cea ge Us ag, 


so kommt: 
7) = 0g 0 = 
* p + oq =4, a (= p + 51g) — ba =0, 
eat , 
06. ee 1 fe 
Jy = 9) Dy = wey —b=9, 
also 
5 2, == Y=. Ga), 
daher 


=rp + (y + p@))4 
y— wf % dx als neues y macht 
U;, =p + 94; 


sodass wir erhalten: 


@ Bd 2p yg 


Die fiinfte Zusammensetzung ist nach Satz 1, § 3 des 21. Kap., diese: mee 
(0,0) =< O: Cu, ia) — 0, CU, U;) — Ce ‘ setzung 5. 


Zunichst haben wir 


also 
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: a wae ames 
U; = + a)p + bg 
oder, da p und g schon in der Gruppe vorkommen: 
U; = yp 


| > @ yp |. 


Wenn wir andererseits haben: 


Gie=9,—U,=00, 
so kommt: 


sep + - 7=0, (Soto bdo, 
f= be Ha Pa), 
U; = — p + (24. 
Benutzen wir y + fo a)da als neues y, so bleibt: 


U; = —p 
und es kommt der Typus (in dem — U, statt U; geschrieben ist): 
q «q p 


Er deckt sich aber mit dem vorhergehenden Typus, wie sich durch 
Vertauschung von x mit y ergiept. Dass dies eintreten kann, hegt 
darin, dass im vorliegenden Falle U, und U, véllig aquivalente Rollen 
spielen. In allen tibrigen bisherigen Fallen sind die erhaltenen Typen 
wesentlich von einander verschieden. 


Typen von Jetzt haben wir nur noch die letzte Zusammensetzung zu erledigen: 
der Zu- 

s8ammen- —_—— — ee. 

setzung 6. (U,U,) = 09, CU,U;) 20, (U, U;) = 0. 


Hier wiirde die Annahme: : 
Uf=a De Us 
fiir U; ergeben: 


TR a Co Cj. Of 
py ay ae Oe Ly aaa: 


d. h. & = Const., 7 = Const. und 
U; = Const. p + Const. q, 


wire nicht von U, und U, unabhingig. Diese Méglichkeit ist also 
ausgeschlossen. Hs bleibt die andere: 


a= 4 4 U0; == 795 


in welcher sich fiir U, ergiebt: 
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U; = X(a)¢. 


Also haben wir als letzten den Typus: 


q «xq X(a)q 


In demselben ist X(a#) eine arbitraére Function von 2. 

Die bemerkenswerte Thatsache, dass die Annahme U, =p, U,=q 
in dem jetzigen Falle, wo alle Klammerausdriicke Null sind, keine 
dreigliedrige Gruppe liefert, kénnen wir mit Benutzung der in § 4 
des 14. Kapitels eingefiihrten Bezeichnung so aussprechen: 

Satz 2: Sind drei infinitesimale Transformationen Uf, U,f, Uf 
der Ebene mit einander vertauschbar, so sind sie von einander abhdngig. 


§ 3. Zusammenstellung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 


Die in §§ 1 und 2 gefundenen Typen sollen nun in einem 
Schema zusammengestellt werden. Dabei bemerken wir Folgendes: 

Zwei Typen ergaben sich, die eine arbitrire Constante ¢ ent- 
hielten, die +-0 war. Die speciellen Formen, fiir die ¢ = 1 ist, be- 
sitzen aus gewissen Griinden besondere Bedeutung und sollen deshalb 
besonders angegeben werden. Wir sehen iibrigens, dass, wenn c = 0 
gesetzt wird, Typen hervorgehen, die spiter besonders aufgestellt wurden. 

Fiir die beiden ersten Typen haben wir in § 1 mehrere Formen 
abgeleitet. Hinige derselben sind in dem folgenden Schema ange- 
geben. Dabei bedeutet das Zeichen = die Worte: ,durch Kinftih- 
rung neuer Verdnderlicher tiberfiihrbar in“. 


A. Die erste derivierte Gruppe ist dreighedrig. 


pta ept+yq wpt+yaq |= 


1) 


| p+aq “p+ 2yq (a? —y)p+ xyg 


I 


? 


p 2ap+yq «p+ xygq [= 
OV Bina ane ness i 
=| zy ©P— Yq Yp 


1) 


3) qy¢ vq " 
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B. Die erste derivierte Gruppe ist zweighedrig. 


4) p g epteyqd ¢=-% =-1 | 


5) | g aq ( =oep + yg ee, oes | 


6) pig eptyq | 


7) q «aq va | 


| 


8) pq (@+ypt ya | 


, Sea 
9) q | Pryd |. 


C. Die erste derivierte Gruppe ist eingliedrig. 


C0) ne ee | 

| 
11) | gq eg opt yd |. 
12) POVMITNMGG . 


D. Die erste derwierte Gruppe ‘ist nullgliedrig. 


Oh ete ae 


Nach § 4 des 4. Kapitels sind fast alle Typen projective Gruppen, 
nimlich Typus 1 in seiner zweiten und die iibrigen in den _hin- 
geschriebenen Formen mit Ausnahme der beiden Typen 3 und 13, 
von denen man beweisen kann, dass sie sich nicht durch Hinfithrung 
neuer Variabeln auf eine solche Form bringen lassen, dass ihre in- 
finitesimalen Transformationen projectiv werden. Obgleich wir von 
dieser Thatsache keinen Gebrauch machen werden, wollen wir ihren 
Beweis kurz angeben: Da eine infinitesimale projective Transformation 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung y” = O invariant lasst (vel. 
das Beispiel zu § 6, Kap. 16, 8. 389), so miissten auch die drei in- 
finitesimalen Transformationen gq, yg, y’q gemeinsam eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung invariant lassen, wenn der 'ypus 3 durch 
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Hinfiihrung neuer Variabeln projectiv gemacht werden kénnte. Es 
miisste also eine Schar von oo? Curven existieren, welche durch 
dq, ¥%, y’q unter einander vertauscht wtirden. Ware y= f(a) eine 
dieser Curven, so wiirden die endlichen Translationen der eingliedrigen 
Gruppe q diese in die Curven y = f(a”) + a tiberfiihren, die auch der 
Schar angehéren miissten. Ferner wiirden die endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe yg die Curven y = f(z) + a offenbar in die Curven 
by = f(«) + a iiberfiihren, und die endlichen Transformationen der 
Gruppe y’q wiirden diese in die Curven 


1 a 
ai ban 


oder also in die Curven 


verwandeln. Dies aber sind oo? Curven. Jede Curve wird also bei 
qd, YG, yg in co Curven iibergefiihrt, niemals in nur co*. Es existiert 
demnach auch keine invariante Differentialgleichung zweiter Ordnung 
beim Typus 3. Beim Typus 13 wird eine Curve y = f(x) auch stets 


in oo? Curven 

y = f(4) + a+ ba + cX(a) 
transformiert, sodass auch dieser Typus keine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung invariant lassen kann. 


Kapitel 23. 


Zuriickfihrung der dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Trans- 
formationen der Ebene auf ihre canonischen Formen. 


Das Ziel aller unserer jetzigen Betrachtungen ist, wie schon 
hervorgehoben werde, die Integration derjenigen gewohnlichen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung in w, y, welche eine bekannte drei- 
gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Durch 
die Aufstellung der canonischen Formen der dreigliedrigen Gruppen, 
wie sie in § 3 des vorhergehenden Kapitels angegeben ist, sind wir 
diesem Ziel schon bedeutend niher geriickt. Die Schritte, die noch 
notig sind, werden nun in diesem und dem niichsten Kapitel gethan, 
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§ 1. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in wv, y, welche cine 
dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. 


Nachweis, Nehmen wir an, die Differentialgleichung 
dass jede ? 5 5 
Integral- 4 ge a ie 

curve eine 2 (x, Y; Y, 7] ) ‘ey ) 


Bahneurve 


‘oder inv. gestatte die drei infinitesimalen Punkttransformationen U,f, Usf, Usf, 
sue" welche eine dreigliedrige Gruppe bilden. Alsdann ist die Schar der 
oo” Integralcurven: 
« (x, Y, a, b) = 0 (a, b = Const.) 
der Differentialgleichung invariant gegeniiber diesen dreien und iiber- 
haupt jeder infinitesimalen Transformation 


Const. U,f ++ Const. U,f ++ Const. U;f 


der dreigliedrigen Gruppe. 

Betrachten wir insbesondere eine bestimmte, aber beliebige unter 
diesen Integralcurven, erteilen wir also a@ und 6b bestimmte Werte. 
U,f fiihrt diese Curve 

a(x, Y;, %, b) eke 
in die Curve 
a(x, y, a,b) — U,~dt = 0 
iiber. Diese muss zur Schar der Integralcurven gehoren und also auch 
eine Gleichung von der Form haben: 
a(x, y,a— 0,a,b — 0,b) =0 
oder: 
Ow Ow . 
(2, y, a, b) — = dja — a 0b = 0. 
Hier sind 0,a@ und 0,b gewisse unendlich kleine Zahlen. Es ist also: 
_ 6w 0,4 Cw 0,b 
Ke Sagres ep ag 


Analog fiihren U,f und U;f die Curve @ = 0 in benachbarte Curven 
a(x, y,a — 0a, b — 6,b) = 0, 
w(x, y,a — 0;a,b — 0,6) = 0 


iiber, und es ist 
Le 05a Ca 0,b 
U0 aacae diddh hen 
__ 6w 0,0 Cw 0b 
DS er w pe 
Nun ist es leicht, eine infinitesimale Transformation 


¢, Uf + & Uf + ¢ Uf g 


der dreigliedrigen Gruppe anzugeben, welche die Integralcurve 
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c(x, y, a,b) = 0 
invariant lasst. Wir haben ja nur ¢,, ¢, c, so zu bestimmen, dass 
¢, U,@ + ¢ U,@ + ¢, U0 = 0 
fiir alle Punkte (a, y) der Curve wird, d. h. wegen der obigen Werte 
von U,@, U,o@, U;@ haben wir ¢,, ¢, ¢c; so zu bestimmen, dass 


0, a 0, a 0, A 
Gant Ga Ge — 9, 


0,d 3, 6, b 
Come Sec se, 1s eay. 
wird. Ks lassen sich aber stets solche Constanten c,, ¢,, c, angeben, 


0, a c : se : : . : 
denn aa u. s. w. sind ja siimtlich bestimmte Zahlen. Uuter den in- 


finitesimalen Transformationen der dreigliedrigen Gruppe giebt es also 
sicher mindestens eine, welche eine beliebig ausgewihlte, aber be- 
stimmte Integralcurve invariant lisst, d. h.: 

Satz 1: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Xa, Y; y; y") — 0 
eine dreigliedrige Gruppe von infinitesmalen Transformationen in x, y, 
so ist jede Integralcurve bei mindestens emer infinitesimalen Transfor- 
mation der dreighedrigen Gruppe mvariant. 
Auch aus diesem Satze kann man schliessen, dass die beiden 
dreigliedrigen Gruppen 
q, Yd, YP 
q, “q, X(x)q 
keine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen. Denn 
die erste hat nur oo! Bahncurven # = Const. und ausser diesen bleiben 
nur gewisse Geraden y = Const. bei irgend einer infinitesimalen Trans- 
formation der Gruppe invariant, sodass also keine oo* solche Curven 
existieren, deren jede wenigstens eine der infinitesimalen Transforma- 
tionen zulisst. Die zweite Gruppe besitzt die cot Bahncurven w = Const. 
und ausser diesen giebt es keine Curve, welche irgend eine ihrer in- 
finitesimalen Transformationen gestattet. Hiermit ist die zum Schluss 
des § 3 des Kap. 22 gemachte Bemerkung in etwas anderer Weise 
begriindet, als dort geschehen. 


Handelt es sich nun darum, eine vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
U(x, y, yy") =0 
zu integrieren, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen U,f, U,f, U;f gestattet, so bietet sich die 


Zerlegung 
des Inte- 
grations- 
problems. 
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folgende Integrationsmethode dar: Man fiihrt in die Gruppe solche 
neue Veriinderliche ein, dass sie ihre canonische Form annimmt. Dabei 
geht die Differentialgleichung in eine solche iiber, welche eine der 
oben bestimmten Typen von dreigliedrigen Gruppen gestattet, und 
vereinfacht sich deshalb bedeutend, da jene Typen selbst sehr einfache 
Gestalt haben. 

Die Integration wire also geleistet, wenn man 

1) jede dreigliedrige Gruppe auf ihre canonische Form zuriick- 
fiihren und ; 

2) jede Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche eine jener 
canonischen Gruppen gestattet, integrieren kénnte. 

Mit dem ersten Problem beschiftigen wir uns in diesem, mit 
dem zweiten im nachsten Kapitel. Hine andere Integrationsmethode, 
nach der die Zuriickfiihrung auf die canonischen Formen in den meisten 
Fallen vermieden werden kann, soll zum Schluss des nichsten Ka- 
pitels entwickelt werden. 


ee ae Unsere Aufgabe ist also jetzt die, eine vorgelegte dreigliedrige Gruppe 


Reduction 

Caer ele’ Uf, Unt, Usf auf thren Typus durch Benutewng passender Variabeln 

ihren Typus. ry riickgufiihren. Dabei bemerken wir, dass dies Problem eigentlich 
zwei einzelne enthalt. Hrstens namlich handelt es sich darum, tiber- 
haupt zu erkennen, welche von den obigen 13 Gruppen der zugehérige 
Typus ist, und gweitens darum, wie man die zur Uberfiihrung ndtigen 
neuen Variabeln bestimmt. In bezug auf das erste Problem, das wir 

ae Gane das der Normierung der Gruppe nennen, kénnen wir Folgendes von 
vornherein aussagen: Indem wir (U,U,), (U,U;) und (U,U;) bilden, 
erkennen wir, ob die erste derivierte Gruppe 3-, 2-, 1- oder O-gliedrig 
ist, d. h. ob der gesuchte Typus in der Zusammenstellung des § 3 
des vorigen Kapitels unter A, B, C oder D vorkommt. Dadureh wird 
die Zahl der Typen in jedem Fall erheblich verringert. Auch kénnen 
wir die Gruppen 3 und 13 nach dem Obigen von vornherein aus- 
schliessen. 

Wie sich die weitere Normierung des Typus und die Uberfiihrung 
in den 'Typus in jedem einzelnen Falle gestaltet, soll in den folgenden 
Paragraphen entwickelt werden. 

Dabei wird von einer einfachen Bemerkung mehrfach Gebrauch 


gemacht, die wir hier vorausschicken wollen. 


Bestimmung Bilden Uf, Uf, U;f eine dreigliedrige Gruppe und sind Uf, 


der iny. 


Dit 10. U,/f, U;f die einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen, 
also etwa ; 
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UfSEptugtud «=12,3) 
ee, OT, ‘ : ie ; 
WO q = gy 80 kénnen wir nach den Differentialgleichungen erster 


Ordnung 
Wa, Y; y) = 0 


fragen, welche U,, U, und Uj, gestatten. Fiir diese miissen 


eg aw , ow 
U ere ae 1 Oy + 7, Oy? 
tare OW OW ,OoW 
Us; W= 835 Taga ce oy? 
Peers SOW ia. bOI 
Us Wb Ge 1 3 Gy Tt %s By 
samtlich vermége W =O verschwinden, d.h. es muss, da sles 
GOWe ns ee - ; : 
und Dy nicht simtlich vermége W = 0 verschwinden oder wenigstens 


W = 0 immer so geschrieben werden kann, dass dies vermieden wird, 
die Determinante 


Seat hy 
A == | £3 Ny ne ay 0 
1 $3 13 Ns. 


sein vermége W=0. Ist sie nun nicht ¢dentisch Null, so muss 
4=O0 vollig die Gleichung W=O ersetzen, d. h. J = 0 ist die 
gesuchte Differentialgleichung erster Ordnung. 

Man kann nun umgekehrt beweisen, dass 7 =O immer die drei- 
gliedrige Gruppe U,f, U,f, U;f gestattet. Doch brauchen wir diesen 
Satz nicht. Es geniiet, durch Nullsetzen der Determinante itiberhaupt 
ein Mittel zu haben, alle eventueil existierenden invarianten Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu finden. Zerfillt 4 in einzelne Factoren, 
so kann man in einem concret vorliegenden Fall, wie dies unten ge- 
schehen wird, immer verificieren, dass jeder Factor gleich Null ge- 
setzt eine invariante Differentialgleichung erster Ordnung darstellt, 
vorausgesetzt, dass er y enthilt. Doch entgeht bei dieser Ableitung 
unter Umstinden eine invariante Differentialgleichung der Aufmerk- 
samkeit, niimlich die der cot Geraden x = Const. mit der Gleichung 


if 
+=0. 
y 


Es liegt dies in einem Mangel des Cartesischen Coordinatensystems. 
In jedem Fall ist also noch besonders zu untersuchen, ob die Schar 

= Const. invariant bleibt. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Incremente von x samtlich nur von w# abhiingen. 


Nor- 
mierung. 


Reduction 
auf Typus 1. 
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§ 2. Zurickftihrung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte dreigliedrig ist, auf ihre canonische Form. 


Angenommen, es handelt sich um die gegebene dreigliedrige 
Gruppe U,, U,, U;, deren erste derivierte auch dreighedrig ist, und 
deren infinitesimale Transformationen nicht samtlich dieselben Bahn- 
curven haben. Nach dem Friiheren muss sie auf einen der Typen 
reducierbar sein: 


1h p+ “pt+yd, p+ ya; 
2) Pp, 2ep-+yd, wp -+ xy¢. 

Um zu entscheiden, auf welchen, suchen wir die Anzahl der in- 
varianten Differentialgleichungen erster Ordnung. Zu dem Zweck 
bilden wir nach der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen die 
Determinante 4. Beim Typus 1 lautet sie: 


sleet 0 
en] 0 = 2(y — x)*y. 
ey Ay —a)y 


In der That ist, wie man verificieren mag, y= 0 eine invariante 
Differentialgleichung erster Ordnung. Offenbar ist auch 


_ =o 
beim ersten Typus eine solche. Beim Typus 2 lautet die Determinante 
ew 0 
Qiay —y =y’. 
la? ay y—uay | 


Sie lefert also keine invariante Differentialgleichung. Aber offenbar 


ist auch hier 
1 


gy) 

invariant. Typus 1 und 2 unterscheiden sich mithin dadurch, dass 
der erste zwei, der zweite nur eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung invariant lisst, weshalb sie auch wesentlich verschieden sind. 

Nun suchen wir in derselben Weise die bei U,, U,, Uz invarianten 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Sind es zwei, so ist die vor- 
velegte Gruppe auf die erste Form, ist es nur eine, so ist sie auf die 
zweite orm reducierbar. 


,=0 


Zunachst mogen es zwei sein, d. h. U,, U,, U; sei auf Typus 1 
reducierbar. Dieser Typus hat die Zusammensetzung: 
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(VV) = Vi, (ViVs) = 202, (ViVs) = Vs, 
wenn seine infinitesimalen Transformationen mit V,, V,, V; bezeichnet 
werden. Wir bringen daher die gegebene Gruppe auf dieselbe Zu- 
sammensetzung und zwar in der allgemeinsten Weise, in der dies 
moglich ist. Zu dem Ende setzen wir etwa: 
U, = a, U, + 4,0, + 43 Us, 


U, = 6,U, + b,U, + 6,03, 
Us = ¢,U, + @U, + ¢,U, 
und bestimmen die Constanten a, b, ¢ in allgemeinster Weise so, dass 
(0, U3) 250, (0,0) = 2055 0,05). U5 
wird. Dies ist offenbar ein rein algebraisches Problem und immer zu 
erledigen. Ist dies geschehen und ist etwa: 


C=tpt1y G=&pt mq, Us= bp + sq, 
so kénnen die § und y noch einige der Constanten a, 6, ¢ als arbitrir 
enthalten. Es muss nun notwendig solche Functionen 7 und y von x 


und y geben, dass U, in V,, U, in V2 und U, in V,, geschrieben in 
z und y statt w und y, iibergeht, und zwar, wie man allgemein be- 
weisen kénnte, bei ganz beliebiger Wahl der noch arbitriren Con- 


stanten. Wir setzen also an: 


of Che Wade of 
b5, + Mm ima Ee Oy? 

0 Lj ae aor 
bso + me G2 aa + Y Gq? 


htm eae Ly oy 
Hieraus liessen sich x und y durch Integrationen bestimmen, denn 
setzen wir f==% oder =¥, so ergeben sich jedesmal Differential- 
gleichungen fiir z, y. Aber wir kénnen einfacher verfahren: Ks sind 
dies drei Gleichungen, welche das Verschwinden der Determinante 
nach sich ziehen: 


Eptng Lt 1 | 
Bp+mg £ y |=0 
£5 + 139 as | 


oder: 
(9 —2) (&9 + 9,9) + 299 —«) Ep + mg —(y? — 2) (Ep + 129) =0 
oder: 

(E,p > N39) ae xy (E,p se 1) = (a ah y) (Ep qe No) = 0. 
Andererseits besteht aber zwischen den drei infinitesimalen ‘T'rans- 
formationen die Relation (vgl. § 1 des 7. Kap.): 
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Eup md. Sit Th 
Ep t mod § |= 0 
Ep+ 1d §& Ns 


(1% — 2m) Esp + 139) + Gems — §32) Ep + m9) + 
+ (63% — 81s) Ep + 2d) = 0. 
Sicher besteht keine andere Relation als diese zwischen ihnen, denn 


zwischen 


oder: 


pra, tp+yd, wpt+y'g 
besteht nur eine, und auf diese Gruppe soll ja die gegebene reducierbar 
sein. Wir fanden aber vorher eine Relation. Dieselbe muss sich also 
mit der jetzigen decken und der Vergleich giebt: 


zy = bos — 53% 
EM, — §271’ 
= 4 E3™ — §:%s 
o+ y= — So 4. 
ry EM, — 
Also lassen sich % und y rein algebraisch als Functionen von a, y 


bestimmen. 
Damit ist die Reduction geleistet und zwar in der allgemeinsten 
Weise, in der sie iiberhaupt moglich ist. 

Ee Gesetzt nun, die Gruppe U,, U,, U; lasse nur eime Differential- 
eleichung erster Ordnung invariant, sei also auf den zweiten Typus 
reducierbar: 

p, 2ep+yq, xp + xyq. 
Wir schlagen dann denselben Weg ein wie vorher: Dieser Typus hat 
die Zusammensetzung 
(Vag) = 2M VV a) = Vay VV a ie My, 
und wir bringen zuniichst die vorgelegte Gruppe in allgemeinster 
Weise auf eine soleche Form 
C=§p+tng, Ui=bp+ me, U;= 8p + neq, 

dass sie dieselbe Zusammensetzung hat. Dies erfordert, wie wir 
wissen, nur algebraische Operationen. Alsdann giebt es Functionen 
« und ¥ von 4, y, so dass: 


of of of 
bt 3@ + % By = ae! 
of 0 0 ato) 
(1) be 55 + te Ge — 28 GE +I BE, 


of OF = & BY 
&3 9 1 Ms Gy = # ag t £Y 5 


wird. Also besteht die Relation: 
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SP emg, 0 
Ep+mg 22 9 |=0 
EP + sq 2 zy 
(E52 + 1599) + @(E,p + ,9).— “(Ep + yg) = 0, 


wahrend doch zwischen den drei infinitesimalen Transformationen nur 
die Relation 


(Ep + 199) + BEE jth 2Ub (Ep + mq) =0 


bestehen kann. Somit ist, wie der Vergleich cee 


oder: 


ea Be a ge? a 2s — &5 Ms | 
; ’ 

£1 M2 — & £1 Ne — §% 

Diese Relationen geben %, aber nicht y. Dass sie sich nicht wider- 
sprechen, ist von vornherein sicher. Um auch y zu finden, benutzen 
wir die drei Gleichungen (1). Setzen wir darin f= 4%, so ergiebt sich 
keine Bestimmungsgleichung fiir ¥, wohl aber, wenn wir f= ¥ setzen. 
Dann kommt: 


6 +1 GL =0, 
OY Oy be 
23% 1 Me dy» 
Ol] a] ~e 
b3 oe t Ms iver 8 


Die letzte Gleichung muss sich nattirlich, wenn in ihr fiir % der ge- 
fundene Wert eingesetzt wird, auf die vorletzte reducieren, kommt 


also nicht in betracht. Die beiden ersten geben pe und “ee als 


bekannte Functionen und daher lg y, also y selbst durch eine Quadratur. 
Die Reduction ist also vermittelst einer Quadratur zu leisten. 


Das in beiden Fallen zuerst zu erledigende Problem, die vor- 
geleste Gruppe in allgemeinster Weise auf die betreffende Zusammen- 
setzung zu bringen, deckt sich wegen der in § 2 des 21. Kapitels 
gegebenen geometrischen Deutung mit dem Problem der analytischen 
Geometrie, als Grunddreieck des homogenen Coordinatensystems in all- 
gemeinster Weise ein aus zwei Tangenten jenes Kegelschnittes und 
ihrer Beriihrsehne gebildetes Dreieck einzufiihren. Doch wird man, 
wenn es nur darauf ankommt, tiberhaupt auf irgend eine Weise die 
Reduction zu leisten, bequemer verfahren, indem man versucht, ob 
nicht irgend eine leichter zu findende speciellere Auswahl der infinite- 


simalen Transformationen U,, U,, U; zum Ziele fiihrt, 


Beispiele. 
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Nach einem allgemeinen Satze, den wir jedoch hier nicht ent- 
wickeln, ist dies bei jeder Annahme der Fall. 
1. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe 


“p+, —ap+ryd, pty 
auf ihre canonische Form bringen. Da ihre erste derivierte drei- 
gliedrig ist, muss sie sich auf Typus 1 oder 2 reducieren lassen. Die 
Determinante aus den erweiterten infinitesimalen Transformationen 
lantet: 
go Le ey 
A=|—2 y 2y = (vy + 1)?- 2y. 

2yy 
Die Gruppe lisst also die Differentialgleichung erster Ordnung y’ = 0 
invariant (wie noch verificiert werden mag) und iiberdies offenbar diese: 

ats 

Y) 
im ganzen mithin zwei, und sie ist daher auf Typus 1 zuriickzuftihren. 
Man erkennt, dass sie iiberdies schon genau dieselbe Zusammensetzung 
wie dieser hat. Versuchen wir daher, direct anzusetzen: 


ap + I=p+ 4, 
— BP + Yd = =p + 94, 
a 8 ee 
Es wiirde sich hieraus ergeben: 


ope gy 
—op +yg & ¥ | =0 
ptyq ee 


oder: 
(9 — «) (p+yq) + yy —%) (ap +a) —@& — 2) (= xp + yq) =0 
oder also: 
(p+ y°q) + ty(@*p + a) —(@+ 9) (— ep + yg) = 0. 

‘Andererseits besteht aber die Identitit: 

“ptq «@ 1 

Ad Nant Ee ON eek 
(ee Cave Pe 

oder: 
(a?y + @) (p+ y'q)— (ay? + y) (p+ q) — (ey? —1)(—ap + 9) =), 


also: 
‘ —1 
(p + y'q) — 2 (@p + q) — “2 — (— ap + 9) = 0. 


x 


Der Vergleich giebt: 


Zurtickfiihrung e. dreig]. Gr., deren erste deriy. dreig]. ist, auf ihre canon. Form. 513 


also: 


oder: 
a 


In der That fiihren beide Variabelnpaare die vorgelegte Gruppe auf 
Typus 1 zuriick. 


2. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe 
p, sn x-p-+cosx-g, cosx-p—sna-¢ 
auf ihre canonische Form bringen. Ihre erste derivierte Gruppe ist 


dreigliedrig, sie ist also auf Typus 1 oder 2 zuriickzufiihren, Wir 
bilden die Determinante der erweiterten Transformationen. Sie ist: 


iL 0 0 
A=j\sinz cosx —sina—yoose|=—1. 
cosa —sing —cosa+y'sin x 


Daher lasst die Gruppe nur die eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung i) invariant, die Gruppe ist mithin auf Typus 2 zu redu- 
cieren. In § 3 des 21. Kapitels haben wir schon dies Beispiel 
betrachtet. Danach nehmen wir die Gruppe in der Form an: 
U, =(+cos2)-p—sing-q, U,=2sinz-p-+2cosa-q, 
U, = (1 — cos) - p+ sina-¢. . 
Wir stellen nun die Relation auf: 
iO, 1+ cosx — sina 
be em e “~2) cos 7, | = 0 


U, 1—cosx sina 
oder: 


(1 + cos «)U, + (1 — cos x) U, — sin 2U, = 0, 
wihrend andererseits __ ms a 
U; + @'U, — @ U;, = 0 
sein soll, wie oben in der allgemeinen Entwickelung. Somit haben wir: 
sin & ~9 1 — cos x 
ifesa? ~ ~ifecosa 
In der That ist die zweite Gleichung eine blosse Folge der ersten. 


Zur Bestimmung von ¥ haben wir nun die Gleichungen: 
Lie, Differentialgleichungen. 33 


C= 
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el oy 
(1 + cos #) = — sin & aye 
asin SY + Qeosa oY — 3, 
woraus folgt: 
dlgy ss sin & dlgy 1 
“O02  2(1 + cos x)’ Cie aoe 


und eine Quadratur giebt: 
lyey = -. — lg cos4z, 


also setzen wir: 


In der That gehen U,, U,, U; durch Benutzung dieser neuen Variabeln 
iiber in 

P, 27p+ 99, @p+ xyq, 
womit die Reduction durchgefiihrt ist. 


§ 3. Zurtickfiihrung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte zweigliedrig ist, auf ihre canonische Form. 


Hs liege nunmehr eine dreigliedrige Gruppe U,, U,, U; in x, y 
vor, deren erste derivierte zweigliedrig ist, und die tiberhaupt Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung invariant lassen kann. Dieselbe muss 
sich nach dem in § 3 des 22. Kapitels gegebenen Schema auf einen 
der folgenden Typen zuriickfiihren lassen: 


Pp q “p-+cyd, (e=|=0) 

q «q¢ (L—e)ap+ ya, +0, =-1) 
q @q 94, 

Da) (ai) pag, 

q tq p+yq. 


Der damals mit 6 bezeichnete Typus ist hier in dem ersten Typus 
enthalten, da bei diesem nur der Fall ¢ =O ausgeschlossen wird, 
nicht auch c = 1. 


Romeiominy, Zunichst ist leicht zu entscheiden, wann die vorgelegte Gruppe 
auf die dritte Form gebracht werden kann, nimlich dann und nur 
dann, wenn ihre infinitesimalen Transformationen s&mtlich dieselben 
Bahneurven haben. Vom dritten Typus kann daher weiterhin bei der 
Normierung abgesehen werden. 

Um nun zu unterscheiden, auf welchen der iibrigen Typen die 
vorgelegte Gruppe reducierbar ist, werden wir die ersten derivierten 


’ 
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Gruppen betrachten. Sie sind die Gruppen p, q und g, xq. Im ersten 
und vierten Fall haben die infinitesimalen Transformationen der ersten 
derivierten Gruppe verschiedene, im zweiten und letzten Falle die- 
selben Bahncurven. Indem wir auch die erste derivierte Gruppe der 
vorgelegten Gruppe U,, U,, U; daraufhin betrachten, entscheiden wir 
sofort, ob die Gruppe auf den 1. oder 4. oder aber auf den 2. oder 
5. Typus reducierbar sein muss, denn es ist klar, dass eine drei-' 
gliedrige Gruppe jene Higentiimlichkeit nicht andert, wenn neue Ver- 
inderliche in dieselbe eingefiihrt werden. 

Nun fragen wir weiterhin nach der Anzahl derjenigen infinitesi- 
malen Transformationen Vf der Typen, welche sich bei jeder Klammer- 
operation reproducieren. Bei allen Typen geben ja die Klammer- 
operationen nur infinitesimale Transformationen der ersten derivierten 
Gruppe, so z. B. beim ersten nur p, g. Wir suchen daher z. B. bei 
diesem eine Transformation ap + fq, sodass jedes 


(ap + Ba, Ap + ug + v(ap + eq) 
die Form o(a@p + 6q) hat, welche constanten Werte auch A, uw, v 
haben mégen. Da die erste derivierte Gruppe aus vertauschbaren 
infinitesimalen Transformationen besteht — wie auch bei den andern 
Typen —, so brauchen wir offenbar nur zu verlangen: 


(ap + Bq, “p + cyq) = o(ap + Ba). 
Ausrechnung giebt: 
ap + Bcq = e(ap + Bq), 


(L—e)a—0, C€—e)h=0. 

Ist e+ 1, so liefert dies 9 =1 oder op=—c. Fir 9=1 kommt 
B =0, die gesuchte Transformation ist also p. @ =e liefert a = 0, 
d. h, die Transformation g. Im Falle ¢= 1 giebt es also gerade zwei 
infinitesimale Transformationen der gesuchten Art. Wenn dagegen c = 1 
ist, so ist 9 =1 (weil sonst a — 6 =O wire) und a und # sind 
beliebig, d. h. alsdann sind alle unendlich vielen Transformationen 
ap + Bq solche der gewiinschten Art. 

Beim zweiten 'ypus reproducieren sich analog nur q und 74. 

Beim vierten Typus fordern wir: 


(ep + Bg, @+ 9p + 99) = o(ep + Ba). 
Ausrechnung giebt: 


op + B(p + 9) = e(ap + Bq), 
(l—o)je+p=—0, 1—o)p=0. 


dh: 


d. h. 


33* 


a 


516 Kapitel 23, § 3. 


Mithin ist e=1 und 6 =O, d. h. hier ergiebt sich nur eine infini- 
tesimale Transformation der gewiinschten Art, namlich p. 

Beim fiinften Typus endlich ergiebt sich analog auch nur eine, 
nimlich q. 

Dieselbe Rechnung fiihren wir bei der gegebenen Gruppe durch 
und entscheiden dadurch, ob sie zu Typus 1 fiir ¢ += 1 oder zu Typus 2 
oder aber zu Typus 1 ftir c= 1 oder endlich zu Typus 4 oder 5 
gehért, denn die Anzahl solcher sich bei den Klammeroperationen 
reproducierender infinitesimaler Transformationen bleibt unverindert, 
wenn auch neve Variabeln in die Gruppe eingefiihrt werden. 

Da wir schon oben entschieden haben, ob sie auf Typus 3 oder 
aber auf Typus 1 oder 4 oder aber auf Typus 2 oder 5 reducierbar 
ist, so ist nunmehr der Typus, auf den sich die vorgelegte Gruppe 
zuriickfiihren lassen muss, bekannt. 


Es eriibrigt jetzt noch, die Reduction fiir die einzelnen Méglich- 
_keiten wirklich durchzufiihren. 
secon Angenommen sei also erstens, dass die Gruppe U,, U,, U, auf 
erstenTypus.qdan Typus : 
P, qd, ep + eyg 
zuriickfiihrbar sei, wo allerdings die Constante ¢, die sicher += 0 ist, 


noch unbekannt ist. Der Typus hat die Zusammensetzung: 
(p,9)=0, Wop + cya) =p, Gav + cyg) = c9. 
Entsprechend werden wir die infinitesimalen Transformationen der 
vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so auswihlen, dass: 
(U,0,) =, (U, U;) = Ui; (U, U;) = Const. U, 
wird. Dies erfordert nur algebraische und verhiiltnismissig einfache 


Uberlegungen. Die Constante, die bei der letzten Klammeroperation 
auftritt, benutzen wir als die Grésse c Wenn nun etwa: 


Trr—=<. of Of 
Tif = 6 So 4m SE 
(= 1, 2, 8) 
ist, so giebt es sicher solche Functionen % und ¥ von 4, y, dass: 


0 0 0 


da! By 0m? 
of of é 
Baga bag = a 


0 0 0 a) 
Bs 5a + ts 5 =F 5k + 8 oh 


“ 


wird. Zwischen den drei infinitesimalen Transformationen besteht 
daher notwendig die Relation 
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U, — 2U, — cy, = 0. 


Bekanntlich besteht aber zwischen ihnen nur eine lineare Relation, 
naimliche diese: 


if 
0 


“x Cy 


al Sl Sl 


oder: 


U; ae £13 — § E35 Me ie io E1N3 — §3™- U0) 


En, —! i — 1 “ cis ni 
Demnach ist: 
re _ §%s — E35 Ne ga 1 te — both | 
— &n — bm? c¢ §.n, — §.m 


Die Reduction ist hiernach rein algebraisch durchfiihrbar. 


Nicht so im zweiten Falle: Die vorgelegte Gruppe U,, U,, U, Bedtuction 


4 of 3 auf den 
sei auf den Typus zweiten 


Typus. 
q, «q, 1 —¢)ep+yq 
reducierbar. Wie vorher bestimmen wir auch hier drei von einander 
unabhangige infinitesimale Transformationen 


ea 7] 0 
U; f= & ao + i a 
der vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so, dass sie dieselbe 
Zusammensetzung liefern, wie der 'T'ypus, d. h. dass: 
(U,U,) =90, (U,U;,)=U,, (U,U;) = Const. U; 
wird. Die zuletzt auftretende Constante nehmen wir als das ¢€ an. 
Nun giebt es Functionen %, y von %, y, sodass: 


a 0 of 
go 4 11 a= oy’ 
0 = Oy 
(2) E, Ctn 7 ” 99 


2 ie 2 
5h +m ge = (1 — )& 55 + 9 oy 


wird. Hiernach besteht zwischen den U die lineare Relation: 


U" 0 ‘| 
ip ®) 1) 
Pie ina 
oder ~ ta 
U, = «U,, 


d. h. es ist: 


Reduction 
auf den 
dritten 

Typus. 
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Bop + mg = «(Ep + 149), 
also: 
ft, ee 
a Ei Ny 


(Dass diese beiden Werte dieselben sind, ist von vornherein sicher.) 
Um y zu bestimmen, setzen wir in (2) f=2, y. Die erste Annahme 
giebt fiir y keine Bestimmungsgleichung, hat also keimen Zweck. 
Setzen wir aber f= jy, so ag 
; a7 
£28 49, OF 
oY Cae. j 
bo es + Ns ay = 4. 
(Die zweite ei giebt offenbar nichts neues.) Hieraus lassen 


oy 
sich ae und 2! ;, berechnen als lineare Functionen von y, deren Coeffi- 


cienten von ed y abhingen. Bekanntlich erfordert alsdann die Be- 
stimmung von ¥ nur Quadraturen. 
Die Reduction verlangt also nur Quadraturen. 


Wenn die vorgelegte Gruppe U,, U,, U; drittens auf die Form 


Gy WG, Yd 
gebracht werden kann, so wahlen wir wieder drei von einander unab- 
hingige infinitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe: - 


ae 0 0 
Uf bok tn 7 


(i = 1, 2, 3) 


in allgemeinster Weise so, dass die U dieselbe Zusammensetzung 
haben wie der bekannte Typus, dass also 


(U,U;) = 9, (U,U;) = U;; (U,U;) = U, 


wird. Alsdann setzen wir: 


of 0 0 
ne w= ot 


Zunachst ist hiernach 


Andererseits miissen U, und U, sich notwendig in den Formen dar- 
stellen lassen: 


108 = 0 (2, y)U,, U, = o (a, y) Ui, 
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da die infinitesimalen Transformationen U,, U,, Us siimtlich dieselben 
Bahneurven haben. Also ergiebt sich sofort 

L= 0 (x, Y), Y= 6 (a, y). 


Die Reduction erfordert demnach weder Integration noch Quadraturen. 


Sei die vorgelegte Gruppe U,, U,, U, viertens auf die Form pre 
. vierten 
Dv, a (@+y)p+yq Typus. 


reducierbar. Wir wahlen zunachst wieder drei von einander unab- 
hangige infinitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe: 


FF 0 0 
Uf = 6 56+ 0 5h 
(¢ = 1, 2, 3) 


in allgemeinster Weise so aus, dass die U dieselbe Zusammensetzung 
ergeben wie der bekannte Typus, d. h. dass 


(U,U,) =0, (U,U,)=U,, 0,0;) =U, + U, 


ist. Darauf setzen wir an: 
of i ee Ok. 
big gk Nt Gama one 
of Otee. Of 
He Bie A No as aoa? 


Bea 
see nee Oy =(&+ 9) am 
Hiernach fates ete 


ae 
S11 


= __. 83g b2Ns 57 EN, —§3™ FFT 
sre EN, — 6271 : En, — 7 


ist. Demnach kommt: 


wihrend doch 


7 — 1 bss — Sao =)» gbellg oo Say 
Fry eet A Pe Ei Me — S21 


Die Reduction erfordert also keinerlei Quadraturen oder Integrationen. 


Endlich wenden wir uns zum fiinften Fall: U,, U,, U3; sei redu- Reduction 


auf den 


i be fiinften 

cierbar auf ae 
qd, “4, p+ yq. 

Nachdem die infinitesimalen po ares 


Uf= — Re fy Ni i 
ate 2 3) 
in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe so ausgewahlt 
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sind, dass sie auch die Zusammensetzung des Typus geben, namlich 
diese: 


(U0) =0, GH) =0, G0) =%,-0, 


so setzen wir: 


la eI 
i a ye oy? 

ape bh dpaenay 
SG ila ee ee oye 

of OF tedAnek Eerie 
95h ey oe he aG 


und erhalten hieraus: 


of of A of of 
bn + 36 = 2 (6 3 +n $4), 
also: 
i st bay _oills 
ee, g 1 


Um y zu finden, setzen wir f= y und unsere drei obigen Gleichungen 
geben (indem die zweite iiberfliissig wird): 
Oy Oy 
gi Ox Su oy 1, 
eyes ey ee wee 
; Ox + 7; by a. y- 
Wie bekannt, lisst sich hieraus y durch Quadraturen als Function 


von x, y berechnen. 
Diese Reduction fordert also nur Quadraturen. 


In allen ftinf Fallen kann mithin die Zuriickfitihrung der vor- 
gelegten Gruppe auf ihre canonische Form durch algebraische Opera- 
tionen und héchstens einige Quadraturen geleistet werden. Doch ist 
in jedem Falle eine iihnliche Bemerkung wie im vorigen Paragraphen 
zu machen. Sicher existiert jedesmal eine Form U,, U, Us der ge- 
gebenen Gruppe derart, dass U,, U,, U; direct in die drei infinitesi- 
malen Transformationen des betreffenden Typus tibergefiihrt werden 
kénnen. Diese Form suchten wir, indem wir in allgemeinster Weise 
U,, Uz, U; so bestimmten, dass sie dieselbe Zusammensetzung liefern, 
wie der Typus. Bei dieser Bestimmung treten vdéllig willktirliche 
Constanten auf. Fiir gewisse Zahlenwerte derselben muss die Uber- 
fiihrung zu leisten sein. Dass sie fiir alle zu leisten ist, folet aus 
allgemeinen Sitzen, die hier nicht erdrtert werden kénnen. Man mag 
sich in jedem Beispiele davon tiberzeugen. 
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1. Beispiel: Man soll die dreigledrige Gruppe 
U,=a«p, Uji=\¥q, U;=alge-p+ylgy-g 
auf ihre canonische Form bringen. Hier ist 
(U,U;) =0, (U,U;)=U,, (U,U;) = U;. 
Die erste derivierte Gruppe ist also zweigliedrig, nimlich U,, U,. 
Thre infinitesimalen Transformationen haben verschiedene Bahncurven. 


Mithin kann die Gruppe nur auf den ersten oder vierten Typus redu- 
cierbar sein. Da nun 


(aU, + BU;, Us) = aU, + BU; 
ist, so giebt es unendlich viele sich bei den Klammeroperationen 
reproducierende infinitesimale Transformationen o,U, + a,U,, die 
Gruppe ist demnach auf Typus 1 fiir ¢ = 1, also auf . 
P, 4 «pt yd 


reducierbar. Um das allgemeinste neue Verinderlichenpaar 7, y zu 
finden, welches die Reduction vermittelt, nehmen wir 


U, = %U, + aU, 
U, = BU, + B,U;; 
Us, = 7,0, + 72U, + 7;U5, 
wo die a, 6, y Constanten mit nicht verschwindender Determinante, d. h. 
73-9 und 0B, — a6, += 0 
sein sollen, so an, dass 
(U,U,)=0, (U,U;)=U,, (U,0;) =U, 
wird. Dies liefert fiir die «, 6B, y nur die Bestimmungen: 
(1—y)a,=0, (l — 75)% = 9, 
(1 — 73)B, =0, (1 — 7)B, = 0. 


Also ist y,; = 1 anzunehmen, wahrend die a, 6 und y,, y, willktirlich 
sind. Nun setzen wir 


Ee a 
1 = ap + Yd = D 


= 0 
U; = Bap + hyd = ga) 
\ EOF pee OF, 
=n t+ nygtealga-ptylgy-¢=t,2+9 55, 
ds.0;: 
(ye + elge)pt+(nyt+ylsy)q=2 (aap + eye) + 9(B.ep + Bry), 


sodass 


Beispiele. 
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(1, + lg a) a = (a2 + B,y)«, 
(v2 + Ig 9) y = (a% + By) 
sein muss. Dies giebt: 
rigae e Ay w+lge B, 1 | "1+ Iga | 
&, By oy B, v + ley B, By = BL | ary Vv, + lg 4 y | 
Die neuen Veriinderlichen fihren also U,, U,, U; in 
OF PU Fawee: 7 yey 
7a? og? oat § 
tiber. Dabei sind @,, 3; Bi, Boy 74. Ye ganz willkiirlich, Nimmt 
man z. B. diese alle gleich Null an mit Ausnahme von e, = p, = 1, 
so kommt: . 


y= 


= 1 


e=lIgu, y=lIgy. 
In der That wird dann: 
oad 18 eee, Olg y of fe 
LD Oe tae aa canagiae ek me 
Le ales OF Ole Yio fugiecel eee 
YTV i keel ye ee 
tlgc-ptylgy-q—lge-p+lgy-¢—ap + yg 


2. Beispiel: Die Gruppe 
1 
RE el A Die ep 
soll auf ihre canonische Form gebracht werden. Hier ist 
CU U5) 0 UU 3) = Uy a US ae Oe 

Die erste derivierte Gruppe ist demnach zweigliedrig: U,U, und die 
infinitesimalen Transformationen U,, U, haben dieselben Bahncurven, 
nicht aber hat auch U, eben diese Bahneurven. Also ist die Gruppe 
auf den zweiten oder fiinften Typus reducierbar. Wir fragen nach 
der Anzahl der infinitesimalen Transformationen «,U, + 6,U,, welche 
sich bei den Klammeroperationen reproducieren: 


(aU, + BU,, Us) = e(a@U, + BU;). 


Es kommt hier: 


— aU, + B(U, — U,) = e(aU, + BU,), 


(otle+p=—0, Betl)=0. 
Ware 9 + — 1, so kime a=f6 =O, Also ist @ = — 1 und Bp = 
d. h. es giebt nur eine infinitesimale Transformation der gesuchten 
Art, namlich U,; die Gruppe ist sonach auf den letzten Typus 


q, @4, Pry 
zuriickfitthrbar. Zunichst setzen wir nun allgemein an: 


also 
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1 = «,U, + oU,, 

2 = B,U, + BU, 

= 110, + 72U, + 73U3 

und nehmen an, dass y, += 0 und a,f, — a,6, = 0 sei. Die U, sind 


so zu bestimmen, dass 
= On OU UU) aU, 0, 
wird. Dies giebt fiir die «, 6, y die Bedingungen: 
— % 73 + MP3 = Oy, Te tet coe ee 
— BiY3 + Bes = By — %, — Bos = By — O%. 


‘Ware y, == — 1, so kime a, — 0, d. h. a, = 0, was auszuschliessen 


ist. Somit ist y,—=—1 zu ak, dh. a, == 0, Bs = (ers 
haben wir die Relationen Wiindtellea: 
—_— rs) ’ 
= ay 
a By 
— (6, + )q=a ll, 
nf ks Ch vane 
= (1+ 2+y)q—op = ota ce 


Demnach ist: 


wahrend f= y liefert: 
oY Oy Oy = 
ae == 1, (y, +2 fy) oo — ath my, 
Es ist daher ¥ zunichst von der Form: 
j # +'p (x), 
1 
also nach der zweiten Gleichung 


2 d | 
(4.+%+y)2—e=* +9, 


daher 


Ee ieas V2 Ye 3 oe 
ia ty = a, &« =e ce", 
wo ¢ eine beliebige Constante bedeutet, sodass also 


1 
meee By eine AY Ye. | Lt nl V1 + Ye 
ates AE YATE os ar oe Bid aap 
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die neuen Verinderlichen sind, welche die Transformation in die 
canonische Form leisten. In der That ist wegen: 


1 
farang 0) MR ee Mia ON ye 1 — Sees e* \ — 
P= Fa — da bg Tb De ce Lp + ( 2 0 )% 
EOF a Of Et USA ee 
I=3y oy On ag aga, £ 
auch 
U, = %q = 4, 


7 
tm ty)o—aty—=( 424 at pt (% +008) = 


U;=\1 a ele 
=p +i. | 
Natiirlich kann man die Constanten specialisieren, z. B. a, = 1, 


Bb, = 71 = % =¢c = 0 setzen, sodass 


1 
a 0) 


SI! 
—~ 


wird. 


§ 4. Zuriickfiihrung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte eingliedrig ist, auf ihre canonische Form. 


Hine dreigliedrige Gruppe U,, U,, U,; in x, y, deren erste deri- 
vierte Gruppe eingliedrig ist, lasst sich nach dem Schema in § 3 des 
22. Kapitels auf eine der drei folgenden canonischen Formen zuriick- 


fiihren: 
P, 4, XP; 
q, %q, “p+ Yq; 
q, Pe «xq. 
Riomiereae In allen drei Fallen stellt die erste infinitesimale Transformation 


die erste derivierte Gruppe dar, also im ersten p, in den beiden 
anderen g. Im dritten Falle ist g mit p und aq vertauschbar, im 
ersten und zweiten Fall ist die erste infinitesimale Transformation 
nicht mit allen iibrigen vertauschbar. Ferner besteht im ersten Falle 
zwischen den drei infinitesimalen Transformationen die Relation: 


(ep) — a (pe 0; 
(xq) — x(q) =0 


(p, up) =p, 


im zweiten diese: 
und es ist im ersten 


im zweiten 
(q,7q) =0. 
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Um also fiir U,, U,, U; den zugehérigen Typus zu bestimmen, 
bilden wir (U,U,), (U,U;), (U,U;) und erhalten dadurch die infinitesi- 
male Transformation der ersten derivierten Gruppe. Sie sei etwa U;. 
Alsdann untersuchen wir, ob sie mit allen Transformationen der 
Gruppe vertauschbar ist oder nicht. Ist sie es, so ist die Gruppe auf 
Typus 3 reducierbar. Ist sie es nicht, so kommen nur die beiden 
ersten Typen in Frage. Dann bilden wir die sicher bestehende Relation 
von der Form: 


a, U, + a U, + a3 Us — pa, y) U, = 0, 
wo g eine wirkliche Function, nicht aber, wie @,, a, @3, nur eine 
Constante sein soll. Ist dann 


(U,, o, U; 26 a, U, = CC ji 05 


so ist die Gruppe auf Typus 2 zuriickzufiihren, andernfal!s auf Typus 1. 


Sei — nach Beendigung dieser Normierung — die vorgelegte Reduction 
au en 
Gruppe auf den ersten Typus ersten 
I Typus. 
SPE etn Y 


reducierbar. Auch sei U, die erste derivierte Gruppe. Sicher lassen 
sich dann in allgemeinster Weise U, und U; so aus der Gruppe aus- 
wihlen, dass sie von U, und von eimander unabhingig sind, und dass 


sie dieselbe Zusammensetzung wie der Typus geben: 


CeO, NT, U0. 


| Uf = kip + 1:9 


@=1, 2, 8), 


Ist etwa: 


so kénnen wir dann 2, ¥ so als Functionen von a, y bestimmen, dass 
of 
51D + md = 7a 

Ep + 2d = 5 


af 
oy’ 
s a 
Ep + 139 = 
wird. Zunichst kommt hiernach sofort: 
=. 68 to. 
nae g Ny 
Indem wir f= y setzen, kommt ferner: 


° a] a] 
aga 


Reduction 
auf den 
zweiten 

Typus. 


Reduction 
auf den 
dritten 
Typus. 
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woraus sich y durch eine Quadratur bestimmt. Die Reduction erfor- 
dert also eine Quadratur. 


Ist zweitens 
q %4, pr yd 
der Typus, auf den die vorgelegte Gruppe reducierbar sein muss, und 
U, ihre erste derivierte Gruppe, so wahlen wir wieder in allgemeinster 
Weise U,, U, so, dass die Zusammensetzung der vorgelegten Gruppe 
in der neuen Form genau die des Typus, d. h. 


CONE =O ihe SSE EE ae 


ist. Ist etwa 


U; = kp + nq 


(i = 1, 2, 3), 


so kommt das Gleichungensystem: 


Daraus folet: 


Ree ne 
¥ gi Ny 
und f= y giebt 
oy oy 
gat ay. i? 


ay oR. \nk 
Es On + 5 pore 
Hieraus bestimmt sich bekanntlich ¥ durch Quadraturen. 


Wir kommen zum letzten Fall, in dem U,, U,, Us auf die ca- 
nonische Form 
q, P, @ 
zurtickgefiihrt werden kann. Nachdem wir wieder U,, U,, U, in all- 
gemeinster Weise so aus der gegebenen Gruppe ausgewiihlt haben, 
dass sie von einander unabhiingig sind, und dass sie dieselbe Zusam- 
mensetzung wie der T'ypus haben, also: 


(U, U2) = 0, (U, Us) B= 0; (U, Us) = os 
ist, setzen wir, wenn 


U;= Ep + nq 
; (i= 1, 2, 3) 
ist: 


Zuriickfiihrung e. dreigl, Gr., deren erste deriy. eing]. ist, auf ihre canon, Form. 


r) 
Eptnug= 5 


Ra 
EP + Nad = az 

Of 
SP + 13d = @ 5 


Hiernach wird: 


7 hts ee 
5 g, My 
und f= y hiefert: 
oy 04 
boa th 5, I; 
or] Oy 
Eo Peal Lr 0, 


woraus ¥ durch eine Quadratur berechnet wird. 


In jedem Falle reichen also auch jetzt algebraische Operationen 
und héchstens Quadraturen zur Reduction der vorgelegten Gruppe 
aus. Hs ist hierbei, wie in § 2 und § 3, zu bemerken, dass die U 
noch vollig willkiirliche Constanten enthalten, demnach auch in den 
Werten von x und y solche auftreten. Sicherlich giebt es gewisse 
Werte der Constanten, fiir die 7, y in der That diejenigen neuen Ver- 
ainderlichen sind, welche die Reduction leisten. Man wiirde sie in 
jedem Falle durch wirkliche Einsetzung von “ und y in die U rein 
algebraisch bestimmen kénnen. Aber man kann beweisen, dass diese 
Constanten in der That ganzlich willkiirlich gewahlt werden diirfen. 
Doch gehen wir darauf nicht ein. 


Beispiel: Die Gruppe 
‘ P, YP, Y4 
soll in allgemeinster Weise auf ihre canonische Form zuriickgefiihrt 
werden. Hier ist: 
(U,U;) = 0, (U, U3) = 0, (UUs) = U,. 


U,=yp also stellt die erste derivierte Gruppe dar. Da JU, nicht 
mit U, und U, vertauschbar ist, so ist der zugehérige Typus sicher 
nicht der dritte. Nun besteht zwischen den infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe nur die folgende Relation 


1 
und es ist (U,U,) = 0. Daher ist die Gruppe auf den zweiten Typus 


q, “q, “p+ yg 


reducierbar, Wir haben nun zu setzen: 


Beispiel, 


528 Kapitel 23, §§ 4, 5. 


= Ue - 
== Pil Pe Cate 
U; = 7, U, + 2 U2 + 73 Us 


und die Constanten a, B, y so zu bestimmen, dass 


a0, By, — By, == 9 


Al Sl 


und ausserdem 
(U,U,y=0, (U,U;) = U,, (0,0,)=0 


wird. Dies liefert 


ap; = 0, 
d. h. 6, ==.0, ferner: 
— ay, =e, 
d. h. y,; == — 1, und endlich 
Boy; = 9, 


d. h. B, = 0, sodass sich ergiebt und zu setzen ist: 
= é 
U, =, =ayp = —- 


U, =6,0,=6,p=z, 


— a, Of 
=r CA aha VoY)p NG! == OL, agi -f- y a 
Hiernach ist: 


wahrend f= gy liefert: 


Oy OY 2 
(Y, + 0) Fe 4 5g = 9 
also zunichst 


ae x 

UR ae nn sO) 
und, wenn dies in die zweite Gleichung eingesetzt wird: 

1 , 
(1+ 129) oy — 9 Y)Y = @, 
woraus sich durch Quadratur ergiebt: 
Y 1 UY 
ie mi y ley t= oe 

sodass die neuen Veriinderlichen diese sind: 


— Br rh yy Igy Yo 
c= Dc: ty te a 


ay 
Wirklich wird bei Einfiihrung dieser neuen Variabeln: 


Reduction der Gruppen, welche keine Diffgl. 2. O. iny. lassen. 529 


— sees Be 

OC oye ee 1) 

ey _ mo 

U, = Bp = B, fn reed A 

—_— Ay 
Os Ss + 129) 9d = A 929) 5 F 


§ 5. Reduction der dreigliedrigen Gruppen, welche keine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung invariant lassen, auf ihre canonische Form. 


Wir haben von vornherein in den drei letzten Paragraphen die- 
jenigen Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Trans- 
formationen von der Betrachtung ausgeschlossen, welche bei der 
Integration von Differentialgleichungen zweiter Ordnung nicht vor- 
kommen. (Vgl. § 1.) Da aber das in den §§ 2, 3, 4 behandelte 
Problem unabhangig von der Integration von Differentialgleichungen 
eine gewisse Bedeutung in der Gruppentheorie hat, so wollen wir uns 
nun noch fragen, wann eine Gruppe U,f, U,f, U;f in x, y auf einen 
der ausgeschlossenen Typen, d. bh. nach dem Schema des § 3 des 
22. Kapitels auf eine der beiden Formen 


q yd ¥°4, 
q vq X(a)q 
reducibel und wie diese Reduction auszufiihren ist. 

Die Gruppe U,, U,, U, ist dann und: nur dann auf einen dieser 
Typen zuriickfiihrbar, wenn U, und U, sich nur um von einander 
abhingige Factoren von U, unterscheiden. Insbesondere ist sie auf 
den ersten oder zweiten Typus reducibel, je nachdem ihre erste deri- 
vierte Gruppe 3- oder 0-gliedrig ist. 


Sie sei zunachst 3-gliedrig, d.h. U,, U,, U, sei auf den ersten, Reduction 


auf den 
ersten 


Typus 2 Typus. 
q, ¥% Ya 

reducibel. Dann wiahlen wir U,, U,, U; so von einander unabhingig 

in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe aus, dass sie die 


Zusammensetzung des Typus ergeben, also 
Lie, Differentialgleichungen. 34 


Reduction 
auf den 
zweiten 
Typus. 
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wird. Ist etwa 


und ist demnach 


so wird angesetzt 


Hiernach ist 


Kapitel 23, § 5. Kapitel 24. 


is COR ee Le, 


(U,Us\ =U, 


U, =tp + ng 


U, = o(&p + 09), 
3 = op + nq), 

of 

oy’ 


o(fp +g) =y ap 


Ep + ng = 


] 
a 
(Ep + 19) = # 55° 


wihrend z die Differentialgleichung 


Ou. 
Sarda ety 


erfiillen muss, d. h. als Integral der gewéhnlichen Differentialgleichung 


erster Ordnung: 


bestimmt wird. 
Wenn zZweitens: 


dx dy 
he ee 
Yi eg, A Xa 


der Typus der Gruppe ist, in dem allerdings X noch unbekannt ist, 
so wihlen wir U,, U,, U; irgendwie von einander unabhangig aus 
der vorgelegten Gruppe aus. Es ist dann jedes (U;U,)=0. Wenn 


wieder: 


wird, so setzen wir 


Hieraus folgt: 
und 


wihrend sich y aus 


U, =p + 04, 
Us gun =o 0) 
tp + ag=, 
0 


C 
o(ép +g) = X@ 2. 
<= @ 


Xe) == 6% 
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Ce: ee 


berechnet. Bekanntlich erfordert letzteres die Integration der ge- 
wohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 


eg eae 
; § u 
und eine Quadratur. 
Das Gesamtergebnis der §§ 2 bis 5 ist dieses: Casares 


fassung. 


Theorem 47: Die Zuriickfiihrung einer dreigliedrigen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene, welche nicht 
sémtlich dieselben Bahneurven haben, auf thre canonische Form 
erfordert ausser ausftihrbaren Operationen hiéchstens einige 
Quadraturen. Haben jedoch alle infinitesimalen Transfor- 
mationen der Gruppe dieselben Bahncurven, so verlangt die 
ZLuriickfiihrung unter Umstinden auch die Integration einer 
gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung in gwei 
Verdnderlichen. 


Kapitel 24. 


Integration einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinite- 
simalen Transformationen gestattet. 


In § 1 des vorigen Kapitels skizzierten wir den Weg, auf welchem 
eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in 2, y, welche 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
gestattet, integriert werden kann: Zuniichst bringen wir die dreiglie- 
drige Gruppe, welche eine der in §§ 2, 3, 4 des vorigen Kapitels be- 
trachteten ist, auf ihre canonische Form. Die Bestimmung der dazu 
nétigen neuen Verinderlichen yverlangt nach Theorem 47 (§ 5 des 
23. Kap.) ausser ausfiihrbaren Operationen héchstens einige Quadraturen. 

Durch EHinfiihrung der neuen Veranderlichen geht die vorgelegte 
Differentialgleichung in eine solche tiber, welche bei einer der typischen 
dreigliedrigen Gruppen invariant bleibt. Es fragt sich demnach nur 
noch, wie man diejenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 
zwei Veranderlichen integriert, welche einen der Typen von dreiglie- 
drigen Gruppen yon infinitesimalen Transformationen gestatten. 

Wir werden daher die bei jedem der Typen invarianten Differen- 


tialgleichungen zweiter Ordnung aufstellen und zu integrieren suchen, 
34* 


Typus 1. 
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Noch bemerken wir, dass wir nachher, in § 3, diejenige Inte- 
grationsmethode entwickeln, nach der die Zuriickfiihrung auf die cano- 
nischen Formen in den meisten Fallen nicht notig ist, und auf welche 
wir schon im vorigen Kapitel hindeuteten. 


§ 1. Die gewoéhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe vom Typus 1 oder 2 gestatten. 


Der Typus 1 des in § 3 des 22. Kap. angegebenen Schemas hat 

die Form: 
Pd, ©Pryd, ep yd. 
Wir fragen nach denjenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
Ub a(x, y,y¥) =09, 

welche diese drei infinitesimalen Transformationen gestatten. Dazu 
benutzen wir das Theorem 35 des § 3, 16. Kap. 

Soll die Gleichung y” — w =O die infinitesimale Transformation 
p-+q gestatten, so muss @ danach diese Bedingung erfiillen: 


0 @ 
a + Gg =o 
d. h. wm hat die Form: 
O == OF — Y,-¥ ). 
Soll sie auch xp-+ yq gestatten, so muss dies w ferner der 
Gleichung geniigen: 


Bezeichnen wir « — y fiir den Augenblick mit uw, so ist: 
CO O05 0G iO 
Cur ON a Oy ea 
die Bedingung geht also tiber in: 


0 
a+ un 0, 


sodass o die Form hat: 
ee LS 


U 
Nun soll y”— wo =0 auch xp + y’q gestatten, und daraus folet 
die letzte Bedingung: 
2y? — 2y + Qy — 42) 0 — By (y — 2) 2 — 
9 Oo y? 0 aN 


Da 
Oey i Ge ip ae i 
Oy ah! OR Tu. Oy ae 


ist, so nimmt sie die Gestalt an: 
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2y°? — 2y' — 3f + 2y¥ fy) =. 
Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in f und y/, 
deren Integration in bekannter Weise liefert: 


f= — 2y — 2ay Vy — 2y", 
sodass die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet: . 


ees ae VI Ue 


ee 


a ist darin eine beliebige Constante. 


Ks fragt sich nun, wie man diese gefundene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung integriert. Dazu verwerthen wir die Thatsache, 
dass sie die zweigliedrige Gruppe 

Pd, =ptyq 
gestattet, wo (p +4, p+ yq)=p+q ist. Nach § 4 des 20. Ka- 
pitels fangen wir die Integration also so an. Wir bilden: 


Af Pie GA Og ( = sh) 


und erweiteren unsere beiden infinitesimalen Transformationen: 
Ui) = Pgs 
U, f= xp + y¢. 
Durch Erweiterung tritt kein Glied mit g hinzu. Ein erstes Inte- 
gral ist daher: 


dz dy dy 

Ley 
| jhe 0 ey iy a —y)dy 
“li wip ar a = at , , he a} Sd 
prey Ae UR! et ay Vat?) 
eton nln 0 

“x yYy 0 


Die Ausfiihrung der Quadratur liefert das Integral 
Ig@—y)+4lgy —lgd+aVy +y) 
oder also das Integral: = 
tea) Vy. 
i avy ty 
Man kann nun fernerhin die Gleichung 


ngs DVY - = Const, = ; 
1+aVy+y 4 
. Ci een CY) . 
integrieren. Bezeichnet man némlich ae mit v, so kommt 


durch Auflésung der letzten Gleichung nach 4: 


Typus 2. 
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y = 20? + Qv Vv? — 1 — 1, 


also, da 
, b , 
ON ea ete s 
ist: 
== if = Vr, 
sodass 
at —_— — $y = Const. = c 
1—v? — vy Vv? —1 
oder also: 
if 
a HG SC 
o+ Vvo?—1 


die gesuchte vollstindige Integralgleichung unserer Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung ist. Sie lisst sich auch so schreiben: 


1 
Co Nees Prag a ale 
oder da 


bere) — ace 
__ b(& — y)—a 
v= or 


ist: 
1 
ba eos ea 


Wenn also eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
vom Typus 1 gestattet, so wird ihre Integration dadurch geleistet, 
dass man durch ausfiihrbare Operationen (siehe § 2 des 23. Kap.) 
canonische Veranderliche x, y einfiihrt. Sie wird dadurch auf die 
soeben integrierte Form gebracht. 


Wir suchen nun die beim Typus 2: 
DP, 22p—-+ Yd, xp + xyq 
invarianten Differentialgleichungen zweiter Ordnung in genau derselben 
Weise. Nach Theorem 35 (§ 3 des 16. Kap.) ist die Differential- 
gleichung 
y— o(@, yy) =9 

nur dann bei allen drei infinitesimalen Transformationen invariant, 
wenn o die Bedingungen erfiillt: 


0a 
Fe aa | 
6 é 0 
— PO Vin 2a — ya, = 0, 
3x0 + (y — ay’) 57 +0 oo + wy 5 = 0 
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Nach der ersten enthilt » nur y und 7, sodass sich die zweite re- 
duciert auf: 


,0lgo@ dlgo __ 


Diese ist aiquivalent dem simultanen System: 
dy’ dy _dlgo 
ita sas saa 
@ 
yf > 
o=y?* fyy). 
Sonach giebt die dritte Bedingung 


3fyy) + yvf YY) =9, 


das die beiden Integrale yy’ und besitzt, sodass w die Form hat: 


d. h. A 
f= ys 
Die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet daher so: 
” a 
a 0: 


Y) 

Wir konnten diese Differentialgleichung mit Benutzung des Um- 
standes, dass sie die zweigliedrige Gruppe p, 2%p + yq_ gestattet, 
nach unserer allgemeinen Theorie integrieren. Aber die Integration 
ist auch ohne diese sehr einfach. Die Gleichung lisst sich so schreiben: 


tA eae 2ay’ 
ie re aw 


und liefert integriert: 
ye? + = == Const. = 6, 

Es kommt also: 
rat Voy? —a 
aera 

sleeps — x = Const. = c 
y> — a 

als vollstandige Integralgleichung. Die Ausfiihrung der Quadratur giebt: 


1 Yih aa — ae 


i] ) 


oder ; 
by? = b*(x + c)? + a. 

Liegt eine gewoéhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung vor, 
die eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen vom Typus 2 ge- 
stattet, so integrieren wir sie also dadurch, dass wir canonische Ver- 
finderliche einfiihren, wozu einige Quadraturen hinreichen (vgl. § 2 
des 23. Kap.), denn alsdann nimmt sie die eben betrachtete integrabele 


Form an. 
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§ 2. Die gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, deren erste derivierte 
weniger als dreigliedrig ist. 


In uhnlicher Weise wie wir im § 1 die Typen 1 und 2 erledigten, 
fiihren wir nun die Rechnungen fiir die iibrigen Typen durch. Wir 
geben die einzelnen Schritte nur noch schematisch an, da sich doch 
immer dieselben Bemerkungen wiederholen wiirden. 

4,, 6. und 10. Typus: 


(ee le "Big he 


A 
p) S=0, oF ee 
( , lo 
xp + cyg) (¢—2)@ —y(e —1) 55 =0, 
d. h. 
c—2 


o = Const. y/?—1; 
also lautet die Differentialgleichung: 
Ca 
yf’ — aye) = 0. 
Sie kann offenbar ohne weiteres integriert werden. Wenn insbeson- 
dere ¢ = 1 ist, so kommt =O und die Differentialgleichung lautet 
einfach: 
j= 0. 
5., 7. und 11. Typus: 


q, vg, (1—¢)ap+ yq. 


”) ie = 0, “q) ry =; 
(1 — ¢) xp + yq) (2¢ — 1)o + (Ca l)ie ae == 0 
dane 
1— 2¢ 
co == Const. got 
1— 2c 
y — ane! = 0, 


Die Integration ist sofort zu leisten. Fiir ¢ = 1 jedoch folgt wo =0 
und die Differentialgleichung lautet: 
y = 0. 
8. Typus, der nach Vertauschung von # mit y die bequemere 
Form annimmt: 


P, dg, «p+(a@+y)¢. 
Co : Co 
p) Ox = 0 ) q) oy = 0, 
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xp + (w@+y)q) a+ “2 —0, 


dy’ 


o =ac~’, 
y’ — ac-¥ = 0. 
Die Integration macht keine Schwierigkeiten. 
9. Typus: 
qd, «4, P+ Yd 


0@ 0 
q) pe xq) aos 
1 
p+yq) o—7-=0, 
d. h 
O= ae’, 
y’ — ae =0 


Diese Differentialgleichung ist sofort integrierbar. 
12. Typus: 
P, 4, &4: 


Xo) 7] 7) 
P) Seals Q) yO 24) yp =; 


a = Const. = a, 
y —a=0. 


Auch diese Gleichung lasst sich ohne weiteres integrieren. 


§ 3. Zusammenfassung der Ergebnisse. Vermeidung der Reduction 
auf canonische Formen. 


Nunmehr kénnen wir die Ergebnisse dieses Kapitels offenbar in mee 
diesem Theorem zusammenfassen : 

Theorem 48: Gestattet cine vorgelegte gewohnliche Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung in x, y eine bekannte dreigliedrige 
Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen, so ver- 
langt ihre Integration ausser ausftihrbaren Operationen nur 
noch in einzelnen Fdllen einige Quadraturen. 

Denn nach Theorem 47 (§ 5 des 23. Kap.) verlangt die Reduction 
der Gruppe auf ihre canonische Form héchstens einige Quadraturen. 
Nach der Reduction aber ist die Differentialgleichung ohne weiteres 
integrabel. 

-Nachstehend stellen wir die Ergebnisse in Form einer Tabelle 
iibersichtlich zusammen: 


Vermeidung 


der Reduc- 
tion auf 

canonische 
Formen. 
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, Py ot Ware af 2 
pq apt+yq wp+yq | y+ 2 ytevyy tY" 9, 
: i 2 ry eS w" a 
p 2ap+yq «wp+ xcyg | y gt oe 
z =) o—2 0 
p gq spteyq c+ 1 | y’ — aye} . 
Pq eptyd | y= 0. 
- — <<< fDi 
q eq —e)ep+yq cl | y ane 2 
q tq YY | y = 0 
pq «p+auty)g | y —ac¥ —0. 
q «q ptyd | y' — ae = 0. 
p q x4 | y —a=0. 


Unter den angegebenen Typen der Differentiaigleichungen zweiter 
Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen gestatten, sind, wie man leicht durch Rechnung findet, 
vier enthalten, welche nicht mehr als drei von einander unabhingige 
infinitesimale Transformationen zulassen. Es ist dies der erste, zweite, 
dritte und siebente. Dabei ist vorausgesetzt, dass in denselben a + 0 
angenommen wird. Alle tibrigen aber bleiben bei mehr als drei, niim- 
lich bei acht von einander unabhangigen infinitesimalen Transforma- 
tionen invariant und lassen sich durch Hinfiihrung neuer Variabeln 
auf die Form y” = 0 bringen, da sie simtlich die Form y— g(a”) = 0 
Bekanntlich gestattet y= 0 die acht von einander unab- 
hingigen infinitesimalen projectiven Transformationen. 


haben. 


Schliesslich wollen wir noch hervorheben, dass die Integration 
einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordiung, welche eine be- 
kannte dreighedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet, 
in den meisten Fallen die Reduction der Gruppe und der Differential- 
gleichung auf ihre canonische orm nicht verlangt. Wenn nimlich die 
Gleichung 

y" — 0 (2, Y; y) = 0 
die dreigliedrige Gruppe U,f, U,f, U;f gestattet, so gestattet die zu- 
gehorige lineare partielle Differentialgleichung 
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ew axl , Of "ipl ees 


die drei einmal oe infinitesimalen Transformationen U,/f, 
U,f, Us f. (Vgl. Satz 7, § 3 des 16. Kap.) Es besteht aber zwischen 
vier Symbolen in drei Veriinderlichen, wie hier zwischen Af, U,’f, 
U,'f, Us f immer eine lineare Relation, etwa diese: 
Us f =u, Uf + UL + vf, 

wo sich w,, uy und v als Functionen von 2, y, y auf algebraischem 
Wege berechnen lassen. Nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) sind 
alsdann, vorausgesetzt, dass nicht schon zwischen U,'f, U,f und Af 
eine lineare Relation besteht, die Coefficienten w, und uw, Lésungen 
von Af=0. Um zu erkennen, ob dieselben in den einzelnen Fallen 
auch unabhingig von einander sind, nehmen wir jetzt vorerst die 
Gruppe U,f, U,f, U;f in ihrer canonischen Form an. 

Ist dies die Gruppe p+ ¢, ep + yq, xp + y’q, so ist nach dem 
Obigen : 

Petey Vos ay Very 


«yy 2 


also: 
Af=pt+yq—-2ttowry 


a—y 
OF ee 
U;f=ap + y4, 
Us f= ap + yg + 2 — a)¥ 7, 
wo ¢ = sh sein soll. Hier besteht zwischen Af, U,’f und U,’f keine 
lineare Relation, wohl aber lasst sich U,’f linear durch diese aus- 


driicken. Berechnen wir namlich aus den ersten drei Gleichungen 
p, q und ¢ und setzen die gefundenen Werte in ol ein, so kommt: 


Uf = — {ey+-" y—ay) 0/7 + fet y+ 1 —y)| UF 
Lig OEM 4 A 


Hierin sind die Coefficienten von U,’f und U,'f wegen des obigen 
Wertes von @ von einander unabhingig und sie stellen also gleich 
Const. gesetzt die Integralgleichungen von y’— w = 0 dar, aus denen 
man durch Elimination von y' die gewiinschte Gleichung zwischen 
x, y und zwei Constanten erhilt. 

Sobald also die Gruppe U,/f, U,/, U;f zum soeben betrachteten 
Typus gehort, giebt die Relation: 


Us f =u, Uf + u, Uf + vAf 
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stets von einander unabhingige Lésungen uw, und w,. Diese Relation 

aber kann man immer aufstellen, ohne die Gruppe auf ihre canonische 

Form gebracht zu haben. Ahnliches gilt in den meisten anderen Fallen. 
Wenn niimlich zweitens die Gruppe auf die Form 


p, 2ep+y¢, xp + axy@ 


gebracht werden kann, so wird zugleich nach der obigen Tabelle 


Hier haben wir also: 

Aft Aas ay 

Ui a=D, 

U, f = 2xp + y¢— V0, 

Us f = xp + xyg + (y — ay’). 
Hier besteht zwischen Af, U,’f und U,’f ebenfalls keine Relation, 
dagegen driickt sich U,f durch diese aus. Es kommt ja: 


Af ME ae 
Uigriiale 05 ae 0 ares 
ONT ace ag oak Fe4| 
Ue i 2 xy y — xy | 
oder: 
, g y? — 29 4 ay yy , 
Us f= — {at + 2 oye + [2 — | r+ 
YA Te oe 
Y) y) 
+ —"—_ af. 


oat 7 
Auch hier sind die Coefficienten von U,'f und U,'f von einander un- 
abhingige Loésungen von Af = 0. 
Im dritten Fall p, g, xp + cyg ist @ =ay’”, wo n= ae und 

c= 1 ist. Hier besteht auch nur die eine Relation: 

Ay, ily ay” | 

CT Aro 0 

Giggle | 0 

| Uyt £ cy (@—1)y 

il ce 


Of (« — ao) Se (cy 2 ae U,'f + ay" Af 


Zusammenfassung d. Ergebn. Vermeidung d. Reduction auf can. Formen. 541 


und folglich geben auch hier die Coefficienten von U,’f und U,'f awei 
von einander unabhangige Lésungen von Af=0, sobald a + 0 ist. 
Wenn aber a = 0 ist, so ergiebt sich nur diese Relation: 
U eee ett f, 
die nur eme Lésung y’ von Af = 0 liefert. 
Im Fall p, g, ep + yq ist o =O und es besteht schon zwischen 


Alp + yg; 
U,f=p, 
Us 


eine lineare Relation: 

Uifa=—y U7 Ay, 
worin der Coefficient y’ von U,'f eine Lisung von Af =O darstellt. 
Ferner ist hier 


UO, fi Cp yg, 
Ce ity ) Uy | ae Ay, 


sodass der Coefficient y — wy’, der von y’ unabhiangig ist, eine zweite 
Lésung von Af = 0 liefert. 

Liegt eine Gruppe vom Typus g, «q, (1 — ¢)ap + yq vor, so ist 
ao = ax", wo n= ae und c= 1 ist. Zwischen Af und den Uf 
besteht dann nur diese Relation: 

Usf= ly + daar ay Uf + (ey — (1-day OY f+ 
+ (1 —c)xAf 

und hier sind die Coefficienten von U,'f und U,'f von einander un- 

abhingige Lésungen von Af = 0. 

Im nichsten Falle g, xq, yq ist o =O und die einzige Relation 
ist diese: 


und also 


Ci Oe ry ay Us, 
in der y — ay und y von einander unabhingige Lésungen von 
Af = 0 sind. 

Ist die Gruppe vom Typus p, q, xp + (# + y)q, bei dem w= ae’ 
ist, so besteht nur diese Relation: 


y' es , y 
Uy f= (e —<) of t+ (e+y—9¥ D) Wt © Af, 
in welcher wiederum die Coefficienten von U,'f und U,'f von einander 
unabhingig sind, sobald a+-0 ist. Fiir a0 dagegen kommt: 
Up iso Usher 


Diese Gleichung aber liefert nur eine Lésung y von Af = 0, 
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Beim Typus g, 7g, p+ yq ist = ae und die einzige Relation 
lautet: 

Os f= y + axe —y — ay) Uf + — a@) Uf + Af. 
Sie giebt zwei von einander unabhiingige Loésungen, auch wenn 
a = 0 ist. 

Endlich beim letzten Typus p, q, xq ist w =a und es existiert 
nur diese Relation: 


Sie ergiebt nur eme Liésung a — x von Af=0O, sobald a + 0 ist. 
Fiir a = 0 haben wir 

Us ant, Os tA 
und so ergiebt sich auch dann nur eime Losung von Af = 0. 

Wir sehen also: Nur in wenigen Ausnahmefillen liefern die 
Relationen zwischen Af und den U’f nicht zwei von einander unab- 
hiingige Lésungen. Sehen wir von diesen Ausnahmefillen ab, so folgt, 
dass wir, ohne die canonischen Variabeln einzuftihren, die vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung durch rein algebraische Processe wmlegrieren konnen, 
denn die Relationen, welche zwischen Af und U,’f, U,'f, U,'f be- 
stehen, lassen sich stets aufstellen, ohne dass man nétig hat, zu den 
typischen Formen seine Zuflucht zu nehmen. 

In den bezeichneten Ausnahmefillen werden wir dagegen nur 
eine Lésung der Gleichung Af—O auf rein algebraischem Wege 
finden, wihrend sich eine zweite nach unseren friiheren Theorien durch 
Quadratur bestimmen lisst. 


Kapitel 25. 


Lineare partielle Differentialgleichungen in vier Verinderlichen und 
gewohnliche Differentialgleichungen dritter Ordnung in x, y. 


Vom 16. Kapitel an haben wir uns mit der Integration von ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen zweiter Orduung in 2, y beschiftigt, 
indem wir voraussetzten, dass sie eine bekannte eingliedrige (16. Kap.) 
oder eine bekannte zweigliedrige (18. bis 20. Kap.) oder endlich eine 
bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
(24. Kap.) gestatten sollten. In fhnlicher Weise kénnten wir fort- 
fahren. Wir wollen uns jedoch statt dessen in diesem Kapitel mit 
den gewohnlichen Differentialgleichungen dritter Ordnung und ihrer 
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Integration beschiiftigen fiir den Fall, dass sie eine bekannte drei- 
guedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Dies 
erfordert einige Vorbereitungen in den folgenden $$ 1 und 2. 


' $1. Uber das Problem der Integration von gewdhnlichen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung mit bekannter dreigliedriger Gruppe. 


Zunichst fragt es sich, was es tiberhaupt heisst, dass eine ge- Piftel.3.0., 


die eine 


oe . “7p . . ° ¥ inf, Ore 
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung acvakiee 
t 


y"— a4, 9,9") =0 
eme infinitesimale Punkttransformation Uf=tp + nq gestattet. Sie 
gestattet sie dann und nur dann, wenn sie die oo® Integralcurven 
unter einander vertauscht oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
die dreimal erweiterte infinitesimale Transformation Uf der linken Seite 
der Differentialgleichung ein Increment erteilt von der Form: 
e(y” — @)9t, 

wo o irgend ein offenbar von y’” freier Factor ist. Natiirlich bedarf 
es elgentlich eines Beweises, dass diese beiden Thatsachen sich mit 
einander decken, aber wir verzichten darauf. Der Beweis ist ganz analog 
dem Beweise, die wir fiir den J’all einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gaben. Wir werden tiberhaupt noch einige unbewiesene Siitze 
in diesem Kapitel benutzen. Die Entwickelungen dieses Kapitels 
sollen eben nur dem Leser einige Hinblicke in weitere Theorien ge- 
wihren und ihn zu tiefergehenden Studien vorbereiten. 

Es liisst sich nun zweitens darthun, dass, wenn die Differential- 
gleichung 
mad y"—ao%,y,y,y¥) =0 
die infinitesimale Transformation 

Uf= tp + 149 

gestattet, alsdann auch die lineare partielle Differentialgleichung im vier 
Verdnderlichen x, y, y’, y: 


0 Oy Ae of 
Af=Si ty Fue oe aye 


die der Gleichung y’— o =O dquivalent ist, die infinitesimale Trans- 
formation 

O'fras Ep eb iygisy ago int gd 
gestattet, welche aus Uf durch aweimalige Erweiterung hervorgeht, und 
umgekehvt. Auch diesen ziemlich selbstverstiindlichen Satz geben wir 
ohne Beweis an. 


Wir wollen uns das Problem stellen, eine vorgelegte gewohnliche 
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Diffel. 3.0. Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y zu integrieren, welche eine 


die eine 


dreigl. Gr. hekannte dreighedrige Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen 
gestattet. 


U,f, Usf, Uf zuldsst. Nach dem Obigen lasst sich dieses Problem 
auch so aussprechen: Hs soll die lineare partielle Differentialgleichung | 


int, y, y', y": 

ee) ” ee , a 

Ape ty 3 ee GTO wIAY) Gy dred 
integriert werden, Shit eine a ed Biers Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen U,"f, U,"f, U, f gestattet. Erweitert 
man nimlich U,, U,, U,; zweimal, so bilden auch die hervorgehenden 
infinitesimalen Transformationen U,”, U,”, U;” in den vier Veriinder- 
lichen a, y, y’, y” eine dreigliedrige Gruppe, denn wegen: 

(U0) = (Cae Gers 

(vgl. Satz 3, § 1 des 17. Kap.) folgt aus 


4 


(U:UT,) — D> iGins Us 


1 
dass auch i 


( Ue Ula — » : Ciks Ue 


1 


Oy. 


ist, d. h. die U” eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
bilden. 


in. part. Hierdurch werden wir zu dem folgenden allgemeinen Problem 
Diffgl. in 4 fo) 5 


il oat ; : 7 : : ae : 
ee gefiihrt: Hine vorgelegte lineare partielle Differentialglecchung in x,,; 


Ho, Hz, Hy: 


0 0} F) 
ApH 04, (0-54) 5h tg (0r 4) Ge + 9 (@, +4) 50 + 


0 
+ ca (0---2,) 5 = 0 


zu imtegrieren, welche eme bekannte dreighedrige Gruppe von infinitesi- 
malen Transformationen in den vier Verdnderlichen %,, Xj, %3, %4: 


0 0 7 
Ups Eni (Ly +++ a4) i a5 En 2(X, on 24) ie =e E.3 (a, et 4) i le 
0 
+ balm +) 5h 


(k = 1, 2, 8) 
gestattet, d. h. fiir welche jedes (U;A) die Form hat: 
(U;,.A) = An (2, Oe o 2) : Af 
(siehe Theorem 29, § 2 des 15. Kap.). 


Das Verfahren, welches wir einschlagen werden, um dies Problem 
zu erledigen, ist analog dem in § 2 des 20. Kapitels gegebenen, wo 
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es sich darum handelte, eine lineare partielle Differentialgleichung in 

drei Verinderlichen mit bekannter zweigliedriger Gruppe zu inte- 
grieren. Wie wir dort den Begriff eines zweigliedrigen vollstandigen 
Systems in drei Veriinderlichen benutzten, so werden wir in der Folge 

von dem Begriff eines dreigliedrigen vollstindigen Systems in vier Ver- Priehed. 
dnderlichen Gebrauch machen miissen. Daher wollen wir ihn hier **™ 
kurz auseinandersetzen, auf nahere Begriindung verzichtend. 

Kine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 in vier Ver- 
anderlichen besitzt bekanntlich drei von einander unabhingige Lésungen, 
und jede Function derselben ist eine Lésung. Untersucht man, wann 
drei von einander unabhiingige (vgl. § 2 des 10. Kap.) lineare par- 
tielle Differentialgleichungen 

A,f=0, A,jf=0, A,f=0 

in vier Verinderlichen mindestens eine gemeinsame Lisung besitzen, 
so findet man, dass dazu notwendig und hinreichend ist, dass die 
(A;A;) =O nur Folgen der drei Gleichungen sind, d. h. die (A;A;) 
sich linear mit von 4, --- “, abhingigen Coefficienten durch A,f, A,f, A;f 
ausdriicken lassen. Alsdann besitzen sie auch nur eine gemeinsame 
Lésung, d. h. keine von ihr unabhangige ausserdem, und werden ein 
dreigliedriges vollstdndiges System im vier Verdénderlichen genannt. Zur 
Auffindung ihrer gemeinsamen Lésung verfiihrt man ganz ebenso wie 
bei den zweigliedrigen vollstindigen Systemen in drei Verinderlichen 
(vgl. § 3 des 10. Kap.). 

Auf die Beweise gehen wir, wie gesagt, nicht niaher ein, sie sind 
analog denen des 10. Kapitels. 


§ 2. Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung A/ = 0 
in vier Verdnderlichen, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen zulasst. 


Wir wollen also nunmehr annehmen, es sei eine lineare partielle 
Differentialgleichung 


Af = 0, p, + GP, + OP, - OP, = O 


vorgelegt, in der 


ist und die « gegebene Functionen der vier Veriinderlichen %,, 7, 25, a’, 
bedeuten. Ferner sei vorausgesetzt, diese Differentialgleichung gestatte 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 


tionen in den %,-->: %,. 
Lie, Differentialgleichunzen, aye 


Zerteilung 
des Pro- 
blems. 


Zusammen- 
setzung 2. 
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Wir haben im 21. Kapitel alle méglichen Zusammensetzungen 
von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen be- 
trachtet, und zwar waren unsere damaligen Uberlegungen, wie be- 
sonders hervorgehoben wurde, vollig unabhingig von der Anzahl der 
Verinderlichen. Demgemiss kénnen wir aus dem 21. Kapitel ent- 
nehmen, dass eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen in %,, %, “3, %, durch passende Auswahl der infinitesimalen 
Transformationen, die wir jetzt mit X,f, X,f, X,f bezeichnen wollen, 
so geschrieben werden kann, dass die Zusammensetzung eine der fol- 
genden Formen hat (vgl. § 3 des 21. Kapitels): 

1) (X,X,) =X, (X,X;) = 2X, (X, Xs) = X, 

2) (XX) == 0 (XK, Ag) EG Sate Ke E y 
3) (X,X_)=0 (Xi X;) == KX,  (X_ Xs) = X, + X, 
4 (%%)=0 GH)SX (GX) =O 

5) (Xp Xs) 1 = (X, X;) = X, 

6) (X,X,)=0~ (%, x) =0 (X, X,) = 0. 


Wir haben nun nacheinander diese sechs Méglichkeiten ins Auge zu 


fassen. 
Die drei infinitesimalen Transformationen 


Ay == 61) be Se3 Do a Ens 03 Ena Da 


(k= 1, 2, 3) 

sollen natiirlich wesentliche ftir die Gleichung Af = O sein, und tiber- 
dies soll keine lineare Relation zwischen ihnen und Af bestehen (vgl. 
§ 3 des 15. Kap.), mit anderen Worten, es soll die Determinante 

Oi 2 Og Oa ee 
Bu E10 Eis ba 
bos E59 E55 bo4 1 
bo4 Ess a bo4 | 


A= == 0 
sein. 
Den Fall der Zusammensetzung 1 wollen wir, da er Besonderes 


darbietet, erst zum Schluss behandeln und also beginnen mit der 
Zusammensetzung 2: 


(X,X,) = 0 (X,X,)= X, (KX) =—cK =o. 
Bestehen diese Relationen zwischen den Xz, so bilden 
Af==0, X,f=0) xap—0 
ein vollstiindiges dreigliedriges System, denn es ist ja jedes 


COE iy) 
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-und (X, X,)= 0. Es existiert daher eine Lisung g desselben, die 
nattirlich eine Lésung von Af ==0 ist. Da: 


(X,A) = 4, Af 

oder ausfiihrlich geschrieben: 
He = ACG ar 

ist und hieraus fiir f= g wegen Ag =0 folgt: 

A(X, 9) = == 0, 
ebenso wegen (X,X;) = X,, (X,X;) =cX, und Xp = 0, Xp =—0: 

X,(X%p) =0, X,( Xp) =0, 

so ist X;g eine Lésung jenes vollstiindigen Systems, d. h., da dies 
nur eine Lésung o besitzt, eine Function von o allein: 


X39 = 2(g). 
Sicher ist sie nicht Null, da 4 =E0 ist, also dann 


0 Og OM Og 
Bae, On, OX, Ou), 


sein miisste. Wir kénnen sie daher durch Hinfiihrung einer Function 
@(q) als neues p gleich 1 gemacht denken. Demnach existiert also 
eine Funetion g, fiir Eset 


2h a 5 +e oat Feat Sms 
Xo = bx ce a ee mnt yee Bey == 0, 
Xp = bi + tai + ba 52 + bu 5® re 20) 
Xp = by 32 + ta Zh + bal? ee ae 
ist, wihrend ausserdem die Identitat besteht: 
dx, Sa, + dita" Fe + day. sf + day: <4 5a, =P. 


Diese fiinf erates zichen das Verschwinden ihrer Determinante 
nach sich: 


ee 
ae 
in} 
gee 
SS) 
peo es 
> = 
SOS aS 
il 
S 


B51 E50 E55 Es 


dau, di, dx, dx, dp 


sodass sich dg hieraus (wegen 4 == 0) berechnet und eime Quadratur 
oiebt: 


Bbe 


- 
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00, di, das ax, 


bo boo bo bo4 


Hiermit ist eine Lésung von Af= 0 gefunden. Diese wird nun yon 
dreien der Verinderlichen %,, 2%, %3, %,, etwa Von 2%, %, %3, un- 
,abhingig sein. Wir kénnen dann «#,, 2, %, und g als neue Ver- 
tinderliche benutzen. Da Ag = 0, X,9 =0, X,y = 0 ist, so werden 


die neuen Af, X,f, Xof, die mit Af, X,f, X,f bezeichnet werden 


moégen, frei von einem Gliede in a sein, also die Form haben: 


a ake = ee = Os 
Af =i 5h +t Ge +a xe = 0, 


Die « und & sind genau die friiheren mit der einzigen Anderung, dass 
%, vermoge gp = (%,, 2, %, %,) aus ihnen eliminiert und dafiir 
eingefiihrt worden ist. Nach wie vor ist jetzt: 


(X, A) =1,4f, (X,A) = 4, Af, (X,X_) = 0. 


Unser jetziges Problem ist also dies: Hs sollen zwei von einander 
unabhiingige Lisungen der Gleichung Af = 0 gefunden werden, welche 
die mit einander vertauschbaren infinitesimalen Transformationen X,, X, 
gestattet. Af —O enthiilt nur drei Gréssen als eigentliche Variabeln, 
niimlich a,, 2, 23. @ spielt in Af =O, wie in X,, X,, da es nicht 
transformiert wird, nur die Rolle einer arbitriren Constanten. Schliess- 
lich ist noch die Determinante aus Af, X,f, X,f nicht identisch Null. 

Da wir uns jetzt im Gebiet dreier Variabeln 2,, 2, #3 befinden, 
recurrieren wir auf § 2 des 20. Kapitels und entnehmen daraus, dass 
zwei Lésungen p und y von Af = 0 durch je eine Quadratur ge- 
funden werden, die von einander unabhingig sind. Schliesslich ist in 
w und x fiir gm wieder die frither gefundene Function von 2, %, %3, 24 
einzusetzen, wodurch dieselben in von einander und von g unab- 
hangige Lésungen von Af = 0 tibergehen. 

Die Integration von Af = 0 erfordert also zuniachst eine Qua- 
dratur und darauf zwei von einander unabhingige Quadraturen. 
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Wir wollen gleich hier die Zusammensetzung 4 
(X,X,) =0, (X,X3)= Xi, (%,X,) =0, 


die mit dem Falle c = 0 in Zusammensetzung 2 identisch ist, erledigen. 
Wenn die dreigliedrige Gruppe diese Zusammensetzung hat, so bilden 
wie vorher 


At 0, 9. 0, DG = 0) 
ein dreigliedriges System in vier Verinderlichen, deren Liésung o so 


angenommen werden kann, dass X,g=1 wird. g wird dann wie 
oben durch eine Quadratur bestimmt. Es bilden aber auch 


i i 0 0) 


ein vollstiindiges System, dessen Lésung wp sicher unabhingig von 
ist, da sonst auch X,y =O wire. Analog dem Obigen ergiebt sich 
hier, dass — was im Falle ¢+-0 wegen (X,X,;)=cX,f nicht so 
gewesen wire — X,y eine Function von 7 allein ist, d. h. w so ge- 
wahlt gedacht werden kann, dass X,~ = 1 wird. Demnach geht w ganz 
analog dem g durch eine Quadratur hervor: 


AG: dvse d2; day | 


y= 1 Oy 2) OX; 4 
ath ONE ee Oe Seiad 
: Gor) = Shae Sug Ae 


Diese Quadratur ist von der vorigen unabhangig. Nun sind m und » 
etwa zusammen mit 2,, 7 von einander unabhangig. Alsdann werden 
sie als neue Verinderliche eingefiihrt. Da Ag = Ay =0 und auch 
X,9 = Xv = 0 ist, so werden die neuen Af und X,f » und wp nicht 
transformieren, also von der Form sein: 


Hier sind die @ und — aus den fritheren w und & dadurch gebildet, 
dass «, und a vermége p = 9(%,--+%,), Y= p(w, -+- a) eliminiert 
werden. Af =O gestattet Xe Beide enthalten nur zwei wirklich 
als Variabeln auftretende Gréssen, namlich w,, v,. Die Lésung von 
Af =0 ergiebt sich also nach § 1 des 6. Kap. durch eine Quadratur. 
Indem man in dieselbe fiir gm und ~ wieder die gefundenen Functionen 
von #,+++a, substituiert, geht aus ihr die gesuchte dritte Lisung 
von Af=O hervor. Die Integration von Af = 0 erfordert mithin 


Zusammen- 
setzung 4. 


Zusammen- 
setzung 2. 


Zusammen- 
setzung 5. 
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insgesamt drei Quadraturen, zuerst zwei von einander unabhingige 
und nach diesen eine dritte. 


Wir kommen zur Zusammensetzung 3: 
(X,X,)=0 (XX) =X, (KX, X;) = AX + XY. 
Jetzt bilden wir das vollstiindige System 
Af = 0, X,f=0, X,f = 0, 
dessen Lésung g sich durch Quadratur bestimmt. Es ist nimlich 
leicht einzusehen, dass X,q ebenfalls Losung, d. h. eime Function von 
y allein ist, die bei passender Wahl von » gleich 1 gemacht werden 
kann. Da also 
Ap=0, Xp=0, X=) X,p=—1 

ist, so giebt eine Quadratur gm genau so wie frtiher. Nun werden 
etwa 2,, %, Z, und gm als neue Verdnderliche benutzt. Dann sind 


die neuen Af, X,f, X,f frei von se, enthalten also nur drei Gréssen 


1, @, tz, als wirkliche Verinderliche. Af = 0 gestattet X,f und X,f 
und es ist (X, X,) = 0, wihrend keine Relation zwischen Af, X,f, Xf 
besteht. Nach § 2 des 20. Kap. lassen sich also zwei Lésungen a 
und y von Af = 0 durch je eine Quadratur finden. Diese beiden Qua- 
draturen sind von einander unabhingig. Die Integration von Af = 0 
erfordert also im vorliegenden Falle drei Quadraturen wie im ersten Fall. 


Haben die X; die Zusammensetzung 5: 
(X,X_) == 0, (X,X3) = 0, (X,X;) = X, 
so giebt es eine Lésung m des vollstindigen Systems 
Af=0, Xf=0, Xf = 0; 
fiir die wegen A(X,9)=0, X,(X;9)=0, X,(X,p) =0 auch 
X39 = Q(p) ist. Wir diirfen daher annehmen: 
Ap=0, X%p=0, X%9=0, Xp=—1 
und bestimmen g durch eine Quadratur in bekannter Weise. Analog 
bilden 
Af=0, X,f—90, X,f=90 
ein vollstindiges System, ftir dessen Lisung » auch X,p~=1 an- 
genommen werden darf. Daher ergiebt sich w durch eine von der 
vorigen unabhiingige Quadratur genau so wie bei der Zusammen- 


setzung 4. 2,, %, gm, wy etwa werden darauf als neue Verinderliche 
eingeftihrt; die dritte Losung x bestimmt sich dann gerade so wie in 
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dem eben angegebenen Falle. Af—=0O wird somit durch zwei von 
einander unabhingige und eine dritte darauffolgende Quadratur integriert. 


Zusammen- 
setzung 6. 


Wenn schliesslich die X; die Zusammensetzung 6 haben: 


. (4 X)=O0 (YX) =O0 (XX) =9, 
so bilden 
Af=0, Xf=0, xf—0 

ein vollstindiges System, fiir dessen Losung g auch X;y = 1 an- 
eenommen werden darf. g bestimmt sich also durch Quadratur. 
Analog bestimmen sich die Lésungen w und y der beiden vollstindigen 
Systeme 

Af=0, X,f=—0, X,f=—0 (wo X,y=1) 
und 

Af—= 0, Xf—0, Xf=0 (wo X= 1) 
durch je eine Quadratur. Af =O wird also in diesem Falle durch 
drei von einander unabhingige Quadraturen integriert. 


Nunmehr bleibt nur noch der oben ausgeschlossene Fall zu unter- 
suchen, in welchem die X; die Zusammensetzung 1 haben: Zusammen- 


setzung 1. 
(X,X,) =X, (X,X,)=2X%, (%X) =X, 
Wir behaupten, dass es in diesem Falle eine Lésung gm von Af = 0 
giebt, fiir welche 
Ag=0, Xp=1, X=, X39=9" 
wird. Ist naimlich gm eine Function von 4%, %, %, %,, die durch die 


Gleichung 
f(%1, Xo, Xz, Lg, ) == Cake Const) 


definiert sei, so bilden wir die vier Gleichungen: 


: 0 0 0 0 
NAF aes. nig tts at 
es of 
iia as age Si 4 + bs Ge as bis 5 as bu du a E op mt 

y af 
Xf =Xif + 9 55 = ba 5 On, + ee f+ ce : + bau Ox, Lg 0, 


Agf = x, sft 9" 5 ane = Sie fo ee + eae ft Hos Et gr xi—=0. 


Es sind dies lineare ser Be aii cicen in fiinf Veriander- 
lichen 2, %2, %3, %,, y, und es ist: 
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(AX,) = (4%) = 4,4f= AAV, 
Ky) = Ay Ape AF 
CNC Oy ee 
teed of EN 
(XX) = (XX) + (54, wh) =X, 
(X1%) = (KX) + (Z4, oF) = 2xV0, 
2g OL \ 
(X>X,) = (Xs x) +(p2l,9 » ot) = Xf 


Die Klammerausdrticke geben also, gleich Null gesetzt, keine neuen 
Differentialgleichungen. Daher bilden 


Afi 07 Ail = Oy XG =O, Xs 
ein sogenanntes viergliedriges vollstindiges System im fiinf Verdnderlichen 
XL, Ly, LH, L,, p, das, wie man allgemein beweisen kann, eine Losung f 
besitzt. Sei diese Lésung 


f= f (4, Ve, %3, La, &), 

so setzen wir sie gleich einer Constanten c. Indem wir dann » aus 
f (1) Ug, U3, Ly, p) = 

berechnen, erhalten wir eine Function (#,, x, #3, 2,), fiir die wegen 


Af = 0 offenbar Am = 0, wegen X,f=0 offenbar X,m =i ete. ist, 
denn es ist: 


of 
a Ox, 
OG Eb ns oh 
36, = OF (& = 1, 2, 3,4), 
Op 
also: 
a hee oY 
Ap = % 77 + & ee a, 72 mes ae 
noe 1 of Cl fa\ as 1 bak 
5 em ba, 5h) = a AS 
Op Op 


u. s. w. Mithin existiert in der That eine Function g, fiir welche 
e Ap==0, Aga 1 LPS pie 
ist. 

Es fragt sich nun, wie diese Function praktisch gefunden wird. 


: : ‘ - 0 
Aus den vier vorstehenden Gleichungen lassen sich die ae berechnen 
k 
in der Form: 
Op ers ; Pee 6 
FE on(ay ++) + Only) + (a, a) 


(k= 1, 2, 3, 4). 
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Um hieraus g zu berechnen, verfahren wir nach Dubois-Rey mond’s 
Methode so. Wir setzen: 

TE Lo | og Oh; 0, = Ay tt 
und driicken also m als Function von & allein und arbitrairen Con- 


stanten @ aus, sodass in dieser Form 


dp CLE are oe a ee) 


— = 4, =— ln a 

dx BO: ack, Shows 2 On, 
wird. Setzen wir hierin die obigen Werte der partiellen Differentia)- 
quotienten ein, so erhalten wir eine Gleichung von der Form 


dp 
ged. 0(a, a) ae (a, a)y as u(x, a). 
Hs ist dies eine Riccati’sche Gleichung. Haben wir ihre allgemeine, 
eine Constante ¢ enthaltende Lésung 
P= P(a, A+++ My, 0) 


bestimmt, so setzen wir wieder riickwiirts 


Lo Ds in 
? “ y 


eee! iy) SE 
1. ty, = . 
1 x we? 4 L 


Dadurch fallt notwendig x aus m heraus und es bleibt eine Function 
von der Form 
P = P(X, Uy, Ly, Ls, C)- 

Hiermit wire eine Function g gefunden, fiir die Ag =O ist. 
Diese Function enthalt nun noch eine arbitriire Constante ¢. Geben 
wir dieser Constanten c drei Zahlenwerte, so ergeben sich drei Functionen 
Y,; Po» Pz, ftir die sicher Ay, = Ag, = Ag; =O ist. Es ist nun 
leicht einzusehen, dass g,, 92, gs von einander unabhingig sind. 
Denn alle drei erfiillen die Gleichungen: 


Op 
ae, ¢ + Op + HQ 
(k = 1, 2, 8, 4). 
Wire also etwa: 


so wiirde aus 
Ol ae 


On, 0x, eer ee 


0 


folgen: 
ol 0 II a 
Fo, Get PH PL) + ee (0% + G1. M2 + TP") + 


oll 6 
Fa Ge OG ot tars J = 0 
(k =1, 2, 8, 4) 


oder, anders geordnet: 
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«(> aaa: | pao a) +n (SI? im) = 


(k= 1, 2, 8, 4). 
Nun sind nicht alle Determinanten der Matrix 
O O% TT 
Qg G2 Te 
03 63 Ts; 
QO, 9% U, 


: F : 0 G C 0 : 
identisch Null, da sonst zwischen £%, <%, <% , £* mehr als eine 
OW,’ 08,’ Ow,’ Ox, 


lineare Relation bestinde (da doch nur Ag =O ist). Also folgte 
notwendig, dass einzeln: 


OIL oll oll 
— =0 
Oo, OP, F OY; f 
” oll orl lm 
Ui On, + 9, 00, + 9; Op, 0, 
oll orl O11 
2 2 Pa —- 
fi Oo, + P, 0%, + 93 Dene ae 
d. h. dass die Determinante: 
1 il 1 
19, Ps- Os | == 0 
19" Os?" | 


oder also 
(1 — P2) Pz — Ys) (Ys — V1) =9, 
d. h. zwei der q; identisch wiren. 

Wir sehen also: Indem wir in der Lésung (a, --- a, ¢) der 
Constanten ¢ drei Zahlenwerte geben derart, dass nicht zwei Zahlen- 
werte dieselbe Function liefern, was immer moglich ist, so erhalten 
wir drei von einander unabhangige Functionen 9,, 92, m3; als Lésungen 
von Af = 0; 

Somit ist in diesem Fall die Integration von Af=—O auf die 
einer Riccati’schen Gleichung reduciert*). 


*) In Bd. 25 der Math. Annalen zeigte Sophus Lie, dass die Gleichung 
Af =0 im vorliegenden Fall auf eine Riccati’sche Gleichung zuriickgefiihrt 
werden kanv. Alsdann machte Vessiot die iusserst wichtige Bemerkung, dass 
man direct durch die im Text gegebene Methode eine Lésung von Af = 0 durch 
eine Riccati’sche Gleichung bestimmen kann. Endlich bemerkte Lie, dass dann 
die gefundene Lésung eine arbitrire Constante derart enthilt, dass drei ver- 
schiedene Werte derselben drei von einander unabhiingige Lésungeu von Af = 0 
iefern. Die Methode des Textes ist einer Verallgemeinerung fihig auf beliebige 
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Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen in dem 

Theorem 49*): Gestattet eine vorgelegte lineare partielle 
Differentialgleichung Af=0 in vier Verdnderlichen eine be- 
kannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen, deren erste derivierte Gruppe weniger als dreigliedrig 
ist, so verlangt ihre Integration drei Quadraturen, von denen 
entweder die beiden ersten oder die beiden letzten von einander 
unabhdngig sind. 

Ist dagegen die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig, 
so verlangt die Integration von Af =O die ciner Riccati’schen 
Differentialgleichung. 

In beiden Fallen ist vorausgesetzt, dass zwischen Af und 
den drei infinitesimalen Transformationen keine lineare Re- 
lation bestehe. 


$ 3. Integration einer gewodhnlichen Differentialgleichung dritter 
Ordnung in “, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen gestattet. 


Die Theorie des vorigen Paragraphen wenden wir nunmehr auf 
die Integration eimer gewdhnlichen Differentialgleichung an: 


at t vt 
a o(v,y,Y,¥ )=0, 
von der wir voraussetzen, dass sie eine bekannte dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen 


U,.f= E.p + He (k = 1, 2, 3) 
in xz, y gestatte. 


Es bedarf diese Anwendung kaum noch einer besonderen Aus- es 
ure. er- 


einandersetzung. Die lineare partielle kaon we in &, Y, y’, ys wertung ad. 


vorhergeh. 
, of ” é f 


bee of Theorien. 
Af je 45,79 


ue 


0 ane 5) 


welche jener gewohnlichen nigh si aie, we Ries ist, gestattet 
die durch zweimalige Erweiterung der U;, gewonnenen infinitesimalen 
Transformationen:. 


r-gliedrige vollstiindige Systeme in m Verinderlichen mit bekannter (n-1)-gliedriger 
einfacher Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

*) Dieses Theorem wurde von Lie in Bd. 11 und 25 der Math. Annalen 
aufgestellt in den Abhandlungen: ,,Allg. Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung und ,,Allg. Untersuchungen iiber Differentialglei- 
chungen, die eine continuierliche endliche Gruppe gestatten‘. Diese Arbeiten 
enthalten eine durchgefiihrte Integrationstheorie der vollsténdigen Systeme mit 
bekannten infinitesimalen ‘Transformationen, 
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vf =k we oe mm 5h as ne ay + me id 
Die letzteren bilden eine fetes Gruppe. Denn es ist ja (nach 
Satz 8, § 1 des 17. Kap.) 
(Oy Uy’) = (UU). 
Da aber nach Voraussetzung etwa: 
3 


Ce >} Me c 


1 


(2 Const. U,)” = 


ist, so folgt: 3 


(Wi Ui) = Shem 0", 


i 


und auch: 


2 COnste Us. 


d. h. U,”, U,”, U,” bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen. 

Die Anwendung der Theorie des vorigen Paragraphen lehrt nun 
unmittelbar, indem die U’f an die Stelle der dortigen Af treten, 
dass die Integration von Af = 0, also auch von yy” — @ = 0 
in allen Fallen bis auf einen nur drei Quadraturen erfordert. Nur 
wenn die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig ist, wiirde nach 
jenen Theorien auch die Integration einer Riccati’schen Differential- 
gleichung erforderlich sein. Gewisse Differentialgleichungen dritter 
Ordnung allerdings entziehen sich dieser Methode, diejenigen namlich, 
fiir welche die Determinante von Af, U,"f, U,"f, U;"f identisch ver- 


schwindet. 
Uereerntien Hine andere Integrationsmethode unserer Differentialgleichung 
durch Winf. 5 5 
canon, wt if v 
Variabeln. aa a (a, ee) y") = 0 


besteht darin, dass man die dreigliedrige Gruppe U,, U,, U, auf ihre 
canonische Form bringt. Dies erfordert, wie wir in den §§ 2 bis 5 
des 23. Kapitels erkannten, nur eine Reihe von Quadraturen oder aber 
noch die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung in 2, y. 
Durch diese Reduction wird die vorliegende Differentialgleichung auf 
eine einfachere Form gebracht, und es handelt sich alsdann darum, 
sie in dieser Form zu integrieren. Unter Umstinden verlangt diese 
Methode einfachere Operationen als die obige, sich an den vorigen Pa- 
ragraphen anschliessende. 

Ea Es mége die Differentialelerehane z. B. eine dreigliedrige Gruppe 


fiihrung in 


einem be- gulassen, die zum Typus 
sond, Halle. 


bee a Y 
gehért. Die Auffindung der zugehdrigen canonischen Verinderlichen 
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x, y erfordert nach § 4 des 23. Kapitels nur eine Quadratur. Die 
Differentialgleichung nimmt durch Hinfiihrung der canonischen Va- 
riabeln eine Form 
y— a(2,y, 4, 4°) = 9 

an, in der sie die Gruppe p, q, xp gestattet. Um diese Form zu 
finden, werden wir so verfahren: 

Wir bedenken, dass die Gleichung y”’ — o = 0 bei den drei drei- 
mal erweiterten infinitesimalen Transformationen 


/ OF 
it = 
we 0x? 
wr els 
2 ow oy’ 
ws 0 ae ihe oO Of 
Dg fT gee yf AI gs ft NOE 
be Ox “ oy oy oy 


invariant bleiben muss, inierin 2, y, y', y”, y’” als Variabeln betrachtet. 
Sie ergiebt sich daher in allgemeinster Weise dadurch, dass man die 
allgemeinste Lésung des dreigliedrigen vollstindigen Systems 

Uf = 07 Uf = 0, Us" = 
in «4, y, y, y’, y” eimer Constanten gleich setzt. Dieses vollstindige 
System in fiinf Verinderlichen wird in dieser Weise integriert: Zu- 
nichst hat U,/"f =O die vier von einander unabhingigen Lésungen 
y, ¥, y, ¥”, also als allgemeiste Lésung eine Function f von 
y,4¥,Y,¥. Soll sie auch Lésung von U,”f =O sein, so darf sie 
offenbar y nicht enthalten. Soll sie endlich noch Lésung von U,”f=0 
sein, so muss diese Function f(y, y", y’”) die Gleichung 

a 

y ee + 2y" ae + By” wee =0 
erfiillen. Diese aber hat die beiden von einander unabhingigen Lé- 
sungen 


und 


yf yf” 
2 (5, ) 


die allgemeinste Lisung des vollstiindigen Systems und demnach 


2. sa = Const. : 
y y 


sodass also 


oder, nach 7” aufgelést: 
Ta aly =) nel 
Yay w(¥, = 0 


die allgemeinste Differentialgleichung dritter Ordnung ist, welche die 
Gruppe p, g, xp gestattet. 
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Ks fragt sich nun, wie diese Differentialgleichung dritter Ordnung 
zu integrieren ist. Wenn wir 


setzen, so wird 

du 
ME Bt Oe 2 
Aare + 2u 


ax 


du 9 
Daa eae 


sodass dann die Differentialgleichung lautet: 


Ts + 2u? — w(u) = 


S 


Kine Quadratur: 


* du 
jae Eh 


liefert w als Function von y und der Integrationsconstanten a. Wir 
finden also etwa: 


” 


yi PY a) 
oder 
Lidia 
7 dy = PU; 
dea. 


Te = (oly, a)dy + b. 


y 


Ist diese Quadratur beendet, also etwa gefunden: 


y = oly, , b) 
so folgt durch eine letzte Quadratur: 


in, Lule aaa 4) 
wy, a, b) ma 9 


die vollstaindige Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung 
dritter Ordnung. 

Im ganzen sind hier also vier successive Quadraturen erforderlich, 
eine erste zur Bestimmung der canonischen Veriinderlichen w, y und 
drei folgende zur Integration der Differentialgleichung in ihrer neuen 


Gestalt. 
Integration Zum Vergleich wollen wir die Differentialgleichung 
nach der 5 5 to) 
ersten a ee 
Methode. yo — yw (2) = (9) 
y* 


nach der Methode des vorigen Paragraphen integrieren. Wir setzen: 
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7) aC ur , 
Ape sety Sty +t yw in = 0 


oY 


und 
" of 
U; i: 
Uy T=z By 
U. fies os = , Ot ak Qo.” of 


_ 1 y y yf 3 w 
i vOsc 70 0 
| 0) 0 0 


lz 0 —y —2y 


w 32 2(45), 
ist, nicht identisch Null. Das vollstindige System 
Af =0, Ug f ==10;, U4 == 0 
besitzt eine Lésung gq, fiir die wegen 
(U5 A) oot A k A, (Oe Us) — ORS CUS Os == 0) 


auch etwa 


Sie ist, sobald 


U;"p = — 1 
angenommen werden kann. Es kommt also: 
dx dy dy dy’ 
Mists iat V0 i ay nth iy way = yraG” 
RAE! dr OAy One © al y tw — ay 
, ow eat Y sGAwaK.O. | 


oder, wenn wieder 


gesetzt wird: 


cE. dy Uaw \ ' wdu 
a=\ oS ie oa) sc Se 
Ferner hat das vollstiindige System 
Af=0, U,f=0, U,;"f=0 


eine Lésung ¥, fiir die 


UO,’ =1 


angenommen werden darf. Demnach kommt: 


Beispiele. 
Lineare 
Diffel. 
dritter 
Ordnung. 
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dx idy dy dy | 
Pee ay hes ae 
Ae On 0 0 
| oO aay 


e 
= | CS ey ey ee 
Fh A ae y *w— 2y"* 


a du x. 
=x. w— 2? 


Durch diese zwei Quadraturen hat sich also etwa ergeben: 
, ur 
ey, yy) =4, 
, ‘ 
vy, ¥") = b. 
Eliminiert man hieraus y”, so kommt eine Relation 


y = xy, a, b) 


Dy AN, 
Iatianete 


die vollstindige Integralgleichung liefert. 
Diese Methode erfordert also nur drei Quadraturen,* von denen 
sogar die beiden ersten von einander unabhingig sind. Allerdings 


deren Integration: 


haben wir zunichst vorausgesetzt, dass die canonischen Veranderlichen, 
deren Bestimmung ja eine Quadratur erfordert, schon eingeftihrt seien. 
Aber diese Voraussetzung ist offenbar unnétig, wir hiitten dieses 
zweite Integrationsverfahren auch fiir beliebige Veriinderliche genau 
ebenso durchfiihren kénnen. 


Wir werden nun auf die Behandlung der iibrigen Falle nicht 
weiter eingehen, ihre Durchftihrung vielmehr dem Leser iiberlassen. 

Doch sollen zwei Beispiele zu unseren Theorien hier Platz finden. 

1. Beispiel: Vorgelegt sei die allgemeine lincare Differentialglei- 
chung dritter Ordnung 


ver a , 
(1) yo — Sy — Xyy — Xy— X=, 
in der X, X,, X,, X, gegebene Functionen von 2 allein bedeuten. 
Bekanntlich nennt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 
zwischen 2 und «: 
(2) a” — X,2"— X,2 — Xe = 0 
ihre verkiirete Gleichung. Hat man diese integriert, so kann man 
durch drei von einander unabhiingige Quadraturen die erstere ebenfalls 
integrieren. Ks seien niimlich z,, 2, ¢, drei particulare Lésungen ¢ 


der verktirzten Gleichung, also drei Functionen von 2, fiir die 
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(3) a” — Kye -— X,2/— X)2,= 
(= 172) 3) 

ist. Insbesondere kénnen sie stets, wie man leicht einsieht, so ge- 

wahlt werden, dass die Determinante 


By ay 
A=)|% % & | =E0 
2s By. 25 


ist. Nun gestattet die nicht verktirzte Differentialgleichung (1) die 
drei infinitesimalen Transformationen: 


C= 0G, == eg 


denn mit y ist auch y + Const. 2, + Const. 2 + Const. 2, eine L6- 
sung von (1) und bei U,, U,, U; erfaihrt y eben die Incremente 
2,0t, 2,0t, 2,0t, wahrend x ungedndert bleibt. Dass die unverktirzte 
Differentialgleichung die U;f gestattet, kann man iibrigens auch so 
einsehen: Die Differentialgleichung ist aquivalent: 


1 0 ” ” 
Apaxety Sty’ sot K+ Ky t+ Xo + Key’) pe = 0 


und die U; geben zweimal erweitert: 


ieee, ah + i 5 of ” ee. 
U] 
sodass 
aa 0X , uw ra) 
(Wl A) = (Xo ai X +2 %) FG + af Gh + ai’ 5h — 

3 of " of mw of 
ai ones ee Oy 

oder wegen (3) 

(U;" A) =0 


ist. 
Nunmehr bilden 


Ap= 0; U,f=0, @U3f=0 


. . . ° oo s e , wr oo 
ein dreigliedriges vollstiindiges System in x, y, y’, y’, dessen Lisung p 
so angenommen werden kann, dass 


. Usp 1 


wird. Die U; bilden nimlich eine dreigliedrige Gruppe mit vertausch- 
baren Transformationen. 


Sonach ist: 
Lie, Differentialgloichungen, 36 
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dx dy dy dy’ 
Lf Xt Ky PAY + Ay 
<) 0 Ly Z,/ et 
== Ue es = By BET FS ay” 
= ty yf X+ Ky + Xy + ey 
oe Oe Pin! eee oy 
OP RRS, 2a 
O— <2, 23. ae 
oder 
ve |da dy dy dy” 
2 1 | Ls oy oy ee Reni irer Xiy + XYy 
Pp 7 A oO iy is Tey AG 
BEN Oh ate 2s 2 | 
- Ome 22, tee. By | 


ein Integral von Af==0. Durch eyklische Vertauschung der Indices 
1, 2, 3 bei den zg ergeben sich noch zwei Integrale. 


2. Beispiel: Gesucht wird eine Curve in der Ebene von der Be- 
schaffenheit, dass ihre Bogenlinge s, von einer Anfangsstelle aus ge- 
rechnet, eine gegebene Function der zugehérigen Bogenlinge o der 
Evolute der Curve ist. Wenn 0, der Kriimmungsradius der Anfangs- 
stelle, 9 der Kriimmungsradius der Stelle mit Bogenlinge s auf der 
gesuchten Curve ist, so ist 


OS OY 
s = 2(0 — Q). 


Da sich die Bogenlinge s durch ein Integral ausdriickt, so ist dies 


noch keine Differentialgleichung. Wir haben vielmehr noch zu dif- 
ferenzieren: 


und wir verlangen 


ds = 2'(9 — g)de. 
Hs ist: 


ds =V1l+y?dz, 


Die Bedingung nimmt also die Form an: 
ne yr? (3 ee il ) 
Oa y + y? vy SO)? 


3 
je (aye ) 
Sane ( yr TT 
ist. Ftihren wir die Bezeichnungen ein: 
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3 
t —,(¢ty»") 
Q/ = 7 ) 
y® 
tay (3y — w) =o 


so lautet die Differentialgleichung: 


5) 


y — Pn) eee 0. 
Um sie zu integrieren, beachten wir, dass die gesuchte Curve in eine 
ebensolche iibergeht, wenn man sie in der Ebene verschiebt oder 
dreht. Die Differentialgleichung gestattet daher die Translationen: 


Kip ye. = 79 
CS — Yp 45 “xq, 


die zusammen eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen bilden. Die gewohuliche Differentialgleichung y’” — @ 0 
ist der linearen partiellen aquivalent: 


6 1 0 1 Of 0 
AF= ety gta" got ogn 


und die Rotation: 


oF 
welche die SN erweiterten infinitesimalen Transformationen zulasst: 


fee 


a 
Ue fa ot 


oy’ 
” , Saf y” oF 
Uy f= — 5 Ppa pity) s+ BY Y oy”? 


die eine dreigliedrige Gruppe bilden, deren erste derivierte Gruppe 
zweigliedrig ist. Es ist die Determinante von Af und den U"f: 


| 1 yf y ia) 
il 6) 8) 0 9 Pe YD 1 Os 

=— == Buf 2 = (Al y ”) 0 
4 i 5 r ayy Goer 


Sobald wir w se 0 annehmen, was wir thun wollen, ist 4 ==0, und 
wir kénnen die Integration nach der Methode des vorigen Paragraphen 
durch drei Quadraturen ermoglichen. 
Ks ist: 
GWi=0, C= he, (0) =— 0," 
wihrend jedes (U;’A) = 4; Af ist. Die drei Gleichungen: 


Af= 0, Uf = 0, Uf = 
36* 
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bilden also ein dreigliedriges vollstindiges System in a, y, y’, y’, dessen 
Lésung gm so gewihlt gedacht werden kaun, dass 
U,-p ==a1 
ist. Hs ist somit: 
dx dy. dy dy | 


ve tee ey - o 
7p = AE 4a. 


: 1 pee jf Ul ur ty 
=|an (+ yi By — w)dy’ — y"dy ) 


So! , ( 3y' dy dy 
a ef lat ye ye) 


oder wenn wir 


(1 + yy == UP salsor 10 ==40 (5) 


setzen ;: ! 
‘d Ig 7 
yp =—aretgy + w(t i. 
w\— 
v y 
Die Ausfiihrung dieser Quadratur giebt etwa 
yp =-—arctgy + »(*,) 
3 
=—arctgy + o(aty a i) 


Nunmehr benutzen wir 2, y, y’, » als Verinderliche. Dadurch gehen 


Afound.U,", OU, uber im: < 


aa — Oi? PO a of 
=, of 
Lf=z, 
of 
Uf =z, 


wo in Af das y” vermége der Beziehung zwischen g, y', y” durch 
g und y' ausdriickbar ist. y’ ist also als bekannte Function von » 
und y’ zu betrachten. Nun bilden: 


4f=0, U,f=0 


ein vollstindiges System in 2, y, y’ (m tritt darin als arbitriirer Para- 
meter auf) und seine Lésung yp erfiillt, wie wir wegen 
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(ay eae 0, 0,)=0 
annehmen diirfen, die Gleichung 
Urs Ie 
Die Determinante von Af, U,f, U,f lautet: 


1 y y 
a=, “Oat Oe ty 
pS akan hl 


und es kommt: 


, | da dy dy 
a 1 , ” ae y dy 
v= fo ul y Yy =: Riga 
el aareO cikO). 


HMierin ist, wie bemerkt, y” als Function von y und q aufzufassen 
vermoge 


, - 3 
y=-—arctgy +0 (ch 
Bezeichnen wir die zu ® inverse Function mit ®, so kommt: 
ay’ 22 = 
. + “= O(y + are tg y’), 
also 
3 
1 9v*x 
ye sega) 


Bp fare tg y) 
Demnach wird: 


y=y— J _¥4Y _ Bm + aretg y) 
Oe on)” 
==A)] + [Op + arc cos z)dz, 
wenn namlich 
1 

yes ey 7 

Vity 
gesetzt wird. Bei der Ausfiihrung der Quadratur ist g wie eine Con- 
stante zu behandeln. Man findet etwa: 


a1 "Gay 9) 


p=—aretgy +O 


worin noch 


zu setzen ist. 
Nunmehr werden 2, y, my und w als Veranderliche benutzt. Dann 
geht Af = 0 iiber in: 
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wo y als Function von y, m und wp aufgefasst werden muss. Diese 
Gleichung gestattet: 


Ut = ge 
und hat daher das Integral: 
| due dy 
= 1 ris dy 
1= Ley otf F 
‘ | taro 


wo y durch y, m und wp ausdriickbar ist und bei der Quadratur 
und yw als Constanten zu behandeln sind. 

Diese dritte Quadratur ist von der zweiten abhingig. Wir kénnten 
aber auch die dritte unabhingig von der zweiten ausfiihren, denn be- 
nutzt man a, y, y’ und g als Veriinderliche, so bilden auch: 


Th mo t Of ” of ze 
Ai gaa, om te pyar 
7 0 

Uf = 5 


ein zweigledriges vollstiindiges System und die Lésung 7 desselben 
erfiillt, wie angenommen werden darf, die Gleichung 


U,4= 1, 
sodass 

dx dy dy 

re y y 
ak es a %. “dy 
ae Vga? aoe oy 

. btatel 208 
1 0 0) 


wird. Hierin ist y” durch y und » ausdriickbar, und darauf muss so 
integriert werden, als ob m eine Constante ware. Schliesslich ist fiir 
gy sein obiger Wert einzusetzen. 
Eliminiert man endlich aus 
gp=a, y=), ye 
die Gréssen y’, y, so erhilt man die gesuchte vollstindige Integral- 


gleichung 
A( 2, Y;.0,.0,. 6) =O, 
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Schlusswort. 


Wir wollen nunmehr mit einigen Bemerkungen iiber die Bedeu- 
tung der vorgetragenen Theorie dieses Werk beschliessen. 

Nehmen wir an, es liege — um gleich alleemein zu reden — 
ein System von Differentialgleichungen vor, welches integriert werden 
soll und von dem man weiss, dass seine allgemeinen Lésungen nur 
arbitriire Constanten, keine arbitraren Functionen, enthalten. Alsdann 
kann man sich fragen, ob dasselbe infinitesimale Transformationen ge- 
stattet. Liisst sie solche zu und zwar eine begrenzte Anzahl von ein- 
ander unabhingiger, so ist es immer méglich, die Bestimmung dieser 
infinitesimalen Transformationen zuriickzufiihren auf das Problem, ein 
gewisses vyollstiindiges System von linearen partiellen Differential- 
gleichungen zu integrieren, welches bekannte infinitesimale Transfor- 
mationen gestattet. Wird dieses vollstandige System integriert, so 
findet man die gewiinschten infinitesimalen Transformationen und ihre 
Verwertung erméglicht alsdann gewisse Vereinfachungen des Inte- 
grationsproblemes. Das dann noch zu erledigende Integrationsgeschift 
liisst sich naimlich wiederum auf die Integration eines vollstindigen 
Systems mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
zuriickfiihren. 

Wenn ein System von Differentialgleichungen vorliegt, so kann 
man sich ferner die aus vielen Gesichtspunkten wichtige Frage vor- 
legen, ob dasselbe auf cine gegebene typische Form reduciert werden kann. . 
Die Frage der Méglichkeit dieser Zuriickftihrung lisst sich immer 
durch die allgemeine Theorie der Differentialinvarianten entscheiden. 
Ist die Reduction méglich, und gestattet dabei die typische l’orm eine 
endliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so kann man 
die wirkliche Uberfiihrung leisten, sobald man ein gewisses vollstiin- 
diges System mit bekannter Gruppe von infinitesimalen 'Transforma- 
tionen integriert hat. Wieder also tritt das letztere Problem auch 
hier in den Vordergrund. 

Schon diese Bemerkungen geniigen, die hervorragende Wichtigkeit, 
des Problems zu zeigen, ein vorgelegtes vollstindiges System mit be- 
kannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen zu integrieren. 

Eine Begriindung der obigen Bemerkungen kann freilich hier 
nicht gegeben werden, denn sie setzt die Kenntnis der allgemeinen 
Theorie der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen voraus*), 


#) Hine ziemlich eingehende Integrationstheorie eines vollstiindigen Systems 
mit bekannter Gruppe findet sich, wie schon gelegentlich bemerkt wurde, in 
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Schliesslich sei noch Hines hervorgehoben: Bei der Ausfiihrung 
der von uns verwerteten Integrationstheorien spielten die zu einer 
Gruppe geh6érigen Differentialinvarianten eine wesentliche Rolle. Man 
wird durch ihre Benutzung zu solchen Integrationstheorien gefiihrt, 
welche mit der Galois’schen Behandlung der Auflosung algebraischer 
Glecchungen durchgehende Analogien darbieten. Allerdings miissen 
wir uns darauf beschrinken, auch dies hier nur angedeutet zu haben. 
Hine Begriindung dieser Bemerkung ist hier nicht am Platze. 


Bd. 25 der Math. Annalen. Es mag aber hier erwihnt werden, dass die dortige 
Darstellung an einer Stelle eine kleine Liicke hat und an einer anderen Stelle einen 
Satz verwertet, dessen allgemeine Giiltigkeit allerdings zweifelhaft ist. In den 
Berichten der Siichs. Gesellsch. d. Wiss. vom Jahre 1889 ist jedoch die genannte 
Liicke ausgefiillt und der fragliche Satz eliminiert worden. Die friiher citierte 
Bemerkung des Herrn Vessiot erméglicht es tiberdies, die Hauptresultate jener 
Abhandlung in einfacherer Weise abzuleiten. 
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